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On  sait  ce  que  fut  la  révolution  cartésienne  : le  Nombre 
prenant  possession  de  la  Géométrie,  acceptant  l'héritage 
des  Anciens,  niais  sous  bénéfice  d’inventaire  et  comme  pour 
soumettre  toutes  les  vérités  reçues  à ses  vérifications  ; pous- 
sant ensuite  au  delà,  avec  nous,  tantôt  menant  et  infail- 
lible, tantôt  mené  et  n’oubliant  rien  derrière  soi;  nous 
abandonnant,  il  est  vrai,  le  choix  de  nos  problèmes,  se 
réservant,  lui,  pour  les  résoudre  : admirable  Géomètre 
qui,  portant  la  Géométrie  à une  impossible  perfection,  la 
supprimait  du  même  coup  si,  capable  comme  il  l’est  de 
répondre  à toutes  nos  questions,  il  ne  devenait  muet  à la 
fin,  se  refusant  à nous  suppléer  davantage  et  nous  laissant 
l’interprétation  de  ses  oracles.  Ainsi  fait  le  Nombre.  Ce 
qu’il  sait  le  mieux,  c’est  encore  son  commencement. Toutes 
les  obscurités  dont  il  nous  délivre,  de  prime  abord,  il  nous 
les  laisse  pour  la  fin,  accumulées  en  un  même  point  : quel- 
quefois plus  transparentes,  s’il  s'agit  d’une  chose  simple, 
ou  déjà  connue,  ou  seulement  supposée;  plus  opaques 
d’autres  fois  et  d’une  densité  telle  que,  même  en  connais- 
sant d’avance  ce  que  l’on  cherche,  on  ne  le  retrouve  point. 
Le  Nombre  d’ailleurs,  non  plus  que  la  Géométrie,  ne  peut 
vivre  uniquement  en  soi.  Les  vérités,  où  il  a pu  atteindre, 
il  a besoin  de  les  répandre;  et,  pour  qu’elles  soient  accueil- 
lies comme  il  convient  à leur  dignité,  il  doit( prendre  garde 
que  le  vêlement  qu’il  aura  à leur  donner  ne  les  expose  à 
quelque  injure.  Or  Descartes  n’avait  point  pourvu  à cela,  ne 
prétendant  nous  léguer  que  le  nécessaire.  11  nous  restait 
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à recevoir,  de  ltobillier  (*),  le  superflu  : une  langue  faite 
d’un  lissu  admirable,  cl  dont  l’ampleur  convenait  merveil- 
leusement à l’essor  que  venaient  de  prendre  nos  concep- 
tions géométriques  (**). 

Dans  quelques  pages,  où  l'on  ira  longtemps  chercher  le 
secret  de  celte  lumière  sobre  qui  fait  toute  l’élégance  de 
l’Analyse,  ce  très-riche  et  très-obscur  Géomètre  nous  mon- 
tra l’utilité  de  ses  nouvelles  coordonnées  : et  que  le  calcul 
reçoit  de  cette  manière  surabondante  de  représenter  un 
point  mobile  par  ses  distances  .à  un  nombre  quelconque  de 
droites  ou  de  plans  lîxes,  une  facilité  ‘ d’évolution,  une 
clarté,  une  symétrie  que  l’on  ne  soupçonnait  pas — par- 
dessus tout,  un  ressort  invincible  qui,  retenant  unies  les 
choses  qui  doivent  l’élre,  et  séparant  les  autres,  prévient, 
dès  l'origine,  ces  . dispersions  infinies  où  mène  presque 
fatalement  l'Analyse  ordinaire. 

Dans  celle-ci,  en  effet,  les  premiers  éléments  de  chaque 
question,  loin  de  se  conserver  jusqu'à  la  fin,  de  manière 
à laisser  apercevoir  1rs  vrais  rapports  des  choses  qui  sont 
données  à celles  que  l’on  cherche,  se  brisent  les  uns  par 
les  autres  dès  l'origine;  se  mêlent  ensuite  et  s’agrègent  au 
hasard  pour  former  des  éléments  nouveaux,  souvent  étran- 
gers à la  question,  et  qui  figureront  seuls  dans  le  résultat. 
Les  problèmes  numériques,  sur  quoi  les  écoliers  passent 
de  l’Arithmétique  à l’Algèbre,  présentent  des  difficultés 
toutes  pareilles.  Même  avant  Descartes,  les  écoliers  en 
triomphaient  par  le  seul  secours  des  premières  notations 
de  l’Algèbre.  Mais  les  Géomètres,  qui  leur  avaient  appris 
cela,  rencontrant  en  un  autre  point  de  leur  propre  chemin 
les  mêmes  difficultés,  mirent  deux  siècles  à apercevoir 
qu’ils  les  pouvaient  tourner  de  même;  et  sous  la  seule 
condition  d’imiter  leurs  moindres  disciples.  C’est  ce  qui 


(*)  Annales  Je  Gergonne,  t.  XVIII,  p.  1837. 

(**)  Traite  des  Propriétés  projectives;  1822. 
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n’échappa  pas  à notre  Auteur.  Et  l'on  peut  dire  que  toute 
rctle  force  que  l'Arithmétique  reçoit  de  l’Algèbre,  l'Ana- 
lyse cartésienne  la  reçut  aussi  de  Bobillier.  Sans  doute, 
toutes  les  formes  concises  qu’il  nous  apprit  à interroger  ne 
sont  pas  toujours  la  lumière  même  : il  suffit  qu’elles  la 
renferment  sous  le  moindre  volume.  El  s’il  nous  reste  en- 
suite à faire  violence  à leur  concision,  pour  tirer  de  leurs 
réticences  toutes  les  clartés  qu’il  nous  faut;  cela  exige, 
d'ordinaire,  moins  d’efforts  que  de  réllexion  : et  l'habitude 
d'étudier  les  choses  telles  qu’elles  se  présentent  à nous,  de 
manière  à déduire  d’abord,  de  leurs  caractères  extérieurs 
les  plus  apparents,  les  notions,  souvent  décisives,  qui  y sont 
contenues  et  que  nous  demandons  trop  souvent  à des  trans- 
formations arbitraire;  ou  à des  réductions  que  le  calcul 
nous  refuse  dès  que  les  données  du  problème  viennent  à se 
compliquer.  C’est  ainsi  qu’ayant  reconnu,  dans  le  plan 
X = o déjini  par  l identité 


le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
à l'heptaèdre  P,  P,  . . . P7  = o,  nous  pourrons  ensuite  dé- 
duire la  construction  dit  plan  des  centres  X de  la  seule 
interprétation  de  l’identité  qui  lui  sert  de  définition. 

Toute  française,  comme  son  aînée,  il  ne  parait  pas  que 
la  belle  conception  de  lîobill ier  ait  été  aucunement  remar- 
quée en-France.  Elle  apportait  à la  création  de  Descartes 
son  complément  et  sa  perfection  ; mais  il  est  de  l’essence  des 
choses  de  se  compléter  d’ellcs-mèmes,  un  jour  ou  l’autre; 
et  la  perfection  est  peut-être  ce  que  l’on  remarque  le 
moins,  en  de  certaines  hauteurs,  parce  que  tout,  de  soi,  y 
est  parfait.  De  ce  côlé-là  donc,  on  ne  vit  rien,  on  ne  dit 
rien,  on  demeura  neutre.  Comme  on  n’apercevait  pas  la 
portée  du  perfectionnement  que  venait  de  recevoir  l’Ana- 
lyse, on  négligea  de  s’en  faire  honneur;  et  Bobillier  n’eut 
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à subir  aucun  des  procédés  d’élimination  à l’aide  desquels 
les  honnêtes  gens  de  tous  les  temps  et  de  tous  les  pays  se 
substituent  à un  inventeur,  quand  ils  ne  préfèrent  le  sup- 
primer; procédés,  du  reste,  fort  amplifiés  depuis,  et  qui 
composent  maintenant  un  corps  de  doctrine  très-respec- 
table, comme  nous  nous  proposons  de  le  faire  voir  quelque 
jour.  Directeur  de  l’Ecole  des  Arts  et  Métiers  de  Châlons, 
notre  Géomètre  conserva  la  place  qui  lui  donnait  à vivre. 
S’il  n’eut  pas  la  consolation  de  voir  grandir  beaucoup 
l’arbre  qu’il  avait  planté,  on  lui  permit  du  moins  d’en 
cueillir  lui-même  les  premiers  fruits  ; et  Pou  n’appela  point 
les  Prussiens  ou  les  Russes  à réprimer  ce  désordre.  C’était 
en  1827,  il  est  vrai;  en  pleine  Restauration  : c’est  tout 
dire.  Les  choses,  aujourd’hui,  11e  surpasseraient  plus  de  la 
sorte.  La  centralisation  dut  ajouter  son  aiguillon  à tous  ces 
encouragements.  Aotre  discipline  fit  le  reste,  associée  à cette 
noble  habitude,  qui  est  la  nôtre,  de  multiplier  d’abord  la 
valeur  de  toute  idée  nouvelle  par  un  coefficient  qui  croit  en 
raison  de  la  hauteur  apparente  d’où  elle  descend,  pour  se 
réduire  à rien,  s’il  s’agit  de  l'idée  d’un  homme  de  peu.  Le 
plus  spontané  de  nos  philosophes  positivistes  négligea  celle- 
ci,  spontanément  et  positivement.  Pour  la  faire  oublier 
tout  à fait,  quantité  de  belles  choses  vinrent  ensuite  : 
oiseuses  pour  la  plupart,  les  autres  ineptes;  toutes  indis- 
pensables pour  l’admission  à nos  grandes  Ecoles.  La  Règle 
à calcul , elle-même,  n’eut  qu’à  se  montrer  : les  rigidités 
de  notre  régime  scientifique  n’y  purent  tenir;  et,  toutes  nos 
inerties  s’ébranlant  à la  fois,  nous  nous  vîmes  tout  à coup 
en  pleine  révolution.  Des  Académiciens,  des  Astronomes, 
rassemblés  en  une  de  ces  Commissions  que  l'Euro/>e 
nous  envie,  et  qui  naissent  périodiquement  en  France,  011 
ne  sait  de  quoi,  pour  n'importe  quelle  besogne,  jetaient 
bas  les  vieux  Programmes;  excluant  le  parfait,  retenant  le 
médiocre  et,  pour  prévenir  nos  regrets,  s’instaurant  eux- 
mêmes  entre  ces  ruines,  avec  tout  le  personnel  de  leurs 
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formules  et  tout  le  cortège  de  leurs  idée».  Celle  de  Bo- 
billier,  naturellement,  ne  fut  pas  invitée  à se  produire. 
Incapable  de  faire  tourner  une  roue,  ou  de  graisser  seu- 
lement une  manivelle,  on  la  relégua  entre  ces  inutilités 
ruineuses  dont  on  avait  pour  mission  de  délivrer  le  inonde. 
Par  bonheur  le  monde  est  bien  grand  pour  être  délivré 
de  la  sorte  en  quelques  séances.  Et,  comme  on  n’en  a 
point  proclamé  encore  l’unité  ni  l’indivisibilité — lesquelles 
pourtant  nous  crèvent  les  yeux  — un  homme  que  l’on  tue 
ici,  par  Commission,  et  selon  toutes  les  règles,  peut  encore 
aller  gagner  sa  vie  aux  antipodes.  Condamné  solennelle- 
ment une  première  fois,  en  appel  ensuite,  puis  en  dernier 
ressort  par  toutes  les  classes  de  l'Institut,  Fullon  fut  absous 
par  l’Amérique.  L'Allemagne  et  l’Angleterre  ont  absous 
de  même  Bobillicr.  Mais  beaucoup  de  choses,  qui  seraient 
nôtres,  leur  appartiennent  maintenant,  qu’elles  ont  tirées  de 
ces  quelques  pages  lumineuses  des  Annales  de  Gergonne. 
Pour  notre  compte,  nous  avions  dû  feuilleter  cela  dans  le 
temps,  vers  1848,  sur  les  bancs  du  collège.  Professeur  au- 
jourd’hui, c’est-à-dire  obligé  moralement  à nous  retran- 
cher toute  lecture,  et  entièrement  incapable  d’aucune  loin- 
taine excursion  à travers  les  livres,  il  a fallu  l’initiative 
d’un  libraire  pour  nous  amener  à ces  maîtres  étrangers  que 
nous  ne  connaissions  pas  : Plucker,  Hesse,  Salmon;  de 
ceux-là  à Bobillicr  en  qui  ils  prennent  leur  source,  et  de 
Bobillier  à cet  Ouvrage. 

Il  nous  resterait  à en  indiquer  l’objet  général,  le  plan, 
les  divisions;  ce  qui  y est,  ou  emprunté  d’autrui,  ou  entiè- 
rement nouveau  ; mais  c’est  à quoi  nous  croyons  avoir 
pourvu,  soit  dans  notre  Table  des  matières,  soit  dans  le 
cours  même  de  cet  Ouvrage.  Il  nous  suffira  de  dire  que 
nous  nous  y sommes  proposé  principalement  l’élude  des 
propriétés  générales  et  la  construction  des  courbes  et  des 
surfaces  du  second  ordre  — les  propriétés  directives  de  six 
points  d’une  conique,  de  dix  points  d’un  ellipsoïde,  de  neuf 
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points  d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  de  huit 
d’une  cubique  gauche;  la  construction  de  ces  courbes  par 
points,  la  détermination  de  leurs  tangentes,  celle  de  leurs 
cercles  osculateurs  — la  recherche  des  éléments  principaux 
du  cylindre  parabolique  ou  du  paraboloïde  de  révolution 
circonscrits  à un  octaèdre  quelconque  ; du  cône  droit  cir- 
conscrit à un  octaèdre  sphérique,  du  cylindre  et  de  l’ellip- 
soïde de  révolution  circonscrits  à l’hexaèdre,  du  paraboloïde 
défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués,  etc. — construc- 
tions ou  propriétés  entièrement  nouvelles,  qui  résultent  à 
peu  près  sans  calcul,  et  en  quelque  sorte  à priori , des  deux 
principes  nouveaux  que  nous  avons  pris  pour  guides  : et 
que  l’on  peut  rattacher  au  théorème  deDe&argues.  On  voit 
donc,  abstraction  faite  de  la  méthode,  que  notre  objet  dif- 
fère peu  de  celui  que  s’était  proposé  déjà  l’Auteur  de  la 
C xéomêcrie  supérieure  et  de  la  Théorie  des  Sections  co- 
niques; mais  que,  si  l’on  s’est  borné  dansces  deux  Ouvrages, 
à ce  que  M.  Terquem  appelait  le  rez  de  chaussée  de  la 
Géométrie , nous  avons  essayé  d’en  édifier  le  premier  étage, 
qui  serait  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre.  Quant 
aux  dernières  conséquences  que  les  deux  principes  qui 
nous  ont  servi  de  poiut  de  départ  semblent  comporter,  et 
qui  se  rattacheraient  au  théorème  de  Pascal;  nous  avouons 
qu'elles  nous  échappent  tout  à fait  : et  ceux  de  nos  lec- 
teurs qui  connaissent  les  servitudes  de  l’enseignement  libre 
pourront  admettre,  depuis  bientôt  quatre  ans  que  cet  Ou- 
vrage est  sur  le  métier,  que  le  temps  nous  ait  manqué,  tout 
au  moins,  pour  en  entreprendre  la  recherche.  Mais  ce  que 
nous  avons  fait  nous-mème  pour  le  théorème  de  Desargues, 
un  autre  le  fera  sans  doute  pour  celui  de  Pascal.  Et  quoique 
cette  seconde  recherche  paraisse  infiniment  plus  difficile, 
par  cela  même  qu’elle  est  à faire,  nous  ne  la  croyons  pas 
au-dessus  des  forces  de  tel  de  nos  jeunes  Géomètres  que  des 
débuts  exceptionnels  désignent  si  bien  pour  des  entre- 
prises de  cet  ordre.  Dans  tous  les  cas,  l’extension,  à dix 
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éléments  d’une  surface  du  second  ordre,  de  l’une  des  pro- 
priétés générales  de  six  éléments  d’une  conique,  est  main- 
tenant un  fait  accompli  ; et  cette  analogie  dont  Desargues 
avait  scellé  le  premier  anneau,  il  y a deux  siècles,  est  au- 
jourd’hui dans  son  intégrité. 

Poinsot  avait  déjà  remarqué  que  « la  plupart  des  idées 
différentes,  en  Géométrie  comme  en  Algèbre,  ne  sont  que 
des  transformations  : les  plus  fécondes  étant  celles  que  l’es- 
prit combine  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et 
dans  le  calcul.  » Les  deux  principes  nouveaux,  sur  lesquels 
repose  notre  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  du  second 
ordre,  ne  sont  aussi  que  des  transformations  de  l’équation 
ordinaire  de  ces  courbes  ou  de  ces  surfaces  ; et  leur  fécon- 
dité parait  effectivement  liée  à la  facilité  avec  laquelle  on 
peut  les  énoncer  ou  les  écrire.  L’équation  à dix  termes  qui 
caractérise  isolément  chacun  des  points  d’une  surface  du 
second  ordre,  par  exemple,  entraîne,  en  effet,  l’existence 
d’une  relation  linéaire,  et  homogène  entre  les  cariés  tics 
distances  de  dix  points  d'une  telle  surface  à un  plan  quel- 
conque : 


Et  cette  proposition,  qui  subsiste  dans  les  mêmes  ternies 
pour  neuf  points  d’une courbegauchedu  quatrième  ordre  et 
poursix  points  d’une  conique,  contient,  comme  on  le  verra, 
toute  la  théorie  de  ces  courbes  et  de  ces  surfaces  ; ainsi  que 
la  plupart  des  constructions  qui  s’y  rattachent, 

Enfin  nous  croyons  aussi  avoir  apporté  à la  théorie  des 
polyèdres,  considérés  au  point  de  vue  de  leurs  propriétés 
géométriques,  quelques  accroissements  qui  ne  paraîtront 
pas  sans  intérêt  si  l’oti  observe  le  peu  que  l’on  sait  sur  cette 
matière,  et  les  difficultés  qu’y  rencontre  le  calcul.  Lagrange 
aimait  à répéter  que  « le  véritable  secret  de  l’Analyse  con- 
siste dans  l’art  de  saisir  les  divers  degrés  d’indétermination 
dont  la  quantité  est  susceptible  : » maxime  assez  obscure, 
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comme  le  secret  qu  elle  nous  vomirait  apprendre;  et  dont 
Carnot  se  borne,  en  nous  la  rapportant,  à admirer  la  pro- 
fonde justesse  : sans  nous  l'éclaircir  d'aucun  exemple.  Le 
suivant  que  nous  proposons,  et  qui  est  tiré  de  notre  étude 
sur  l’hexaèdre,  y pourrait  peut-être  convenir.  Que  l’on 
imagine  un  système  de  six  plans  indéfinis 

P,  P, . . . P*  ^ o, 

et  l’hexaèdre  complet  qu’ils  déterminent.  Si  l'on  pose  l’é- 
quation 

(i)  À,P|  -+■ . . . -t-^P;  = o, 

on  pourra  remarquer  que  le  nombre  des  paramètres  indé- 
terminés qu’elle  renferme  permet  de  lui  faire  représenter 
un esphère  et  une  seule  : et  cette  remarque  nous  met  aussi- 
tôt en  possession  d’une  analogie,  jusqu'ici  ignorée,  entre  le 
quadrilatère  et  l'hexaèdre.  Toutes  les  surfaces  contenues 
dans  l’équation  (t)  divisant,  en  effet,  harmoniquement  cha- 
cune des  diagonales  dcl’hcxaèdrc  P,.. .P»  ; lasphère  unique 
et  déterminée  qui  fait  partiedeces  surfaces  possède  la  même 
propriété.  Et  l’on  en  conclut  sur-le-champ  que  les  dix 
sphères  décrites  sur  les  diagonales  d’un  hexaèdre  com- 
plet, comme  diamètres , admettent  un  meme  centre  radical 
et  sont  orthogonales  à une  même  sphère  : laquelle  n’est 
autre  que  la  sphère  (i).  Si  nous  ne  nous  trompons,  on  trou- 
vera dans  cet  Ouvrage  plusieurs  autres  exemples  du  même 
ordre.  Et  tout  cela  peut  servir  un  jour  à fonder  cette  véri- 
table Analyse  qui  n’est  ni  rentassemenl,  ni  la  profondeur, 
ni  la  puissance,  mais  qui  sera  le  discernement,  l'ordre,  la 
lumière  : Analyse  vraiment  parfaite,  que  liobillier  entrevit, 
et  que  nous  connaîtrons  un  jour,  mais  dont  nous  nous  con- 
solons, pour  le  moment,  à force  de  calculs  — à peu  près 
comme  nos  architectes  se  consolent  du  Parlhénon,  à force 
de  casernes. 

Janvier  1869. 
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Sommaire.  — Des  coordonnées  suffisantes,  ou  coordonnées  cartésiennes;  et 
des  coordonnées  surabondantes  introduites  par  Bobillier.  — Coordonnées 
polygonales  ou  polyédriques  d’un  point  mobile  rapporté  à un  nombre 
quelconque  de  droites  ou  de  plans  fixes;  équations  de  la  tangente  et  du 
plan  tangent  (Pluckcr).  — Des  coordonnées  tangentielles  d’une  droite 
ou  d'un  plan  mobile  rapportées  à un  nombre  quelconque  de  points  fixes; 
équation  du  point  de  contact  d’une  droite  ou  d’un  plan  mobile  et  de  leur 
enveloppe.  — Formes  diverses  de  réquation  d’une  courbe  ou  d’une  sur- 
face du  second  ordre. 


§ I.  — Des  coordonnées  triangulaires  ou  polygonales 
d'un  point  mobile  rapporté  à un  nombre  quelconque 
de  droites  fixes.  Équation  de  la  ligne  droite. 

1.  La  représentation  analytique  d une  figure  plane  sup- 
pose, comme  l’on  sait,  le  tracé  préalable  de  deux  axes  rec- 
tilignes ox,  oy  qui  marquent,  en  quelque  sorte,  les  deux 
dimensions  de  la  figure  que  l’on  veut  construire,  et  dont 
un  point  quelconque  est  ensuite  défini,  relativement  à 
ces  axes,  par  les  valeurs  algébriques  de  ses  deux  coordon- 
nées x,  y,  si  ce  point  est  fixe  et  isolé;  ou,  s’il  est  mobile 
et  assujetti  à parcourir  une  certaine  courbe,  par  une  cer- 
taine relation 

y)  = o, 
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À laquelle  doivent  satisfaire  les  coordonnées  de  ce  point 
considéré  dans  l’une  quelconque  de  scs  positions. 

Tel  est  le  principe,  imaginé  par  Descartes,  de  la  mé- 
thode des  coordonnées  que  l’on  pourrait  appeler  suffisantes, 
que  Parent,  Clairaut,  Maclaurin,  Euler  étendirent  ensuite 
aux  figures  à trois  dimensions,  mais  en  lui  conservant  son 
caractère  initial  et  rejetant  toujours,  de  la  définition  fon- 
damentale du  point,  toute  donnée  qui  ne  serait  pas  indis- 
pensable pour  en  assumer  la  position.  Or  ce  sont  justement 
ces  données  surabondantes  que  Bobillier  aperçut  que  l’on 
peut  retenir,  parfois  avec  infiniment  d’utilité,  en  acceptant 
comme  coordonnées  de  chacun  des  points  d’une  figure  les 
distances  de  ce  point  à un  nombre  quelconque  de  droites 
ou  de  plans  fixes.  Et  ce  fut  de  cette  heureuse  exagération 
de  l’idée  première  de  Descartes  que  celle-ci  reçut  son  cou- 
ronnement et  sa  perfection. 

Il  ne  parait  pas  d’ailleurs  que  le  rôle  des  coordonnées 
cartésiennes  proprement  dites  puisse  en  être  beaucoup 
amoindri;  car  de  tous  les  progrès  que  leur  doit  la  science 
de  l’étendue,  il  n’en  est  peut-être  aucun  que  l’on  eût  pu 
attendre  des  coordonnées  nouvelles.  Telle  est  effective- 
ment l'alternative  presque  constante  de  leurs  rôles,  que 
partout  où  l’une  des  deux  méthodes  est  en  défaut,  l’autre 
réussit.  Et  ce  nous  serait  un  avis,  si  nous  savions  l’en- 
tendre, de  n’essayer  pas  de  les  plier  toutes  deux  aux  mêmes 
usages,  mais  de  consulter  quelquefois  leurs  affinités  ou 
leurs  répulsions,  et,  quand  l’une  ou  l’autre  s’est  refusée 
quelque  temps  à nous  aider,  de  n’insister  pas  davantage, 
parce  que  nous  n’en  retirerions  vraisemblablement  qu’un 
médiocre  secours.  Tel  serait  d'ailleurs  le  partage  naturel 
de  la  géométrie  entre  les  deux  systèmes,  que  tout  ce  qui 
concerne  les  propriétés  numériques  de  l’étendue  relève 
plus  directement  du  premier;  le  second  retenant  d’ordi- 
naire tout  ce  qui  concerne  les  propriétés  descriptives. 

2.  Si  une  figure  de  géométrie  se  trouve  tellement  con- 
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s truite  aulour  d’un  polygone  donné,  que  celui-ci  en  marque 
eu  quelque  sorte  le  noyau  et  serve  de  support  à tout  le 
reste,  il  peut  devenir  avantageux  de  rapporter  à ce  poly- 
gone toutes  les  autres  parties,  ou  tous  les  autres  points  1, 
2,...  de  la  figure,  parles  distanees  A,,  B,,  C,, . . . , A*,  B,, 
C,,...  de  chacun  de  ces  points  aux  divers  côtés  A.B.C...  = « 
de  ce  polygone.  Celui-ci  est  dit  alors  de  réference,  et  les 
distances  à ses  côtés  des  divers  points  de  la  figure  sont 
dites  les  coordonnées  de  ces  points. 

Ces  distances, d’ailleurs,  ou  ces  coordonnées,  auront  dans 
chaque  cas  des  signes  déterminés;  de  telle  sorte,  par 
exemple,  que  toutes  négatives  pour  un  point  m situé  dans 
l’intérieur  du  polygone  de  référence,  chacune  d’elles  passe 
isolément  par  zéro  et  change  ensuite  de  signe,  lorsque  le 
point  considéré  atteint  dans  son  mouvement  le  côté  corres- 
pondant du  polygone  et  le  dépasse.  On  peut  remarquer 
que  ces  changements  de  signe,  qui  ont  lieu  par  définition 
dans  le  cas  où  rien  n’est  explicité,  doivent  être  démontres 
lorsque  l’on  regarde  les  équations  implicites 

o = A = C = . . . ou  A.B.C...=  o 

des  côtés  du  polygone  de  référence  comme  tenant  la  place 
d’autant  d’équations  linéaires  mises  sous  la  forme  expli- 
cite usuelle 

o = ax  -4-  by  ■+-  c — a'  r -t-  A’  y -+-  c'  = . . . 

Dans  ce  cas,  les  coordonnées  polygonales  d’un  point  A.. 
B,,  C,, ...  ne  sont  autres  que  les  nombres 

a. r,  -+-  />>  , -t-  c,  a'  r,  -t-  ù'r,  -4-  c', . . . , 

résultant  de  la  substitution  des  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  dans  les  fonctions  A,  B, . . . relatives  aux  divers 
côtés  du  polygone  de  référence;  et  leurs  signes  varient  avec 
la  position  du  point,  conformément  à ce  théorème  : 

Les  coordonnées  de  deux  points  distincts  1 , 2,  substi- 
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tuccs  dans  la  /onction  d’une  droite 

A = o ou  ff/  + J)'  + c = o, 
lui  font  acquérir  des  valeurs 

ar,  -4-  by,  -4-  r,  ex,  -+-  by,  -t-  c 

de  même  signe  ou  de  signes  contraires , suivant  que  ces 
j>oints  sont  situés  d'un  même  côté  ou  de  part  et  d'autre 
de  cette  droite. 

Imaginant,  en  effet,  que  le  segment  rectiligne  12  soit 
parcouru  par  un  mobile  ni  (Jig>  i)  qui  parte  du  premier 

Fig.  i. 

\ v * 

y\  X 

\ ...  v ’■ 

\ - •;-s 

O x 

de  ces  points  et  qui  s’arrête  au  second  ; substituons  à chaque 
instant  les  coordonnées  x , y du  point  mobile  dans  la 
fonction  de  la  droite.  Celle  fonction  variera  d’une  manière 
continue,  depuis  la  valeur  ax,  -+-  by  ,-f-  c qui  convient  au 
premier  point  i , jusqu'à  celle  ax,  -h  by,y-  c qui  convient 
au  second,  et  ne  pourra  changer  de  signe  dans  l’intervalle 
qu’en  passant  par  zéro  ou  par  l'iniiiii.  Mais  tout  passage 
par  l'infini  se  trouvant  exclu  parla  nature  de  la  fonction, 
(jui  est  entière,  celle-ci  ne  pourra  changer  de  signe  qu’en 
passant  par  zéro.  Si  donc  le  segment  1 2 ne  coupe  pas  la 
droite  considérée,  le  nombre  ax  -4-  by  -4-  c ne  peut  devenir 
nul  et  passe  de  l’une  à l’autre  de  ses  valeurs  extrêmes  en 
conservant  le  même  signe  : c’est  le  cas  où  les  points  con- 
sidérés sont  d'un  même  côté  de  la  droite.  Si,  au  contraire, 
le  segment  i'2'  rencontre  la  droite  en  un  certain  point,  le 
nombre  ax  -4-  by  -4-  c devient  nul  en  ce  point,  y change  de 
signe;  et  ses  valeurs  extrêmes  sont  de  signes  contraires. 
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Remarque.  — Nous  avons  admis  que  le  nombre 
ax-h  by  -+-  c,  devenant  nul  en  un  certain  point,  y change 
de  signe,  de  manière  que  positif,  par  exemple,  en  delà, 
en  deçà  il  devienne  négatif.  Cela  résulte  de  ce  que,  le 
point  mobile  parcourant  une  droite  déterminée,  ses  deux 
coordonnées  sont  liées  par  une  relation  de  la  forme 
j = mx  + n,  en  vertu  de  laquelle  l’expression  ax  -+-  by-\-c 
se  réduit  à une  simple  fonction  de  x,  telle  que  sex-f-p. 
Or,  x variant  toujours  dans  le  même  sens,  il  est  bien  clair 
maintenanlque  la  fonction  «x+j3  change  de  signe  en  pas- 
sant par  zéro. 

3.  Si  les  équations  o = A = B = C = ...  des  côtés  du 
polygone  de  référence  sont  de  la  forme 

xcosa  -t-y  sinat  — p = o,  j cos  (3  +jr  sinfi  — q = o, . . ., 

et  que  les  axes  secondaires  ox,  oy  soient  d’ailleurs  perpen- 
diculaires entre  eux,  les  coordonnées  polygonales  A,,  B,, 
C,,...  d’un  point  quelconque  mesurent  les  distances  ortho- 
gonales de  ce  point  aux  différents  côtés  du  polygone  : di- 
stances positives  pourun  point  situé  dans  la  région  opposée 
à l'origine  o par  rapport  à chacun  de  ces  côtés,  négatives 
pour  un  point  situé  dans  la  même  région  que  l’origine, 
dont  les  coordonnées  o = x = y font  acquérir  aux  di (Té- 
rentes  fonctions  A,  B,...,  les  valeurs  négatives  — p,  — q ,... 

4.  Les  coordonnées  polygonales  d’un  point  ne  sont  pas 
indépendantes  les  unes  îles  autres;  mais,  aussitôt  que  deux 
d’entre  elles  sont  données,  toutes  les  autres  en  résultent. 
Ainsi  les  coordonnées  triangulaires  (et  orthogonales)  A,, 
B,,  C,  d’un  point  quelconque  m sont  liées  par  la  relation 
identique 

(r)  — a A, — b B,  — cC,=  2S, 

dans  laquelle  a,  b,  c et  S désignent  les  longueurs  des  côtés 
et  l’aire  du  triangle  de  référence;  et  qui  n’est  que  la  tra- 
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duciion  de  l'identité 

(r')  triangle otBC  +-  tri. m CA  -4-  tri. m AB  = tri. ABC 
que  l’on  peut  lire  sur  la  figure. 

On  peut  remarquer  que  les  relations  (r)  ou  (/•')  conser- 
vent la  même  forme  pour  toutes  les  positions  du  point  con- 
sidéré. Si  l’on  passe,  en  effet,  du  point  m ( fig . a)  au 

Fig.  a- 
A 


A 


''•r' 


m/ 

point  m',  par  exemple,  le  terme  — a A,,  positif  d’abord, 
devient  négatif  [formule  (r)];  mais,  en  même  temps,  le 
triangle  m BC,  qui  comptait,  dans  la  formule  ( r '),  parmi  les 
éléments  additifs  de  l’aire  totale  ABC,  est  remplacé  par 
l'élément  soustractif  m'BC. 

L’expression 

a A -4-  b B -4-  cC 

u’esl  donc  qu’une  fonction  apparente  des  deux  variables 
T,  y,  et  l'équation 

a A -4-  i B cC  — o 

se  réduit  en  réalité  à une  constante  égalée  à zéro  : aS  = o. 

5.  Toute  équation  du  premier  degré,  par  rapport  aux 
coordonnées  triangulaires  ou  polygonales  d’un  point,  est 
aussi  du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  x , y 
du  point  mobile,  et  représente  dès  lors  une  droite. 

Réciproquement,  toute  droite  située  dans  le  plan  de  la 
ligure  peut  être  représentée  par  une  équation  homogène 
et  du  premier  degré  en  A,  B,  C,  telle  que 
(i)  «iA  -4-  «B  -\-pC  — o. 
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Car  si  l’on  désigne  par  A',  B',  C';  A",  B",  C"  les  coordon- 
nées iriangulaircs  de  deux  points  de  la  droite  donnée,  et 
que  l’on  détermine  les  coefficients  ni,  n,  p à l’aide  des  re- 
lations 

m A' 4-  nB'  4-  pC  = o, 
ni  K"  4-  n B 4-  p — O } 

l’équation  (t),  où  l’on  remplacera  m,  n,  p par  les  valeurs 
résultantes,  représentera  une  droite  ayant  deux  points 
communs  avec  la  droite  donnée,  ou  la  droite  donnée  elle- 
même.  Les  rapports  m'.n’.p  sont  d’ailleurs  déduis  par  celle 
double  proportion 

m h p 

B' C"  — C' B"  ~ C'À"—  A'C"  = A' B"  — B' A"* 

Si  le  nombre  des  côtés  du  polygone  de  référence  est  su- 
périeur à trois,  une  droite  quelconque  peut  être  représen- 
tée d’une  infini  lé  de  manières  par  une  équation  de  la 
forme 

st  A 4~  ^ B 4-  y C 4-  J D o. 

Remarque  1 . — La  forme  générale 
(i)  mA4-«B4-fC  = o 

de  l’équation  d’une  droite  quelconque  D résulterait  encore 
de  l’identité 

— a A — b I)  — c'C  — t/  D ==  2 Q , 
à laquelle  donnent  lieu  les  distances  orthogonales  A,  B,  C, 

Fig.  3. 

B 


A 


D d’un  point  quelconque  ni  [fig-  3)  aux  côtés  du  triangle 
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•le  référence  et  à cette  droite;  identité  dans  laquelle  «', 
b,  c\  d et  Q désignent  les  longueurs  des  côtés  et  la  surface 
du  quadrilatère  intercepté,  dans  le  triangle  de  référence, 
par  la  droite  considérée.  Si,  en  effet,  le  point,  m,  au  lieu 
d’ètre  quelconque,  est  pris  sur  cette  droite , l’identité  pré- 
cédente devient 

— «'A  — AB  — r'C=?.Q. 

Mais  les  coordonnées  A,  B,  C du  point  m satisfaisant  déjà 
à celte  autre  identité 

— a B — AB  — cC  = 2S, 

elles  satisferont  aussi  à l'équation  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion des  constantes  Q et  S entre  les  deux  précédentes,  équa- 
tion de  la  forme 

ni  A 4-  n B + p C = o. 

Remarque  II.  — Si  la  droite  considérée  D=  o passe 
par  l’un  des  sommets  A,  B du  triangle  de  référence;  les 
équations  équivalentes 

D = o , ou  m A -t-  « B r=  o , 
donnent  naissance  à l’identité 

m A + /i  B +•  i/D  = o. 

Il  existe  donc  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  A,  B,  D d' un  point  quelconque  fl  trois  droites 
concourantes. 

b.  Si,  dans  l’équation  d’une  droite  mobile 
a.r.  -t-  by  -+-  c — O, 

on  suppose,  le  coefficient  c demeurant  invariable,  que  les 
coefficients  a et  b tendent  simultanément  vers  zéro,  l’ab- 
scisse et  l’ordonnée  à l’origine  de  cette  droite  augmentent 
indéfiniment;  et,  si  l’on  passe  à la  limite,  celte  droite  dis- 
parait tout  entière  à l’infini,  en  même  temps  que  son 
équation  se  réduit  à une  constante  égalée  à zéro  : c = o. 
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Une  telle  éqi^uion 

c = o 

constitue  donc,  en  quelque  sorte,  la  trace  analytique  de 
toute  droite  mobile  qui  s’est  éloignée  indéfiniment  : ou  de 
la  droite  A l'infini  du  plan  de  la  figure. 

7.  Si  une  certaine  combinaison  des  équations  de  deux 
droites  se  réduit  à une  constante  égalée  à zéro,  ces  droites, 
en  réalité,  sont  parallèles.  Nous  pourrons  dire  qu'elles  se 
coupent  en  un  point  de  la  droite  A l'infini  représentée  par 
cette  constante  égalée  à zéro.  Et  ce  sera,  dès  lors,  exprimer 
le  parallélisme  de  deux  droites,  que  d'exprimer  qu’une  cer- 
taine combinaison  de  leurs  équations  se  réduit  à l’équation 
c = o de  la  droite  à l'infini. 

II  résulte  de  l’idenlilé  (r)  du  n°  i,  que  la  droite  à l'in- 
fini est  représentée  coordonnées  triangulaires  orthogo- 
nales par  l’équation 

(i)  «A  4-  4B  + cC  = o, 

ou  par  celle-ci,  qui  lui  est  équivalente, 

(i')  Asin  A -4-  Bsinli  -t-  CsinC  — o. 

Les  droites  suivantes 

(a)  * n,  A -t-  fr,B  -4-  c.C  — o, 

( 3 ) n2  A -f-  b2  B = o 

seront  donc  parallèles  entre  elles,  si  l’une  des  combinaisons 
de  leurs  équations  se  réduit  à l’équation  (i);  ou  si  les  trois 
équations  (i),  (a),  (3)  admettent  en  A,  B,  C une  solution 
commune  : ce  qui  aura  lieu  si  l’on  a 

a[b,c,—  c,  b,)  -f  b (r,  a,—  «,<•,)  c [nj>2—  b, a,)  — o. 

Telle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  le  pa- 
rallélisme des  droites  (a)  et  (3). 

8.  Les  équations 

(/)  A = o,  B = o 
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désignant  deux  rayons  conjugués  d'un  J'aisceau  harmo- 
nique, les  deux  autres  rayons  du  faisceau  sont  représentés 
par  les  équations 

(/')  A — XB  = o,  A -H  À B = o. 

Si  l’on  prend,  en  effet,  [fi g-  4)»  les  deux  premiers  rayons 


Fin.  4- 
y! 


A et  B pour  axes  des  X et  des  > , les  fonctions  A et  B se 
transforment  identiquement  en  ax  et  h ) ; ?l  les  équa- 
tions (/"')  des  deux  derniers  rayons  deviennent  en  même 
temps 

a.r  — 1 b r — o,  ax  -4-  hy  = o, 


OU 


X 


Une  parallèle  x — k à l’un  des  rayons  oy  du  faisceau 
est  donc  divisée  par  les  trois  autres  en  parties  égales. 
Donc,  etc. 

9.  Soient 

P, . P2 . P, . P4  — o 

les  côtés  rl'un  quadrilatère,  et  X,,  X,,  X,,  X;  des  coefficients 
dont  les  rapports  soient  déterminés  de  telle  manière  que 
la  fonction  X,  P,  4- . . . -h  X,  Pk  s’évanouisse  identiquement, 
ou  que  l’on  ait 

(I  X,P,  -F-  ^ïP,  -F-  X, P, -4-  À, P,=  o. 
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Si  nous  considérons  la  droite  représentée  par  l'équation 
(l)  X,P,  4-  X,P,=  o, 

nous  verrons  qu’il  résulte  de  l’identité  (I)  que  cette  droite 
peut  aussi  être  représentée  par  l’équation  complémentaire 

(O  X,Ps4-X,P,=  o, 

obtenue  en  retranchant,  de  la  première  (i),  l’expression 
identiquement  nulle  X,P, -t-. . i4P4.  Les  équations 
complémentaires  (i),  (i')  représentent  donc  une  seule  et 
même  droite  laquelle  passant  par  le  sommet  i 2 d’après 
l'équation  (i),  par  le  sommet  opposé  3 4 d’après  l’équa- 
tion (i'),  n’est  autre  que  la  diagonale  (i  2,  3 4)  du  quadri- 
latère proposé. 

Si  l’on  désigne  dès  lors  par 

. A.B.C  = o 

les  équations  des  trois  diagonales  menées  respectivement 
des  sommets  12,  23,  31  aux  sommets  opposés  du  quadri- 
latère, on  aura  identiquement 


(«) 

P,  -t-  XjP.s  in . A, 

(b) 

X,P,  -t-  i,P,  a b . B , 

(c) 

A,  P , -f-  X,  P,  S 2 C . C t 

et  l’on  en 

déduit  d’abord 

(«) 

X,P,^oA — èB  4-  rC, 

(2) 

X,P,s«A  4-  b B — cC, 

(3) 

X3P,=  — «A  4-  b B 4-  cC  ; 

ensuite 

X,  P,  4-  X2P,4-  X,P,^  a A -4-  èB  4-  cC, 
ou  encore,  et  en  ayant  égard  à l’identité  fondamentale  (I), 
( 4 ) — X,  P, a A 4~  b B -t-  cC. 

La  représentation  analytique  d'un  quadrilatère  complet , 
rapporté  au  triangle  formé  de  ses  diagonales,  résulte  de 
ces  formules;  et  l’on  voit,  les  trois  diagonales  é tant  repré- 
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sentées  par  les  équations 

A .B  .C  = o, 

que  les  quatre  côtés  sont  contenus  dans  la  quadruple  équa- 
tion 

nA±  t B ± t'C  o, 


où  a,  b,  c désignent  des  nombres  quelconques. 

Les  propriétés  harmoniques  du  quadrilatère  complet  ré- 
sultent aussi  de  cette  analyse  (Jig.  5). 


Car  les  traces  des  côtés  I,  3 ou  P,,  P,  du  quadrilatère 
sur  le  côté  BC  ou  A = o du  triangle  diagonal,  sont  définies 
respectivement  par  les  équations  simultanées 

o = P,  — A,  o=P3— A, 

c’est-à-dire 

IA  = o,  | A = o, 

— il!  4-  cC  = o,  / iB-t-cC=o. 

Les  deux  droites  ±&B-f-cC  = o,  menées  du  sommet  A du 
triangle  diagonal  aux  deux  sommets  1 2,  3 A du  quadrila- 
tère situés  sur  le  côté  opposé,  sont  donc  harmoniquement 
conjuguées  par  rapport  aux  deux  autres  rôlés  AB,  AC  de 
ce  triangle.  Eli  d’autres  termes,  chacune  des  trois  diago- 
nales (12,  3 -4)  du  quadrilatère  est  divisée  harmonique- 
ment (aux  points  B et  C)  par  les  deux  autres. 
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§11.  — De  V équation  de  la  tangente  en  un  point  d'une 
courbe  algébrique  rapportée  à un  nombre  quelconque 
de  droites  fixes. 

10.  Une  courbe  plane  quelconque  rapportée,  en  premier 
lieu,  au  triangle  de  référence 

o = À B = C , 

élani  représentée  par  l’équation  homogène 
/(A,  B,  C)  = o; 

proposons-nous  de  former  l'équation  de  la  langente  poul- 
ie point  (a,  b , £)  de  la  courbe.  Et  soit  d’abord,  avec  trois 
coefficients  indéterminés  rn,  n,  p, 

m A 4-  nB  -I-  pC  — o 

l’équation  d’une  corde  variable  menée  du  point  ( a , b , c)  au 
point  voisin  (a+âa,  b âb,  c-f-dc).  Les  rapports  m’.n’.p 
seront  définis  parles  relations 

ma  -4-  nb  -I-  pc  =z  o, 

m [a  -t-  3a)  -4 - n (b  + ib)  ■+-  p[c  + Sc)  — o; 
ou  par  celles-ci, 

1 . ma  -f-  nb  -4-  pc  — o, 

2.  ni 3 a -+-  n 3 b -f-  p3 c — o . 

Or  les  coordonnées  A,  B,  C d’un  point  quelconque  du  plan 
de  la-figure  étant  des  fonctions  déterminées  des  coordonnées 
cartésiennes^,  x du  même  point  ; les  coordonnées  triangu- 
laires a , b,  c de  chaque  point  de  la  courbe  sont  des  fonc- 
tions déterminées  de  l’abscisse  x de  ce  point;  et  leurs  déri- 
vées respectives  par  rapporta  x,  a',  b ',  c'  sont  pareillement 
déterminées.  Si  donc  on  désigne  par  dx  l'accroissement  de 
l’abscisse  dans  le  passage  du  point  (n,  b,  c)  de  la  courbe  au 
point  voisin  (n  âa,. . .),  on  verra  que  les  coefficients 
rn,  n,  p , relatifs  à l’équation  de  la  corde  résultante,  sont 
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définis  par  les  équations 


ma 

Sa 


nb 
S b 


■ pc  — o, 
de 


m I-  « J I-  p 3- 

Sx  S. t Sx 


De  là,  en  imaginant  que  dx  décroisse  indéfiniment  et  pas- 
sant à la  limite,  on  voit,  l'équation 

(o)  /m  A 4-  « B 4-  /j  C = o 

désignant  actuellement  la  tangente  au  point  (a,  /«,  c ) de  la 
courbe,  que  les  rapports  m'.n'.p  seront  définis  par  les 
équations 

( i ) am  4-  bn  -4-  cp  — o, 

(a)  a1  m + b1  n ■+■  c’ p — o. 

Mais  le  point  (a,  b,  c)  appartenant  à la  courbe,  on  a 
l’égalité 

/(a,  b,  c)  = o, 

que  l’on  peut  écrire,  d’après  le  théorème  d’Euler  sur  les 
fonctions  homogènes, 

(l')  a fn[a,  b,  c)  + b fb-S- c f'r  — O. 

Le  point  variable  (n  -t-  drt,  • • •)  appartenant  de  même  à 
la  courbe,  on  a cette  autre  égalité 

fla-i-Sn,  b -rSb,c-\-3c)  — /[a,  b,  c) 

— — o, 

Sx 

d’où,  en  passant  à la  limite  et  prenant  la  dérivée  d’après  la 
règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(?.')  a'fa  («,  b,  c)  4-  4'/;  4-  c'/;  = o. 

La  détermination  des  coefficients  ni,  //,  p , relatifs  à 1 é- 
quation  (o)  de  la  tangente,  résulte  maintenant  des  équa- 
tions (i),  (i)  comparées  aux  égalités  (i'),  et,  puis- 

que l’on  passe  des  unes  aux  autres  en  remplaçant,  dans 
les  premières,  les  inconnues  ni,  n,  p par  les  nombres 
f’  ( a , b,  c),  J't  , /'  ; ces  nombres  sont  précisément  les  va- 
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leurs  de  ces  inconnues;  on  peut  poser 
m n p 

f„  (a,  b,  c)  A A 

et  l’ équation  de  la  tangente  au  point  (a,  b,  c)  est 

a A («,  b,  c)  + B/;  + c/;  = o 

H.  Si  la  courbe  considérée,  rapportée  à un  polygone  de 
référence  quelconque 

A.B.C.D. . . = o 

est  représentée  par  l'équation  homogène 
/(A,  B,  C,  D,. . . / — O, 

l'équation  de  la  tangente  pour  le  point  ( a , b,  c, 
de  la  courbe  est  encore 

A A (°>  b,  c,  ri. B/;  4- CA  -*•  n a _l_  • • • =o- 

(Phxker,  System  der  A nalytischen  Geometiie,  p.  i i y . ) 
La  démonstration  est  toute  semblable  à la  précédente,  à 
une  différence  près  qu’il  est  bon  d’indiquer,  et  qui  tient  à 
ce  que  la  tangente  peut  maintenant  être  représentée  d’une 
infinité  de  manières  par  une  équation  de  la  forme 

A m + Bn  + C/)  + V>q  + . . . — o. 

Reprenant  dès  lors  la  même  analyse,  on  verrait  que  les 
nouvelles  équations  (i)  et  (a)  ne  sont  plus  déterminées, 
rgais  admettent,  en  ni,  n,  p,  une  infinité  de  solu- 

tions. Celle  d’ailleurs  de  ces  solutions  qui  résulte  de  la 
comparaison  des  équations  (i)  et  (a)  aux  égalités  (i') 
et  (a'),  cl  qui  se  traduit  par  cette  série  de  proportions 
»i  n p q 

T : T~T~T  ~ 

•'.I  J b Jc  J il 


subsiste  toujours,  et  l’équation  correspondante 

a A + B4  -+-  c4  -+-  d A + ■ • • = ° 
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est,  non  plus  la  seule  forme  possible,  mais  la  seule  utile  de 
l’équation  de  la  tangente. 

La  démonstration  de  l'auteur,  fondée  sur  l’emploi  des 
infiniment  petits,  est  beaucoup  plus  rapide.  (Plucker,...  , 
p.  1 19).  N’est-il  pas  remarquable  qu’une  aussi  belle  propo- 
sition, et  dont  les  applications  sont  continuelles,  n’ait  pu 
passer  encore  dans  aucun  de  nos  Traités  de  Calcul  infini- 
tésimal? Les  plus  récents  n’en  disent  rien. 

12.  Application.  — Soient,  avec  six  coefficients  homo- 
gènes ou  cinq  rapports  arbitraires, 

/(  A,  B,  C)  = a AM-  fiB3  -4-  y C1 -4-  2 a'BC  -4-  2^’CA  -)-  2y' AB  = o 
l'équation  générale  des  courbes  du  second  ordre;  et 
(t)  A-fn  («,  l>,  c)  + b/6'  -t-c/;  = o, 

ou,  en  développant, 

A an  —4-  p'  c -f-  y AJ  -4-  -4-  y'  a -4-  a’ cj  -4-  Cfy  c -4-  a’  A -4-  P*  fl  J ~ o 

I équation  de  la  tangente  pour  le  point  (a,  b,  c)  de  la  couibe. 
Si  l’on  ordonne  celte  équation  suivant  les  coefficients  a,  jS, 
y,  a',  (5',  y',  de  cette  manière, 

aAfl  -h  pBb  -4-  y Ce 

-f-  a ( Bc  -4-  C A J -4-  p ’ ( Cfl  -4-  A c ] -4-  y1  ( A A -4-  B fl  J crz  o, 

on  reconnaît  qu’elle  est  symétrique  par  rapport  aux  coor- 
données courantes  A,  b,  Cet  à celles  «,  b , a du  point  de 
contact.  Ces  coordonnées  peuvent  donc  s’échanger  les 
unes  dans  le»  autres,  et  l’équation  de  la  tangente  peut 
s’écrire 

(f)  fl/;(A,  B.CJ  + A/'  + c/^o. 

13.  Théorème.  — L'équation  do  la  polaire  d'ttn  point 
quelconque  (a,  b , c),  par  rapport  à une  courbe  du  second 
o/dre 

/[ A , B,  C)=o 
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est  identique  à l'équation  de  la  tangente  pour  ce  même 
point  (a,  b,  c ) que  V on  supposerait  situé  sur  la  courbe. 

Considérons  d’abord  un  point  extérieur  à la  courbe 
(Jig.6),  et  soit  («,,A,,C|)  le  point  de  contact  de  1 unequel- 

Fic.  G. 

t 

1 Y ■ 

P \ •a>>c 


conque  des  tangentes  issues  de  ce  point.  L'équation  de 
cette  tangente  pourra  s’écrire 

(O  "|/*(A,  B,  C)  -+-  b,fn  -f-  r,y;' =o, 

et  connue  le  point  (fl,  b,  c)  appartient  à cette  tangente, 
l’on  aura 

"i  (°  » l>  > e)  ■+■  b<  J'i  ■+■  r.  f[.  -■  o. 

Or  cette  égalité  exprime  que  la  droite 

(P)  A/;(»,i,t)  + B/;  + c/;  » 

contient  le  point  de  contact  («,,  b,,  c,)  de  chacune  des  tan- 
gentes menées  à la  courbe  par  le  point  (a,  b,c).  La  droite  (P) 
est  doue  la  corde  de  contact  de  ces  tangentes,  ou  la  polaire 
de  ce  point. 

Quelle  que  soit,  en  second  lieu,  la  position  intérieure 
ou  extérieure  du  point  (a,  Z>,  c)',  la  droite  (P)  est  le  lieu 
géométrique  des  points  de  concours  des  tangentes  me- 
nées à la  courbe  par  les  traces  sur  celle-ci  d’une  corde 
quelconque  issue  du  point  considéré  : ou  la  polaire  même 
de  ce  point. 

Car,  si  (a,,&,,C|)  est  l’un  de  ces  points  de  concours 


a 
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(fig-  7)»  la  corde  de  coniact  des  tangentes  issues  de  ce 
point  sera  représentée  par  l’équation 

<p)  . a/^k,  i11c,)-t-B/;-4-c/;i^o, 

que  l’on  peut  ordonner  par  rapport  à b,,  c,  de  cette 
manière 

( p'  ) «,  /;  (a,  b,  o h-  b,  /B  + c,  /;  - o. 

F.l  puisque  celle  corde  passe  par  le  point  ( a , b.  <•),  on  a 

t>,/;  -t-c,/;  o. 

Fi«-  7- 

- h 

■■  \ i 

1 ip 

abc- 


Or  cette  égalité  exprime  que  la  droite 

(p)  a/; («,  b,  c)+b/;  + c/;  = o 

passe  par  chacun  des  points  de  concours,  tels  que  («,,&,.  c-,) . 
La  droite  représentée  par  cette  équation  est  doue  le  lieu 
géométrique  de  ces  points  de  concours,  ou  la  polaire  du 
point  (n,  b , c). 

I I.  L'équation  de  la  polaire  d'un  point  quelconque 
(a,  b.  c,  d,...),  par  rapport  à une  courbe  du  second  ordre 
représentée  par  l'équation  homogène 

f[  A,  B,  C,  D, . . .)  = o, 

est  identique  à l'équation  de  la  tangente  pour  le  point 
(fl,  b,  c,  d....)  que  l'on  supposerait  situé  sur  la  courbe  ; et 
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peut  s'écrire  indifféremment 

A J'a («,  b,c,d,...)+  B/;  -+•  c y;  + D/;  + . . . - o, 
ou 

" ■/»  C,  D,.  . .)  4-  4/^  -l-  c/('  -+-  rf/p  -+-  . . . = o. 

La  démonstration  ne  diffère  en  rien  de  la  première,  et 
repose,  comme  celle-là,  sur  l'identité  des  deux  formes  pré-: 
cédentes  pour  toute  fonction  homogène  et  du  second  de- 
gré,y,  d'un  nombre  quelconque  de  variables  A,  B,  C,  D,,.. 

15.  La  polaire  du  point  (a,  ô),  par  rapport  au  système 
de  deux  droites 

AB  = o, 

sera  donc 

A b -+-  Bo  = o, 
ou 

A B 

— t-  r — ° : 

II  4 

la  polaire  et  la  droite  - — ? = o,  menée  du  pôle  au 

point  de  concours  des  deux  proposées,  sont  harmonique- 
ment conjuguées  par  rapport  au  système  de  ces  droites. 

§ III.  — Des  coordonnées  polyédriques  d'un  point  mo- 
bile rapporté  à un  nombre  quelconque  de  plans  fixes. 
Équation  du  plan. 

16.  La  situation  d’un  point  quelconque  de  l’espace,  dé- 
finie dans  le  système  cartésien  par  les  distances  x,  y,  s de 
ce  point  aux  plans  des  faces  d’un  trièdre  fixe,  peut  encore 
être  définie  d’une  manière  plus  générale  par  les  distances 
A,  B,  C,  D, . . . du  point  considéré  aux  plans  des  faces  d’un 
polyèdre  quelconque  que  l’on  dit  île  référence.  Ces  dis- 
tances sont  alors  les  coordonnées  polyédriques  du  point,  et 
leurs  signes  sont  tels,  d’ordinaire,  que,  toutes  négatives  par 
exemple  pour  un  point  intérieur  au  polyèdre  de  réfé- 

2. 
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rence,  chacune  d’elles  passe  par  zéro  cl  change  île  signe, 
lorsque  le  point  considéré  atteint  et  dépasse  le  plan  de  la 
face  correspondante  du  polyèdre. 

17.  Si  les  plans  de  ces  diverses  faces  sont  eux-mêmes 
représentés,  par  rapport  à tin  certain  système  d'axes  ox, 
oy,  oz,  par  des  équations  telles  que 

K — ojc  -+-  by  4- es  4-  tl  — - o,  B = a’  x -I-  b' y -+-  c'z  -4-  d'=  o,..., 

les  coordonnées  polyédriques  du  point  (.r,,  ) ,,  z,)  ne  seront 
autres  <jue  les  nombres 

A,  = a.r,  4-  by,  4-  cz,  4-  d,  B,  = ii'jt,  -(-  b' y,  4-  e'  s,  4-  d\ 

résultant  de  la  substitution  des  coordonnées  cartésiennes 
de  ce  point  dans  les  fonctions  A,  B,  C, ...  relatives  aux 
plans  des  diverses  faces  du  polyèdre  de  référence;  et  leurs 
signes  varieront,  avec  la  position  de  ce  point,  conformé- 
ment à ce  théorème  : 

Les  coordonnées  de  deux  points  distincts  i,  2,  substi- 
tués dans  la  fonction  d’un  plan 

A = ax  -(-  by  4-  ci  -t-  d — o , 

lui  font  acquérir  des  valeurs  ax,  -P-  by,  4-  cz,  4-  d , 
ax,  4-  b) , -f-  cz,  -f-  d,  de  même  signe  ou  de  signes  con- 
traires, suivant  (pie  les  points  considérés  sont  d'un  même, 
côté  ou  de  part  et  d'autre  de  ce  plan. 

18.  Si  le  trièdre  des  axes  auxiliaires  ox,  o> , oz  est  tri- 
rectangle,  eL  si  les  fonctions  A,  B,  C,  D,...  sont  de  la 
forme 

A = x cos  a 4 -y  cos  p 4-  ; cos  y — o , 

B = x cos  x 4-  y cos  fl'  4-  scosy'  — n', 


les  coordonnées  polyédriques  At,  B,,  Ct,...  d’un  point 
quelconque  mesurent  ses  distances  orthogonales  aux  plans 
des  diverses  faces  du  polyèdre;  chacune  de  ces  distances 
étant  : positive  pour  un  point  situé  du  côté  opposé  à l’ori- 
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gine  o par  rapport  au  plan  de  chacune  de  ccs  faces;  néga- 
tive pour  un  point  situé  du  meme  côté  que  l’origine  dont 
les  coordonnées  o = x = y = z font  acquérir  à toutes  ces 
fonctions  des  valeurs  négatives  — «3,  — a\ . . . 

19.  Les  coordonnées  polyédriques  d'un  point  ne  sont 
pas  indépendantes  les  unes  des  autres;  mais,  dès  que  trois 
d'entre  elles  sont  données,  toutes  les  autres  en  résultent. 

Par  exemple,  les  coordonnées  tétraédriques  (et  orthogo- 
nales) A,  B,  C,  D d’un  point  quelconque  m sont  liées  par 
la  relation 

(r)  — «A—  èB  — cC  — </D  = 3V, 

dans  laquelle  a,  ô,  e.  d et  V désignent  les  aires  des  faces  et 
le  volume  du  tétraèdre  de  référence.  C’est  ce  qui  résulte  de 
l’égalité 

pyramide  roBCD  -I-  wCDA  -4-  »/DAB  -t-  otABC  = pyr.  ABCD, 

L’expression  n A -t~  ô B H-  c C -I-  c/D,  où  les  lettres  a,  l>, 
c,  d conservent  la  signification  précédente,  n’est  doue 
qu’une  fonction  apparente  des  trois  variables  x,  j , z;  et 
l’équation 

fi  A -t-  b B —4-  rC  -t-  ti  D ----  o 

se  réduit,  en  réalité,  à une  constante  égalée  à zéro  : 
3V=  o. 

20.  Toute  équation  du  premier  degré  par  rapport  aux 
coordonnées  polyédriques  d’un  point  est  aussi  du  premier 
degré  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z du  point  mo- 
bile, et  représente  un  plan. 

21.  Réciproquement,  un  plan  quelconque  peut  être  re- 
présenté par  une  équation  linéaire  et  homogène  de  la  forme 

ni  A -f-  n B -f-  p C -4-  D -f-  « . ■ — o. 

Ce  mode  de  représenta  lion  étant  d'ailleurs  unique,  ou  sus- 
eeptible  d’une  infinité  de  déterminations,  suivant  que  l’on 
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y emploie  un  tétraèdre  de  référence,  ou  un  polyèdre  quel- 
eonque. 

Dans  le  cas  d’un  tétraèdre  (ftg.  8),  l’équation  précédente 
Fie.  8. 

D 


B 


résulterait  de  l'élimination  des  constantes  \ . V'  entre 
l’identité 

(r)  — oA  — èB  — cC  — rfD  = 3 V, 

et  l’équation  que  l’on  obtient  en  faisant  R = o dans  la  re- 
lation 

(r')  —«'A  — 6'B  — r'C—  i/D  — rR  = 3V'  : 

relation  existant  entre  les  distances  orthogonales  A,  B,  C, 
D et  R d’un  point  quelconque  aux  faces  du  tétraèdre  de  ré- 
férence, ou  au  plan  cousidéré  R ; et  dans  laquelle  a' , l>\  c', 
d,  r et  V'  désignent  les  aires  des  faces  et  le  volume  du  tronc 
de  pyramide  détaché  par  ce  plan  dans  le  tétraèdre. 

22.  Si  le  plan  R=u  passe  par  l’un  des  sommets  (A.B.C) 
du  tétraèdre  de  référence,  les  deux  équations  équivalentes 

R =:  o et  w A -+-  n B -+-  pC  ~ o 
culminent  l’identité 

m A -+-  n B -t-  p C -+-  rR  = o. 

Il  existe  donc  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distances  d’un  point  quelconque  de  l'espace  à quatre 
plans  qui  concourent  en  un  même  point. 
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23.  L'équation 

fl  A -T-  b B 4*  c C 4~  ~ o , 

où  a,  b , c,  d ont  la  même  signification  qu’au  n°  19,  se  ré- 
duit à une  constante  égalée  à zéro.  Ce  sera  donc  exprimer 
le  parallélisme  de  deux  plans  que  d’exprimer  qu’une  com- 
binaison de  leurs  équations  sc  réduit  à l’équation  précé- 
dente. Et  l’on  peut  dire  que  deux  plans  quelconques,  pa- 
rallèles entre  eux,  sc  coupent  suivant  une  droite  située 
dans  le  plan  à V infini  représenté  par  l'équation 


n A -+-  èB  -t-cC  -+-<■/  D — o. 


§ IV.  — De  l’équation  du  plan  tangent  en  un  point  d'une 
surface  algébrique  rapportée  à un  nombre  quelconque 
de  plans  fixes. 

24.  Soient  d’abord 

o — A B C — D 

les  plans  des  faces  du  tétraèdre  de  référence, 

(S)  / A,  B,  C,  D)  o 

la  surface  donnée;  et 

(i)  /(A,  B,  C,  D)  — o,  <p  (A,  B,  C,  D)  — o 

les  équations  respectivement  homogènes  d'une  courbe  pas- 
sant par  le  point  que  l'on  considère,  et  située  tout  entière 
sur  la  surface.  Une  corde  variable,  menée  de  ce  point 
(fl,  b,  c,  d)  à un  point  voisin  («  -|-  à a,  b H-  db,.  . .)  pris 
sur  la  même  courbe,  peut  être  représentée  d’une  infinité 
de  manières  par  un  système  d’équations  telles  que 

(?.)  m A + « B + /;C  + } D ~ o,  nA-l-vB-t-oC-l-  / 1)  — o , 

dont  les  huit  paramètres  seront  seulement  assujettis  aux 
quatre  conditions 

ma  H-  nb  + pc  -t-  rpt  — o,  urt  + vé  -4-  oc  + d — o, 
ni  S a ■+■  nS  b -f  p$c  + q$d—  o;  -t-  tSh  -t-  n'îc-t-  yod—  o; 
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or,  les  coordonnées  tétraédriques  A,  B,  C,  D d'un  point 
quelconque  de  l'espace  étant  des  fonctions  déterminées  des 
coordonnées  rectilignes  s,  j-,  x du  même  point  ; les  coor- 
données tétraédriques  a,  b,  c,  d d’un  point  quelconque  de 
la  courbe  (1)  sont  des  fonctions  déterminées  de  l’abscisse  x 
de  ce  point,  et  leurs  dérivées  respectives  a',  b',...  par 
rapport  à x sont  pareillement  déterminées.  Si  donc  011 
désigne  par  dx  l’accroissement  de  l'abscisse  x dans  le 
passage  du  point  particulier  ( a , b.  c,  d)  au  point  voisin 
(11  -1-  âa,  b-bàb,...),  on  verra  que  les  conditions  imposées 
aux  coefficients  des  équations  de  la  corde  qu’ils  déterminent 
peuvent  être  remplacées  par  celles-ci  : 

nia  -b  nb  - b /ic  4-  r/r/  — o, 

an  + vft+oc  + yd  - - o, 


* 

0 fl 

0 b 

Sc 

Sri 

w --  + 

n --  -4-/> 

~ — 

■+"  7 y~  ~ 

0, 

ox 

nx 

Sx 

o.r 

0(1 

$b 

S c 

Oft 

U -4- 

V r h ci 

- — 

+ zr 

0. 

OJ 

0 X 

0 X 

o.r 

I)e  là,  en  imaginant  que  âx  décroisse  indéfiniment,  et 
passant  à la  limite;  on  voit  que  la  tangente  au  point 
(a,  b,  c,  d)  delà  courbe  considérée  sera  représentée  par 
l’ensemble  des  équations  (a),  si  les  coefficients  qui  y figu- 
rent satisfont  aux  conditions  suivantes  : 

( 3 ) a ni  b n -j-  c/>  4-  </<■/  = o. 

(4  •>  f*  -I-  b V c a -b  dy  o, 

(5)  dm  -H  b' n 4-  c'p  4-  d'q  = o. 

|ij]  a' u 4-  b v 4-  c et  4-  d y in  o. 

Ma  is  le  point  (n,  b , c,  d)  appartenant  à chacune  des 
deux  surfaces  (1),  on  a les  égalités 

/(«,  b,  r,  d)  =0,  o (a,  b,  c,  d)  — o, 
que  l’on  peut  écrire,  d’après  le  théorème  des  fonctions 
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homogènes , 

(3' } «/;  (a,  b,  c,  d)  4-  b/;  4-  cf  4-  dfj  — o, 

(4')  b,c,  d)  4ifj+  C 4-  'I  = O. 

Le  point  variable  (a-f-oa,  /■>  4- c? /•>,.. .)  appartenant 
de  même  à chacune  de  ces  surfaces,  on  a aussi 

f(n  4 -Sa,  b 4-  S b,. . .)  — f(a,h,...)_ 

5 — ° i 

o.r 

y (a  -4-  o — ?(/?,  6,.. .) 


d’où,  en  passant  à la  limite  et  prenant  les  dérivées  d’après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(5’)  («.  b,  r,  d)  4-  b'/'h  4-  c'^;  4-  (/'/,'  = o, 

(6')  f'„  n'  b<  c,  d)  4-  b’f^ 4-  c>;.  4-  d'f  t — o. 

Or,  si  l’on  compare  maintenant  les  équations  (3),  (4)i 
(3),  (6)  aux  égalités  correspondantes  (3'),  (4*),  ( 3'),  (6'), 
on  voit  que  l’on  passe  des  unes  aux  autres  en  substituant 
aux  inconnues 


"'»/*>/»,  7!  f».  *»*»**. 


qui  figurent  dans  les  premières,  les  nombres 

/„'  ("•  f/).  //  . . /„'  ; t’, (".  <•.  '0.  . ?!  » ?',• 


Ces  nombres  forment  donc  l’un  des  systèmes  de  valeurs 
que  l’on  peut  attribuer  à ces  inconnues,  et  leur  substitu- 
tion dans  les  équations  (a)  donne  définitivement 

( A./  {«,  b,  r,  d)  4-  B/;|  4-  Cf'  4-  D/rf  =0, 

| A 44-  B^  + C f],  4-  D Ÿ ( = o. 

Telle  est,  pour  le  point  (a.  b,  c,  d ),  la  tangente  à la 
c ourbe  d’intersection  des  deux  surfaces 


/( A,  B,  C,  D)  =0,  ? (A,  B,C,  D)  = o. 

Et  si,  conservant  le  point  (a,  b,  c,  d)  ainsi  que  la  première 
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do  ces  surfaces,  on  fait  varier  la  seconde;  011  voit  que  le 
heu  île  toutes  ces  tangentes  est  le  filan  représenté  par 
l'équation 

a/;  (,,,  b,  c,  U)  + b/;  -4- c /;  -+-  d/;  =.  o. 

2o.  si r on  substitue  au  tétraèdre  précédent  un  polyèdre 
quelconque,  011  passera  de  la  même  manière,  et  par  une 
démonstration  identique,  de  l’équalion  homogène  de  la 
surface  à celle  du  plan  tangent  en  l’un  quelconque  de  ses 
points. 

26.  Applications.  — Soient,  avec  dix  coefficients  ho- 
mogènes ou  neuf  rapports  arbitraires, 

/(p..  p:,  p„  p.)=y\,p:  + .y*„p1ft=o. 

Mmé  I Émmà\ 

l’équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  rapportées, 
en  vue  d'une  meilleure  notation,  an  tétraèdre 

o “ P , ~ P ; ~ P3  ” P*  ; 
et 

(T)  Pi  fpt  (y>i.  Pu  Pi,  Pi)  + P P|/,,’(=0, 

ou  eu  développant 

{t)  A.lV„  P.  -4- 2V  À„  [p,  P,  -+-/>, P,)  = o, 

l’équation  du  plan  tangent  pour  le  point  pt,  p%,  p\ ) 
de  la  surface.  Comme  celte  dernière  équation  (/)  est  évi- 
demment symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  cou- 
rantes P,, ...  ,P;  et  à celles  pt, . . . du  point  de  contact, 
il  en  est  de  même  de  la  précédente  (T);  et  l’équation  du 
plan  tangent  peut  aussi  s’écrire 

<t')  />./„;  (p.,  p„  p,  p,ï  +p,/f+Ps/^p,/‘=o. 

27.  L'équation  du  plan  polaire  d'un  point  quelconque 

de  l'espace  pf)  par  rapport  à une  surface  du 

second  ordre  est  identique,  à l'équation  du  plan  tangent 
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pour  le  même  point  regardé  comme  appartenant  à la  sur- 
face (,/%.  9). 

Fie-  9- 


L 

xy  r 
* \ 


Oy 

Que  le  point  considéré  soit  d’abord  extérieur , et 
soit  (ex,,...,  GTt)  le  point  de  contact  de  l’un  quelconque  des 
plans  tangents  menés,  de  ce  point,  à la  surface.  L’équation 
de  ce  plan  pourra  s’écrire 

(Ti)  o, (P,,. . P,)  -t-  o,/,,'  - 1-  oj/p.-l-  ®»/p4=  °’ 
et  puisqu’il  passe  parle  point  (/»,,. . on  aura 

ru//.’,  (/>!,.  . .,/>,)  -t-  o,/^  -f-  CTj/,,'^-4-  o,/;,(  — O. 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan 

(p)  P./;,  (/>.,-•  .,/»•)+ p./;+ p./;.+  p./;4 = » 

contient  le  point  de  contact  (ra,, . . . , nt)  de  l’un  quelconque 
des  plans  tangents  issus  du  point  considéré  ,/>4). 

L’équation  (P)  représente  donc  le  plan  de  la  courbe  de 
contact  du  cône  circonscrit  à la  surface  et  ayant  pour  som- 
met le  point  [p  p^)  : ou  le  plan  polaire  de  ce  point. 

Quel  que  soit  enfin  le  point  (p,,.  . intérieur  ou 

extérieur , l’équation  (P)  représente  le  lieu  géométrique  des 
sommets  des  cônes  circonscrits  à la  sui  face  suivant  les  sec- 
tions déterminées  dans  celle-ci  par  les  divers  plans  issus  du 

Fie-  10. 

ET 
* t 


J 

. --'7 

point  (p, . ,/>>),  ou  le  plan  polaire  de  ce  point  (Jiÿ-  10). 
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Car  si  (gt,,  . . . . o;)  est  l'un  de  ces  sommets,  le  plan  de 
la  courbe  de  contact  du  cône  correspondant  et  de  la  surface 
sera  représenté  par  l'équation 

(p)  p.  4,(® ».) + p, p j /;, + p.  /;. = », 

que  l’on  peut  ordonner,  par  rapport  à o,,.  . . , o;,  de  eette 
manière 

(P')  n'/p’(P>> • • ->pi  o. /ps-+-ra, «■ 

Et  comme  re  plan  doit  passer  par  le  point 
on  a 

O.  (/>!»  • • . ,Px)  ■+•  O.  /,'t  •+•  cij  f'pt  •+■  O,  /,/  — O. 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan 

P,  (/>,,.  ■ - ,/h)  -4-  P,/p't+  PJ//’>4-  P,/p  = n 

passe  par  chacun  des  sommets  tels  que  (tj,, . . . , o4).  Le 
plan  représenté  par  cette  dernière  équation  est  donc  le  lieu 
géométrique  de  tous  ces  sommets,  ou  le  plan  polaire  du 
point  (/>„. . . ,/>4). 

28.  Une  surface  ilu  second  ordre  étant  définie  relati- 
vement à un  polyèdre  quelconque  (P,,  P,...  .,  P„).  par 
l'équation  homogène 

/(P,, P» P.)  = o : 

le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  (/>,,  pt />„) , 

par  rapport  à cette  surface,  est  encore  représenté  par 
I une  ou  l'autre  de  ces  équations 

(p)  p. /;+ p. /;,+•••+ p»/;. -o, 

ou 

( P'  ) P>  /p,  ■+■  ■ ■ • -+-  F - fén  = o- 

lia  démonstration,  fondée  sur  l’identité  des  deux  for- 
mes (P),  (P')  dans  le  cas  d’une  fonction  du  second  degré, 
est  identique  à la  précédente. 
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29.  Le  plan  polaire  du  point  (a,  b),  par  rapport  au 
système  de  deux  plans 

AB  = o, 

sera  donc 

, „ AB 

A#+  B«  = u ou 1 = o. 

a b 


Le  plan  polaire,  et  le  plan b = ° mL’n^  l^u  1>0^C  * l 'in- 

tersection des  deux  proposés,  sont  harmoniquement  con- 
jugués par  rapport  au  système  de  ces  plans. 


§ V.  ■ — Des  coordonnées  tangenlie/les  d'une  droite  ou 
d'un  plan  mobile  rapportes  aux  sommets  d'un  poly- 
gone plan  ou  gauche. 

30.  La  connaissance  du  mouvement  d’une  droite  qui  se 
déplace  dans  un  plan  fixe  suivant  une  loi  quelconque,  sup- 
pose que  l’on  soit  en  état  de  construire  celte  droite  à une 
époque  quelconque  de  son  mouvement,  [.es  données  numé- 
riques qui  permettent  celte  construction  sont  dites,  en  gé- 
néral, les  coordonnées  de  la  droite  mobile,  et  seront  ici, 
d’une  manière  spéciale,  les  distances  A,  B,  C ...  de  celle 
droite  à un  nombre  quelconque  de  points  fixes  A,  B,  C,... 
situés  dans  le  plan  de  la  figure  : ou  seulement  les  nombres, 
positifs  ou  négatifs,  A : B ; C : . . . qui  mesurent  les  rapports 
de  toutes  ces  distances,  moins  une,  à l'une  d'entre  elles.  Le 
mouvement  général  de  la  droite  sera  d’ailleurs  défini  par 
une  relation  quelconque 


entre  ces  rapports,  ou  par  une  équation  homogène  quel- 
conque 

/(A,  B,  C,.  . . ) = o 

entre  ces  distances. 

Comme  la  droite,  dans  son  mouvement,  roule  en  géné- 


« 
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ral  sur  une  certaine  courbe  à laquelle  elle  ne  cesse  point 
d’ôlre  tangente,  et  qui  est  dite  son  enveloppe  ; l'équation 
précédente,  à l’aide  de  laquelle  on  pourra  construire  autant 
de  tangentes  que  l’on  voudra  de  cette  enveloppe,  en  est 
dite  Y équation  tangentie/le. 


31.  Le  mouvement  d'un  plan  dans  l'espace  donne 
lieu  à des  définitions  toutes  semblables.  Les  distances 
A,  B,  C,  D,. . . du  plan  mobile  à un  nombre  quelconque 
de  points  lixes,  ou  seulement  les  rapports  A : B : C : D : . . .' 
de  toutes  ces  distances,  moins  une,  à l’une  d’entre  elles, 
sont  encore  les  coordonnées  de  ce  plan  dont  le  mouvement 
demeure  défini  par  une  relation  quelconque 


A 


B C D 
a'  a’  a' 


entre  ces  rapports,  ou  par  une  équation  quelconque,  mais 
homogène 

/(A,  B,  C,  D ) =o 

entre  ces  distances. 

Et  comme  ce  plan  roule  en  général,  durant  tout  son 
mouvement,  sur  une  certaine  surface  à laquelle  il  ne  cesse 
pas  de  demeurer  tangent  et  qui  est  dite  son  enveloppe 
l’équation  précédente,  à l’aide  de  laquelle  on  pourra  con- 
struire les  divers  plans  tangents  de  celte  enveloppe,  en  sera 
dite  encore  Y équation  langentiel/e. 


32.  Toute  éqiuilion  linéaire  et  homogène  entre  les  coor- 
données d'une  droite,  ou  d'un  plan  mobile , représente  un 
point  (Wœbius);  ce  qui  veut  dire  que  toutes  les  droites  et 
tous  les  plans  dont  les  coordonnées,  ou  les  distances  aux 
divers  points  fixes,  satisfont  à une  telle  équation,  passent 
par  un  point  déterminé,  et  que  l’on  dit,  dans  ce  sens,  re- 
présenté par  cette  équation. 

La  théorie  géométrique  du  centre  des  distances  propor- 
tionnelles, ou  du  centre  de  gravité,  conduit  naturellement 
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à cette  proposition.  Pour  la  vérifier  à priori,  désignons  par 
(l)  a.r  4-  p j ' -P  7 = O 

Oll 

(l’)  xx  4-  pv  -H  y s S — o 

l’équation  en  coordonnées  rectilignes  ordinaires  de  la 
droite  ou  du  plan  mobile;  et  soient  x,.  y,,.  . . , ou 

.T,,  y ii  ; -Tt,  Zi,...,  les  points  fixes  de  référence, 

^ous  aurons,  par  hypothèse, 

V»  »-v> 

+ P.)  . 4-  y)  = 0,  \ A,  (a.r,  -f-  ji> , 4- y;,  + 5 J = o, 

Jtmdl 

ou,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  paramè- 
tres variables  a,  (3,  ... , 

V^” 

(2;  a>  X,x,  4-J5>  X,  r,  4-  y > X,  — o, 

v^« 

{a')  a \ l,x,  4- p \ X,j,  4- 7 \ À,  i,  -t-  3 y X|  — o. 

W ÀmJl 

De  là,  par  rélimination  du  paramètre  y entre  l'équation  (t) 
et  l’égalité  (a),  du  paramètre  S entre  l'équation  (i')  et 
l’égalité  (2');  les  équations  (1),  ( i')  de  la  droite  ou  du  plan 
mobile  pourront  s’écrire  définitivement 

<■>  •('-$?)*»('-%?)«. 

m *1'-^)^- %?)*»(-%?)=- 

Or  il  est  clair  maintenant  que  la  droite  tourne  autour  du 
point  représenté  par  les  équations 


. n *.  * é vit 


1"  >. 


-i  X, 


et  le  plan  mobile  autour  du  point 

yn  '1  r y n\  1 

-,  *1  •*  I i|  *I.F  I 

v « } ’ • y n \ 

-i  -1  *1 


iH: 


. »■  # 

v«  \ 
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33.  Chacun  de  ces  points  disparait  à l’infini  dans  une 
direction  déterminée 


x 

y 


X, 


-r  :> 


si  la  somme  algébrique  des  coefficients  . . , \n  est  égale 
à zéro  : 

V" 

• > A,  — O. 


La  droite  mobile  se  déplace,  dans  ce  cas,  parallèlement  à 
elle-même;  et  le  plan  mobile,  parallèlement  à une  droite 
fixe. 


3t.  Réciproquement  il  existe  une  relation  linéaire  et 
homogène  entre  les  coordonnées  de  toutes  les  droites  ou 
de  tous  les  plans  issus  d'un  même  point.  En  d’autres 
termes,  un  point  quelconque  M peut  être  représenté  par 
une  équation  linéaire  et  homogène  entre  les  coordonnées 
( tangenlielles ) d une  droite  ou  d'un  plan  mobile 

flA-t-éB-l-rC:=o  ou  //  A -1-  6B  -+-  rC  -t-  rfD  = o. 

Soient  d’abord,  dans  le  cas  d'une  figure  plane,  A,  B,  C 
les  trois  points  de  référence  et  M ( Jig . 1 1)  le  point  consi- 

Fîg.  1 1 . 

»c 

•A' 


« • 

A B 

déré.  Menons  la  droite  MA  qui  coupe  en  A'  la  droite  BC,  et 
désignons  par  A,  B,  C,  M,  A'  les  distances  des  points  de 
même  nom  à une  droite  menée  dans  le  plan  de  la  figure. 

Les  distances  des  points  en  ligne  droite  M,  A et  A'; 
ou  A',  B et  C,  à une  droite  quelconque  étant  liées  par  une 
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relation  linéaire  et  homogène,  on  aura 
m M -+-  a A -+-  a'A'  — o, 

— «'A'  -t-  iB  cC  =o; 

et,  par  suite, 

mM  + nA+  4 B -4-  cC  — o. 

Les  distances  de  quatre  points  situés  dans  un  même  plan  à 
une  droite  quelconque  de  ce  plan,  ou  à un  plan  quelconque, 
sont  donc  liées  par  une  relation  linéaire  et  homogène.  De 
là,  en  supposant  que  la  droite  considérée  passe  par  le 
point  M,  la  relation  qu’on  voulait  établir: 

rtA-+-Z>B-t-cC  = o. 

Passant  en  second  lieu  au  cas  général  où  les  points  de 
référence  et  le  point  M sont  situés  d’une  manière  quel- 
conque dans  l’espace,  nous  joindrons  le  point  M (Jig.  12) 

Fig.  12. 

A 

K 


D<  f f 
V 

c ».M 

à l’un  des  quatre  points  de  référence  A,  par  une  droite  qui 
rencontre  le  plan  BCD  des  trois  autres,  suivant  le  point  A'. 
Et  nous  aurons,  entre  les  distances  à un  plan  quelconque, 
d’abord  des  trois  points  en  ligne  droite  M,  A,  A',  ensuite 
des  quatre  points  situés  dans  un  même  plan  A',  B,  C,  D, 
les  relations 

wM  -t-  «A  -F-  a’ A'  = o, 

— a'Ar  + éB  cC  + rfD  — o ; 
entre  lesquelles  éliminant  A',  il  vient 

mM  4-  nA-t-  èB  -t-rC  -t-  r/D  = o. 

3 
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De  là,  en  supposant  que  le  plan  considéré  passe  par  le 
point  M,  la  relation  que  l'on  voulait  établir  : 

«A-t-èB-f-cC-f-  rfD  = o. 

3o.  Il  résulte  implicitement  de  celte  démonstration,  ou 
plus  explicitement  de  celle  du  n°  32,  que  deux  quelconques 
des  coordonnées  d'une  droite  (ou  d’un  plan)  sont  de  même 
signe  ou  de  signes  contraires,  suivant  que  les  points  de  ré- 
férence correspondants  sont  d’un  même  côté  ou  de  part  et 
d’autre  de  cette  droite  (ou  de  ce  plan). 

36.  Ainsi  l'équation 

A -4-  B = o 

représentera  le  point  milieu  du  segment  AB,  et  l’équation 
A — B = o 

le  point  à l’infini  dans  la  direction  AB. 

37.  Toute  combinaison  linéaire  et  homogène  des  équa- 
tions de  deux  points  représente  un  nouveau  point  situé  sur 
la  droite  qui  réunit  les  deux  premiers. 

L’équation  (i)  mM -f- nN  = o est  effectivement  satis- 
faite par  la  double  substitution  o=M  = N.  L’une  des 
droites  ou  l’un  des  plans  issus  du  point  représenté  par  l'é- 
quation (i)  passe  donc  en  même  temps  par  chacun  des 
points  représentés  par  les  équations  M = o et  N = o. 

38.  De  même,  dans  l’espace,  toute  combinaison  linéaire 
et  homogène 

mM  + /iN+y)P  = o 

des  équations  de  trois  points  représente  un  nouveau  point 
situé  dans  le  plan  défini  par  les  trois  premiers. 

§ VI.  — De  V équation  du  point  suivant  lequel  une  droite 
ou  un  plan  mobile , rapportés  à un  nombre  quelconque 
de  points Jixes,  touchent  leur  enveloppe. 

39.  Soit,  en  premier  lieu, 

(o)  /(A,B,C)  = o 
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l’équation  tangenticllc  d’une  courbe  plane  quelconque,  ou 
la  relation  homogène  existant  entre  les  distances  A,  B,  C 
des  trois  points  de  même  nom,  considérés  comme  points  de 
référence,  à l’une  quelconque  des  tangentes  de  cette  courbe. 
L’une  de  ces  tangentes  étant  définie  par  scs  trois  coordon- 
nées a , b,  c,  proposons-nous  d’obtenir  l’équation  de  son 
point  de  contact. 

Considérons,  à cet  effet,  en  même  temps  que  la  tangente 
(a,  b,c),  une  tangente  voisine  (a  -4-  d«,  b -4-  âb,  c -+-  5c),  cl 
soit 

mA  + nB  + /)C  = o 

l'équation  inconnue  du  point  de  concours  de  ces  tangentes, 
ou  la  relation  existant  entre  les  coordonnées  de  toute  droite 
issue  de  ce  point.  Deux  de  ces  droites  étant  les  tangentes 
(a,  b,  c),  (a  ■+■  âa,  b -f-  5b,  c 4-  àc),  l’on  aura 

ma  -4-  nb  -t-  pc  — o,  m [a  -+-  Sa)  -+-  n[b  -+-  S b)  -I-  p[c  -+-  Se)  = o, 


ou  encore 


ma  -+-  nb  -4-  pr  — o, 
mSa  ■+■  rio  b -+-  pSc  o. 


Mais,  puisque  la  courbe  que  nous  considérons  est  détermi- 
née, les  coordonnées  a,  b,  c de  chacune  de  ces  tangentes 
sont  des  fonctions  déterminées  d’une  même  variable,  par 
exemple,  de  l’abscisse  x du  point  de  contact;  et  leurs  dé- 
rivées respectives  par  rapport  à x,  a',  b',  c'  sont  pareille- 
ment déterminées.  Les  coefficients  m,  n,  p peuvent  donc 
être  définis  par  les  équations 


i -t-  nb  -(-  pc  = o, 


Sa 


S b 


m - — h « 

Sx  Sx 


Sc 

PTx  = °- 


De  là,  en  imaginant  que  dx décroisse  indéfiniment,  et  pas- 
sant à la  limite,  on  voit  que  la  limite  du  point  d’intersec- 
tion de  deux  tangentes  consécutives,  ou  le  point  de  contact 
de  la  tangente  ( a , b,  c)  sur  son  enveloppe  sera  représenté 

3 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  PREMIER . 


36' 

par  l'équation 
(i)  Am+  R/i  + C/J  — o 

si  les  coefficients  ni,  /?,  p sont  choisis  île  manière  à véi  ifier 
les  équations 

( ?.  ) nm  -4-  bu  -f-  cp  “ o , 

(3)  n' m -4-  b' n 4-  c'p  = o . 

Or,  la  droite  ( a , b,  c ) étant  l’une  des  tangentes  de  la 
courbe  proposée  (o),  on  a l’égalité 

/(".  b,c)  = o, 

que  l’on  peut  écrire,  la  fonction  f étant  homogène  : 

(a')  *fa(a,b,c)  + bf'h+cftz=o. 

La  droite  [a  -+-  oa,  b -+-  o b, . . . ) étant  une  autre  tangente 
de  la  même  courbe,  on  a cette  autre  égalité 


/(a  -t-  Sa,  b -t-  Sb,  c -t-  Je!  — /{a,  b,  r) 
Sx 


= o : 


d’où,  en  passant  à la  limite,  et  prenant  la  dérivée  d’après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(3')  a'fn{a,b,c)+b'fb  + c'fc=o. 

Si  l’on  compare  maintenant  les  équations  (a)  cl  (3)  aux 
égalités  correspondantes  (a')  , (3'),  on  voit  que  l’on  peut 
passer  des  unes  aux  antres  en  remplaçant,  dans  les  pre- 
mières, les  inconnues  tri,  n,  p respectivement  par  les  nom- 
bres f'  , f'h  ,f’c  . Ces  nombres  forment  donc  l’un  des  sys- 
tèmes de  valeurs  que  l’on  peut  attribuer  à ces  inconnues, 
et  leur  substitution  dans  l’équation  (t)  donne  enfin 

(a')  A/^ir,  b,  c)  + B/l  4-  Cfr  — o. 

Telle,  est  l'équation  du  point  de  contact  de  la  tangente 
(a,  b,c). 

40.  Le  nombre  des  points  de  réference  étant  qucl- 
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conque , et  l'équation  tangentielle  de  la  combe 
(o'j  /(A,  B,  C,  D,...)  = o 

demeurant  homogène , le  point  de  contact  de  chaque 
tangente  (a,  b,  c,  d , . . .)  est  encore  représenté  pur 
l 'équation 

A fa  {“,  b,  c,  -+-  B/4  4-  C/r  4-  4-  ...  — O. 

(Pi.ucker,  System  der  Analrt.  Geom.,  |>.  i ty.) 

•il.  Si  la  fonction  f est  du  second  degré , la  courbe 
correspondante  est  de  la  seconde  classe  et  aussi  du  second 
ordre.  Dans  ce  cas  spécial,  l’équation  du  point  de  contact, 
symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  A,  B.  C 
et  à celles  a,  b,  c de  la  tangente,  peut  s’écrire 

(t)  4,c)  + B/j+C^  = o, 

ou 

(/  " fk  (A,  B,  C)  -t-  bfK  4-  c/c  = o. 

Et  si  a,  b,  c désignent  les  coordonnées,  non  plus  d’une 
tangente,  mais  d'une  droite  tracée  arbitrairement  dans  te 
plan  de  la  courbe , l'une  quelconque  des  équations  pré- 
cédentes représentera  encore  le  pôle  fie  celle  droite  par 
rapport  à la  courbe. 

Soient,  en  effet,  a,,  b,,  c,  les  coordonnées  de  la  tan- 
gente menée  à la  courbe  (/ ig . 1 3 ) par  l’une  quelconque 

Fig.  i3. 

9 

t 

c'  \ 

•O*'  \ 

.-L\ 

' abc 

J' 

de  ses  traces  sur  la  droite  considérée  (a,  b , c).  Le  point  de 
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contact  de  cette  tangente  sera  représenté  par  ] 'équation 

(O  «,/;(a,b,c)  + *1/i;+c1/<;=o, 

et  puisque  l’une  des  droites  passant  par  ce  point  de  con- 
tact est  la  droite  («,  b , c)  elle-même,  les  coordonnées  de 
celle-ci  vérifieront  l’équation  de  ce  point,  et  l’on  aura 

«.  (a>  b<  c)  -+-  *./*'  ■+■  *>fe  = o. 

Or  cette  égalité  exprime  que  la  tangente  (a,  b , c)  est  l’une 
des  droites  passant  parle  point  représenté  par  l’équation 

[/>)  A f'n  («,  b,  c)  -t-  B/,'  + Cfc  — o. 

Les  deux  tangentes  menées  à la  courbe  par  ses  traces  sur 
la  droite  (a,  b,  c)  passent  donc  l’une  et  l’autre  par  le  point 
représenté  par  celte  équation,  et  qui  n’est  autre  que  le 
point  de  concours  de  ces  tangentes  ou  le  pôle  de  la  droite 
(a,  b,  c). 

Si  cette  droite  ne  coupe  pas  la  courbe,  le  point  représenté 
par  l’équation  précédente  est  encore  le  point  de  concours 
des  cordes  de  contact  de  toutes  les  couples  de  tangentes 
menées  à la  courbe  parles  divers  points  de  la  droite  (o,  b,  c), 
ou  le  pôle  de  celte  droite. 

Car  si  a,,  ô,,  c,  désignent  les  coordonnées  de  l’une 
quelconque  de  ces  cordes  de  contact,  le  pôle  p de  celte 
corde  ( fig . i4)  pourra  être  représenté  par  l’équation 

(/')  a>  /*  (^>  B,  C)  -t-  bx/'ü  -t-  c,/g  = o, 


■ •E-  ‘4- 
p abc 


et  comme  le  point  p appartient,  par  définition,  à la  droite 
(o,  b , c),  les  coordonnées  de  celle-ci  doivent  vérifier  cette 
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équation,  et  l’on  a 

«1  f'a  ( a>  *»  c)  + b>/'h  + CJ'C  = o. 

Or  cette  égalité  exprime  que  toutes  les  cordes  de  contact 
(«j,  b, , c,)  passent  par  le  point  représenté  par  l’équation 

k b>c)  ■+■  ^/'b  + C/c—o. 

Donc,  etc. 


42.  Le  pôle  d’une  droite  (a,  b)  par  rapport  à une  co- 
nique évanouissante,  réduite  à un  système  de  deux  points 
A,  B,  et  représentée  par  l’équation 

AB  _ ' o. 


n’est  autre  que  le  conjugué  harmonique,  par  rapport  à ces 
deux  points,  de  la  trace  de  la  droite  considérée  sur  la 
droite  qui  les  réunit,  l.’équation  du  pôle  de  la  droite  [a,  b) 

A b -4-  Bc/  = o, 


obtenue  conformément  à la  règle  précédente,  peut  s’écrire 
en  elfet 


La  trace  de  la  droite  (a,  b)  sur  celle  (AB)  qui  réunit  les  deux 
points  de  référence  a,  d’ailleurs,  pour  équation 


A 


a 


B 

6 


= 0, 


et  l’on  voit  que  les  deux  points  ± ? = o^  sont  harmo- 
niquement conjugués  par  rapport  aux  deux  points  de  réfé- 
rence A et  B. 


43.  Nous  avons  admis  qu’une  courbe  de  la  seconde  classe 
est  aussi  du  second  ordre.  En  général,  toute  courbe  de  ht 
m"m‘  classe , ou  à laquelle  on  11c  peut  mener,  par  un  point 
quelconque,  plus  de  m tangentes,  est  de  l'ordre  m (m  — 1 ). 

Pour  le  démontrer,  soient  a,  b , c les  coordonnées 
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d’une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  de  la  courbe 


(0)  /(A,B,C)  = o. 

Considérons  l’un  quelconque  des  points  de  rencontre  de 
cette  droite  et  de  la  courbe,  et  soient  (voir  la  fig.  i3,  p.  37) 
a ,,  c,  les  coordonnées  de  la  tangente  en  ce  point,  repré- 
senté, dès  lors,  par  l'équation 

A é>>  c>)  -+-  »/*,+  c = o. 

La  droite  primitive  (a,  b,c ) passant  par  ce  point,  ses 
coordonnées  vérifient  cette  équation;  l’on  a 

(1)  "/<!,(«'•  *0  <•■)  -+-  *4'(-+-«/ri=o» 

et  puisque  les  coordonnées  b ,,  c,  forment  une  solu- 

tion de  l’équation  tangenticllc  de  la  courbe,  l’on  a égale- 
ment 


(») 


C,)  = 0. 


Le  nombre  des  traces  de  la  courbe  proposée  sur  la  droite 
(a,  b,  c),  ou  le  nombre  des  tangentes  (a,,  b ,,  c*,)  menées  à 
la  courbe  par  ces  différentes  traces,  est  donc  marqué  par 
le  nombre  in  (m  — 1)  des  solutions  communes  aux  équa- 
tions (1)  et  (a)  : l’une  du  degré  ni — 1 en  ^-‘5  l’autre 
du  degré  m.  Donc,  etc. 

■it.  Soit  enfin 


(1)  /(A,  B,  C,  D)  = o 

l'équation  tangentielle  tl'une  surface  quelconque,  ou  la 
relation  homogène  existant  entre  les  distances  A,  B,  C,  D 
des  sommets  d'un  quadrangle  gauche  de  référence  à l’un 
quelconque  des  plans  tangents  de  la  surface.  L’un  de  ces 
[dans  étant  défini  par  ses  coordonnées  n,  b,  c , tl,  propo- 
sons-nous d'obtenir  l'équation  de  son  point  de  contact  t. 
Menons,  à cet  effet,  par  ce  poiut  une  courbe  tt'  située 
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tout  entière  sur  la  surface  considérée  S;  et  soient 

(.)  /(A,  B,  C,  D)  = o, 

(a)  <p(A,  B,  C,  D)  = o 

les  équations  tangeulielles  homogènes  de  la  proposée  S 
et  de  la  développable  E circonscrite  à la  première  suivant 
la  ligne  commune  tt' . Désignons  par  a,  b,  c,  d ; a -f-  5 a, 
b 5 b, . . . les  cordonnées  des  plans  tangents  communs  à 
l’une  et  à l’auirc  surface  aux  points  t,  t'  de  cette  ligne;  et 
cherchons  d’abord  les  équations  de  la  droite  TT.'  commune 
intersection  de  ces  plans,  ou  de  deux  points  de  cette 
droite,  que  nous  pouvons  représenter  par  les  équations  in- 
déterminées 

(3)  Km  -t-  Bn  4-  C/>  -t-  Dq  = o, 

1 4 ) A - B»  -t-  C o + — o. 

Comme  chacun  des  plans  tangents  considérés  (a,  b,  c,  d) , 
(a  4-  5a,. . .)  contient  la  droite  TT'  tout  entière,  et  passe 
dès  lors  par  chacun  des  points  (3)  et  (4)  de  cette  droite,  les 
coordonnées  de  ces  plans  doivent  vérifier  les  équations  pré- 
cédentes, et  les  coefficients  m,n,...,p,  v,...,  jusqu’ici 
indéterminés,  doivent  satisfaire  à ces  quatre  conditions 

m»  -+-  b»  -4-  cp  -4-  riq  = o,  a p -t-  b v -t-  c a -+-  il  jf  — o , 

inoa  + n^b-\-i>Sc-\-qS(l—o,  y.5a  + vob  -\-xsSc  yjiil-=  o. 

Or  les  plans  (a,  b,  c,  d),  (ci  -+-  5a,. . .)  étant  menés  tau- 
genlicllement  à une  surface  donnée  S par  les  points  t , /' 
d’une  courbe  déterminée  tracée  sur  celte  surface;  les  coor- 
données a,  b,  c,  d de  chacun  de  ces  plans  sont  des  fonctions 
déterminées  d’une  seule  variable  indépendante,  qui  sera, 
par  exemple,  l’abscisse  x du  point  de  contact  correspon- 
dant : et  leurs  dérivées  respectives  par  rapport  à x sont 
pareillement  déterminées.  Les  précédentes  équations  de 
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condition  peuvent  donc  être  remplacées  par  celles-ci 


am  + hn  -4-  cp  -+-  dq  O . 
fl  fi  -4-  bv  -4-  ra  -+-  rfjj  = o . 


3a 

<?  b 

Sc 

3d 

T*n  + 

3ÏP  + 

^7  = 0> 

Sa 

Sb 

3c 

s d 

-(*  + 
ox 

*x"  + 

3-*a  + 

T~  X — °* 
àx  K 

De  là,  en  imaginant  que  Sx  décroisse  indéfiniment,  cl  pas- 
sant à la  limite,  on  voit  que  la  limite  de  la  droite  TT'  sera 
représentée  par  les  équations 

(3)  Am  4- B« -f- C/; -4- D<7  — o, 

(4)  Ajx  -4-  Bv  -4-  Co-4-  — o, 

si  les  coefficients  m,  n, . . . , p,  v. . . . , satisfont  aux  i omli  - 
lions  suivantes  : 


(5) 

am  bn  -4-  cp  -4-  dq  — 0, 

6) 

flfi  ~ 4-  bv  4-  en  4-  d%  — O, 

(7) 

a' ru  -t-  b' n -4-  c' p -4-  d' q — o, 

(8) 

rf  H -4-  b'v  4-  c' a -4-  d'y_  — o. 

Mais 
faces  (i) 
et  l’on  a 

le  plan  ( a , b,  c , il)  étant  tangent  aux  deux  sur- 
et (a),  scs  coordonnées  vérifient  leurs  équations; 
les  égalités 

f(a,  b,  c,  d) —o,  <f[u,  b,  c,  d)  = o, 

que  l’on 
mogènes 

peut  écrire,  puisque  les  fonctions  f et  f sont  lm- 

» 

(5'} 

afa  {".  I>,  c,  d)+bft  + c/'c  4-  df'A  — o, 

;6  ')• 

" »'„(«*  f> f/)  4-  c ?'r  4-  //  y'd  — o. 

Le  plan  (n  4-  da,  b S b ... .)  étant  de  môme'  langent 
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aux  deux  surfaces  (i)  et  (i),  l'on  a aussi 

/(fl  4-  Su,  h 4-  8 b, . . .)  —/(a,.  b,.  . 

- 3 X -0’ 

f(a  + 8a,  b -i-  8 b, . . .)  — <p  (a,  b, . . . ) 

— — o. 

d x 

D’où,  en  passant  à la  limite  et  prenant  les  dérivées  d’après 
la  règle  relative  aux  fonctions  composées, 

(,')  K b,  r,  J)  +b'f;  + c’/c  +d'f'd  = o, 

(8')  b,  c,  d)  4-  b’fA-h  d q/,4-  d'^—o. 

Or,  si  l’on  compare  maintenant  les  équations  (5),  (6),  (y), 
(8)  aux  égalités  correspondantes  (5'),  (6'),  (y1),  (8'),  on 
voit  que  l’on  passe  des  unes  aux  autres  en  remplaçant,  dans 
les  premières,  les  inconnues 

in,  n,  p,  q,  (*,  »,  ®,  x> 

respectivement  par  les  nombres 

fa  («>  b,  c,  d),  /• , /' , fA , ,fa, 

Ces  nombres  forment  donc  l’un  des  systèmes  de  valeurs 
que  l’on  peut  attribuer  à ces  inconnues,  et  leur  substitu- 
tion dans  les  équations  (3),  (4)  donne  définitivement 

(3'j  A/'a  («,  b,  c,  d)  + b/;  4-  c/;  + d/;  = o, 

(4')  + 0^=0. 

Telles  sont  les  équations  langentielles  de  la  limite  de  la 
droite  TT,)  ou  de  deux  points  particuliers  de  cette  droite- 
limite.  D’ailleurs,  tandis  que  l’un  de  ces  points  (V)  varie 
avec  la  surface  £,  ou  avec  la  courbe  tt'  que  I on  a menée 
arbitrairement  par  le  point  fixe  l’autre,  représenté  par 
l’équation  (3'),  ou 

(,)  A/; (fl,  b,  c,  d)  + B/;  4-  c/;  4-  d/;  = o, 


Digitized  by  Google 


44 


CHAPITRE  PREMIER. 


ne  dépend  que  de  la  surface  donnée  S et  de  celui  (a,  b,  c,  ri) 
de  ses  plans  tangents  dont  on  s’est  proposé  de  définir  le 
point  de  contact  t.  Et  il  est  aisé  de  voir,  par  la  géométrie, 
que  le  point  (3'),  ou  (t),  n’est  autre  que  ce  point  de  contact 
lui-même;  car  la  limite  de  la  trace  TT',  sur  un  premier 
plan  tangent  regardé  comme  fixe,  d’un  second  plan  langent 
qui  se  rapproche  indéfiniment  du  premier,  est  une  droite 
dont  l’orientation  varie  avec  la  courbe  décrite  par  le  point 
de  contact  du  second  de  ces  plans,  mais  qui  passe  invaria- 
blement par  le  point  de  contact  du  premier.  Donc,  etc. 

•45.  L' équation  tangentielle  et  homogène  d'une  sur- 
face rapportée  à un  nombre  quelconque  de  points  fixes 
étant 

/(A,  B,  C,  D,  E,...)  = o, 

h point  de  contact  de  la  surface  et  de  l'un  quelconque  de 
ses  plans  tangents  (a,  b,  c,  d,  e, . . .)  est  représenté  par 
l' équation 

[•)  A/J  c>  d,c,...)  -4-  B /J  -h  Cf  -f-D/)  -t-  E/J  -+-...=  o. 

4(>.  Si  la  fonction  f est  du  second  degré , la  surface 
correspondante  est  de  la  seconde  classe  et  aussi  du  second 
ordre;  la  classe  d’une  surface  étant  marquée,  comme  l’on 
sait,  par  le  nombre  des  plans  tangents  que  l’on  peut  mener 
à cette  surface  par  une  droite  donnée. 

Dans  l'hypothèse  actuelle,  l’équation  du  point  de  con- 
tact, symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  A, 
B,  C,  D et  à celles  a,  b,  c,  d du  plan  tangent,  peut  s’écrire 
à volonté 

(0  a y;;  («,  b,  c,  d)  ^ b/;  + cf  -r  d/j  = o, 

ou 

(O  «/J( A,  B,  C,  D)  -t-  bf  + cf  + df  - o. 

En  outre,  si  a , b,  c,  d désignent,  non  plus  les  coor- 
données de  l’un  des  plans  tangents  de  la  surface,  mais 
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celles  à' un  plan  quelconque,  V équation  précédente  repré- 
sentera le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à la  surface. 

Soient,  en  effet,  a ,,  c,,  d,  les  coordonnées  du  plan 

langent  mené  à la  surface  par  un  point  quelconque  de  sa 
trace  sur  le  plan  (a,  b,  c,  d).  Ce  point,  ou  le  point  de  con- 
tact de  ce  plan  tangent,  sera  représenté  par  l’équation 

(O  «./;( A,  B,  C,  D)  + b,fn  + c,/^  + d,/^  = o, 

et  puisque  l’un  des  plans  passant  par  ce  point  est  le  plan 
(a,  b,  c,  d)  lui-même,  les  coordonnées  de  celui-ri  véri- 
fiant l’équation  précédente,  on  aura 

Or  cette  égalité  exprime  que  le  plan  (a,,  bu  c,,  d,  ) passe 
par  le  point  représenté  par  l’équation 

{p)  A/’  (a,  b,  c , d)  -+-  B/;  -+-  c /;  4-  D/;  = o. 

Tous  les  plans  tangents  menés  à la  surface  par  les  divers 
points  de  sa  trace  sur  le  plan  (a,  b,  c,  d)  passent  donc 
par  le  point  (p),  et  celui-ci  n’est  autre  que  le  pôle  du  plan 
(a,  b,  c,  d)  par  rapport  à la  surface. 

EnGn  le  point  (p)  est  aussi  le  point  de  concours  des 
plans  des  courbes  de  contact  de  tous  les  cônes  circonscrits 
à la  surface  cl  ayant  leurs  sommets  aux  divers  points  du 
plan  (a,  b , c,  d)  : ou  le  pôle  même  de  ce  plan. 

Car,  si  (a,,  bt,  c,,  r/,)estl’un  de  ces  plans  de  contact,  le 
sommet  du  cône  correspondant  sera  représenté  par  l’équa- 
tion 

{p)  A/’t{a„b„c„  rf1)-4-B/;-t-C/;i4-D/J  = o, 

que  l’on  peut  écrire 

(p')  a,/;(A,  B,  C,  D)  + b,/^  + c,/^-bd,/^=Oi 

et,  comme  l’un  des  plans  menés  par  ce  sommet  est  le  plan 
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(a,  b , c,  d),  on  aura 

«.  /„'  («.  b>  c> ,l)  + b>  /,!  -+■  c>  fc  + rfi  /j  = °- 

Or  celle  égalité  exprime  que  le  plan  («,,  b,,  c,,  <7,)  passe 
par  le  point  représenté  par  l'équation 

(P ) A/;  (a,  *,  c , d)  + B/;  -H  c/;  + d/;  = o. 

Donc,  etc. 

47.  Le  pôle  d'un  plan  (a,  b,  c , r/),  par  rapport  à une 
surface  évanouissante  réduite  à une  courbe  de  la  seconde 
classe  et  représentée  par  l’équation  à trois  variables 

/(A,  B,  C)  = o, 

coïncide  avec  le  pôle,  pris  relativement  à celte  courbe,  de 
la  trace  de  ce  plan  sur  celui  ADC  des  trois  points  de  réfé- 
rence. 

L’équation  du  pôle,  déduite  de  la  formule  générale,  est 
effectivement 

A />,  b’  f)  + B/,  + C fr=o, 

équation  d’un  point,  situé  dans  le  plan  ABC  des  trois  points 
de  référence  qui  entrent  seuls  dans  l’équation  de  la  sur- 
face proposée,  et  dont  la  position  dépend,  non  du  plan 
môme  (a,  ô,  c,  d)  que  l’on  considère,  mais  seulement  de 
sa  trace  (a,  b,  c)  sur  le  plan  des  points  de  référence. 

•48.  Enfin,  si  par  un  accident  encore  plus  particulier, 
une  surface  de  la  seconde  classe  se  réduit  à un  système  de 
deux  points  réels  ou  imaginaires,  et  représentés  par  l'équa- 
tion à deux  variables 

/(A,  B)  = o, 

le  pôle  d'un  plan  quelconque  (a,  b,  c,  d)  coïncidera  avec 
le  pôle,  pris  relativement  à ce  système  de  deux  points,  de 
la  tracedu  plan  considéré  sur  la  droite  AB  qui  1rs  réunit. 
L’équation  du  pôle,  déduite  de  la  formule  générale,  est 
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A/j  ("»  A)  -+-  6)  — °> 

équation  d’un  point,  situé  sur  la  droite  AB  des  deux  points 
de  référence  qui  entrent  seuls  dans  l’équation  de  la  surface 
proposée,  et  dont  la  position  dépend,  non  du  plan  même 
(a,  b,  c,  d)  que  l’on  considère,  mais  seulement  de  sa  trace 
(o,  b)  sur  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  réfé- 
rence. 

49.  Des  réductions  semblables  à celles  des  n°‘  47  et  48 
se  produisent  encore,  quel  que  soit  le  nombre  des  points  de 
référence  intervenant  dans  l’équation 

/(A,  B,  C,  D,  E, . . .)  = O 

de  la  surface,  si  tous  ces  points  appartiennent  à un  même 
plan. 

§ VII.  — Des  formes  principales  de  l' équation  d'une 
courbe  du  second  ordre  rapportée  à un  triangle,  un 
quadrilatère,  un  hexagone  inscrits;  à un  triangle , un 
quadrilatère , un  pentagone  conjugués;  et  de  leurs  cor- 
rélatives. 

oO.  Les  côtés  d’un  triangle  étant  représentés  par  les 
équations 

ABC  = o, 

les  côtés  successifs  d’un  quadrilatère  par 
ABCD  “ o , 

l’équation  de  toute  conique  circonscrite  à ce  triangle,  ou  à 
ce  quadrilatère,  pourra  s’écrire 

(1)  flBC  -t-  6CA  -4-  cAB  = o; 
ou 

(2)  AC  -4-  JiBD  = o. 

La  forme  (1)  donne  lieu,  en  particulier,  à une  élégante 
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démonstration  du  théorème  de  Carnot  (Iîobillier,  /lunules 
de  Gergonne,  t.  XVIII,  p.  3a4;  1827-28). 

51.  Les  côtés  successifs  d’une  hexagone  inscriplible 
étant  représentés,  dans  leur  ordre,  par  les  équations 

(H)  (A  + D)(B  — D)(C  + D)(A  — D)(B-t-D)(C— D)  = o, 
l’équation  de  la  conique  circonscrite  est 

(3)  D1  -4-  AB  BC  + CA  — o. 

52.  Les  diverses  formes  (t),  (2),  (3)  conviennent  aussi 
aux  équations  tangenlielles  d'une  conique  inscrite  à un 
triangle,  un  quadrangle,  un  hexagone;  et  la  dernière,  (3), 
peut  s’appliquer  à la  démonstration  des  théorèmes  de  Stei- 
ner,  Kirhmann , Hesse,  sur  Yhexagramme  mystique. 

53.  Déjinitions.  — On  sait  que  deux  points  sont  dits 
conjugues , par  rapport  à une  conique,  lorsque  la  polaire 
de  l’un  quelconque  de  ces  points,  par  rapport  à la  courbe, 
passe  par  l’autre;  que  deux  droites  sont  dites  conjuguées 
quand  le  pôle  de  l’une  de  ces  droites  est  situé  sur  l’autre. 
Et  l’on  peut  dire  commodément,  d’un  point  et  d’une  droite, 
qu’ils  sont  conjugués  par  rapport  à une  conique,  au  lieu  de 
dire  que  ce  point  représente  le  pôle  de  cette  droite  par  rap- 
port à la  courbe. 

Un  triangle  défini  par  ses  trois  côtés 
P,  Pj  P)  — o 

est  dit  conjugué  à une  conique  lorsque  deux  quelconques 
de  ses  sommets  sont  conjugués  par  rapport  à celle  conique  : 
chacun  des  sommets  du  triangle  représente  dans  ce  cas  le 
pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à la  courbe,  et  celle-ci  est 
représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(4)  y\p?=0. 

54.  Si  les  sommets  opposés  d’un  quadrilatère 

P,  P,  P,  P,  = o 
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font  deux  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à une 
conique,  nous  dirons  de  même  que  ce  quadrilatère  et  cette 
conique  sont  conjugués  ; et  nous  verrons  plus  loin  que  l'é- 
quation de  celte  dernière  peut  s’écrire 


55.  Enfin  si  chacun  des  sommets  d’un  pentagone 

P,  P,. . ,PS  = o 

représente  le  pôle  du  côté  opposé  par  rapport  à une  cer- 
taine conique,  nous  dirons  encore  que  ce  pentagone  et 
cette  conique  sont  conjugues  ; et  nous  verrons  plus  loin, 
ce  qui  n’est  d’ailleurs  que  curieux,  que  l’équation  de  la 
courbe  peut  encore  s’écrire 

(6)  N >,n;  = o, 

un  désignant  par 

II,  n,. . . n5  = o 

les  équations  de  cinq  plans  menés  arbitrairement  par  cha- 
cun des  côtés 

Pi,  P,. . . . , P, 

du  pentagone  donné. 

56.  Un  tiiangle,  un  quadrangle , un  pentagone  étant 
définis,  non  plus  parleurs  côtés,  triais  parleurs  sommets 

P.  P,Pj  = o,  P,  P, P, P4  = o,  P,  P,. . .P,  = o, 

l’équation  tangcntielle  d’une  conique  conjuguée  sera  en- 
core comprise  dans  l’une  des  formes  (4),  (5),  (6).  Nous 
dirons  d'ailleurs  qu’un  quadrangle  et  une  conique  sont 
conjugués  lorsque  les  côtés  opposés  de  l’un  font  deux  cou- 
ples de  droites  conjuguées  par  rapport  à l’autre.  Les  défi- 
nitions relatives  au  triangle  et  au  pentagone  ne  souffrent 
aucun  changement.  Toutefois  les  lettres  17,,...,  I75,  qui 
figurent  dans  l’équation  (6)  changent  ici  de  signification  et 
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ne  sc  rapportent  plus  qu'aux  sommels  d’un  pentagone 
gauche  dont  les  côtés  successifs  s’appuieraient  sur  les  som- 
mets successifs  P,,. . . , P5  du  pentagone  proposé. 

57.  Notons  cnGn  la  forme 

(7)  AB  + ).C’  = o 

de  l’équation  d’une  conique  rapportée,  soit  à deux  de  ses 
tangentes  AB  = o et  à leur  corde  de  contact  C = o ; soit 
à deux  de  ses  points  AB  = o et  au  pôle  C = o de  la  corde 
qui  les  réunit. 

08.  Les  diverses  formes  quadratiques 

(4)  Vx,P?  = o, 

(5)  y>.Pî=0, 

dont  la  signification  nous  est  actuellement  connue,  11'étant 
que  des  cas  particuliers  des  suivantes  , 

(4')  ^\p,Q,  = 0, 

(5'j  ^\p,Q,  = o, 

il  serait  naturel  de  rechercher  la  commune  définition  de 
toutes  les  courbes  contenues  dans  l’une  ou  l’autre  de  ces 
dernières  équations,  les  lignes  droites  ou  circulaires  qu’elles 
peuvent  contenir,  leur  nombre,  leurs  propriétés,  leur  con- 
struction, etc.  Toutes  ces  questions,  et  leurs  analogues 
dans  l’espace,  traitées  d’une  manière  convenable,  ne  pré- 
sentent qu’une  médiocre  difficulté.  Elles  ont  cependant 
des  applications  fort  intéressantes,  et  nous  donneront  la 
clef  d’un  grand  nombre  d’analogies  remarquables,  jusqu’ici 
non  remarquées,  entre  les  polygones  et  les  polyèdres,  les 
courbes  et  les  surfaces  du  second  ordre.  Mais  nous  y trou- 
verons surtout  divers  exemples  de  cette  expansion  singu- 
lière, si  souvent  observée  dans  l’analyse,  dont  l’explication 
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est  peut-être  dans  la  mobilité  des  signes  qu'elle  emploie  ou 
dans  l'indétermination  de  sa  langue,  et  qui  fait  que  toute  la 
lumière  qu’elle  vient  de  réunir  sur  un  objet,  se  réfléchit 
aussitôt  sur  un  autre,  souvent  fort  éloigné  du  premier.  C’est 
ainsi,  comme  nous  le  verrons  par  la  suite,  qu’on  ne  peut 
connaître  le  sens  de  l’équation 

(4')  V\p,Q,  = o 

et  savoir  que  toutes  les  coniques  qui  y sont  contenues  ad- 
mettent trois  couples  de  points  conjugués  communs  que 
l’on  peut  construire,  sans  se  trouver  par  cela  même  en  état 
de  déterminer  tous  les  éléments  d’un  ellipsoïdcdc  révolution 
circonscrit  à un  hexaèdre.  De  même  pour  l’équation 

(5')  Va.P.Q,  = o; 

et  si  l’on  sait  ([lie  toutes  les  courbes  quelle  renferme  ad- 
mettent deux  couples  de  points  conjugués  communs  que  l'on 
peut  définir,  si  l’on  s’est  mis  en  état  de  construire  les  lignes 
droites  ou  circulaires  qui  y sont  contenues,  on  saura  par 
cela  même  déterminer  les  éléments  principaux  : 

D’un  cylindre  parabolique  défini  par  six  points; 

D’un  liyperboloïde,  par  six  points  et  une  génératrice  rec- 
tiligne; 

D'un  ellipsoïde,  par  sept  points  et  un  plan  cyclique; 
L)’un  pnraboloïdc,  par  six  points  et  un  plan  directeur,  etc. 

§ VIII.  — Des  formes  principales  île  l'équation  il' une 
surface,  du  second  ordre  rapportée  à un  tétraèdre,  un 
pentagone  gauche , un  octaèdre,  un  hexaèdre  inscrits; 
à un  tétraèdre , un  pentaèdre , un  hexaèdre  conjugués; 
et  de  leurs  corrélatives. 

59.  Toute  surface  du  second  ordre  circonscrite  au  té- 
traèdre 

(i)  P,  P, P,  P,  = o, 

<• 
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peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(l')  <2|)P,P1-t-«i3P:P>->-<,ijPi  Pj'+-ffu  P|P<'t-'7nl>jP(  ■+•  "siPjPi  — O. 

(Bobilljer). 

Et  si,  dans  l’équation  (i),  P,,  P„  P,,  P»  désignent,  fions 
leur  ordre  de  succession , les  plans  des  angles  successifs 
d’un  quadrilatère  gauche,  l’équation  de  tout  liyperboloïde 
à une  nappe  passant  par  les  quatre  côtés  de  ce  quadrilatère; 
pourra  s’écrire 

(i»)  P, P,  -4-*P,P,  = o; 

celle  de  tout  hyperbo/oïde  passant  parles  deux  diagonales 
du  quadrilatère 

(i")  *„P,P,  -4-  ««P,  P,  -t-  ««PjP.  -t-«iiP.Pi  = » 

(K).  Si 

(a)  P.  Pj  P»  Pt  P»  = o 

désignent  dans  leur  ordre  de  succession  les  plans  des  angles 
successifs  d’un  pentagone  gauche,  l’équation  de  toute  sur- 
face du  second  ordre  circonscrite  à ce  pentagone  poui  ra 
s’écrire 

(2')  n, 4 P,  P,  + a,,  P,  P,  + P3  P,  -t-  P,  P,  -t-  ait  Ps  P,  — o. 

61.  Toute  surface  circonscrite  à un  octaèdre  hexago- 
nal, dont  les  plans  des  faces  opposées  sont  respectivement 

(3)  o=P,Q1=P,Q,  = P3Q:,=:P,Q„ 
peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

(3’)  ^ P1Q1  = o; 

toute  surface  circonscrite  à 1 hexaèdre 

(4)  o = P,  Qi  = Pj Qi  = Pj Qj» 
par  l’équation 

(4')  V).,P,Q,  = o; 
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enfin,  toule  surface  circonscrite  au  tronc  rie  pyramide 
triangulaire  résultant  de  la  section 

(5)  du  trièdre  ABC  = o par  les  deux  plans  DD'  = o, 
par  l’équatiou 

(5')  «BC  -t-  èCA  -+-  cAB  -+■  DD'  = o. 

62.  Les  différentes  formes  (1'),  (a'),  (3'),  (4')  relatives 
aux  surfaces  circonscrites  au*  tétraèdre,  an  pentagone 
gauche,  à l’octaèdre  ou  à l’hexaèdre,  conviennent  aussi 
aux  équations  langentielles  d’une  surface  inscrite  au  té- 
traèdre, au  pentaèdre,  à l’hexaèdre  ou  à l’octaèdre. 

63.  Nous  aurons  aussi  h utiliser  dans  la  suite  l’équation 
générale  des  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à r/eux 
plans  donnés 

(6)  PQ  — o, 

suivant  une  corde  de  contact  donnée 
(6)  o = C = C'. 

Soit  donc 

(6')  aPQ-f-F(C,  C')  = o 

l’équation  cherchée.  Comme  toute  surface  du  second  ordre 
est  coupée  par  l’un  quelconque  de  ses  plans  tangents  sui- 
vant un  système  de  deux  droites,  réelles  ou  imaginaires,  qui 
se  croisent  au  point  de  contact;  l’un  quelconque  des  sys- 
tèmes suivants 

(/>)  P = o,  F (C,  C')  = o, 

(■y)  Q O,  K(C,  C')  — o 

doit  représenter  un  système  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires qui  se  croisent  au  point  PCC'  = o pour  le  pre- 
mier système,  au  point  QCC7  = o pour  le  second.  Et  ces 
deux  conditions  se  trouveront  remplies  en  même  temps  si  la 
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seule  équation 

f;c,  c')  = o 

représente  un  système  de  deux  plans,  réels  ou  imagi- 
naires, (jui  se  croisent  suivant  la  droite  CC*  = o.  Nous 
poserons  dès  lors 

• F(C,C')  = eC’-f-  c'C”  4-  2yCC', 

et  nous  aurons  pour  l’équation  cherchée 

(6")  aPQ  -+-  cC!  + c'C”  +-  iyCC  = o. 

Les  surfaces  proposées  sont  d’ailleurs  assujetties  à six  con- 
ditions, et  l’équation  précédente  contient  trois  paramètres 
indéterminés.  Elle  a donc  toute  la  généralité  que  comporte 
la  question. 

64.  La  forme  précédente  (6")  fournit  encore  l 'équation 
tangentiel/e  d'une  surface  du  secoml  ordre  rapportée  à 
deux  de  scs  points 

vq  — o 

et  à la  polaire 

o = C = C' 

de  ta  corde  qui  les  réunit. 

65.  Définitions.  — On  dit  que  deux  points  sont  conju- 
gués par  rapport  à une  surface  du  second  ordre,  lorsque  le 
plan  polaire  de  l’un  de  ces  points,  par  rapporta  la  surface, 
passe  par  l’autre;  que  deux  plans  sont  conjugués , lorsque 
le  pôle  de  l’un  de  ces  plans  appartient  à l’autre;  que  deux 
droites  enfin  sont  conjuguées  lorsque  les  plans  polaires  de 
deux  points  de  l’une  de  ces  droites  passent  par  l’autre.  Et 
l’on  peut  dire  commodément  d’un  point  et  d’un  plan,  d’un 
poinlet  d’une  droite,  d’une  droite  cl  d’un  plan,  qu’ils'sont 
conjugués  au  lieu  de  dire  que  ce  point  représente  le  pôle  de 
ce  plan,  que  cette  droite  appartient  au  plan  polaire  de  ce 
point  ou  contient  le  pôle  de  ce  plan. 
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66.  Un  tétraèdre  défini  par  scs  différentes  faces 
(7)  P,  Pi  P,  P,  = o 

estdit  conjugué  à une  surface  du  second  ordre  lorsque  cha- 
cun des  sommets  de  ce  tétraèdre  représente  le  pôle  du  plan 
de  la  face  opposée  par  rapport  à la  surface,  dont  l’équa- 
tion peut  dès  lors  s’écrire 


67.  Si  le  plan  polaire  de  chacun  des  sommets  d’un  pen- 
taèdre 


(8) 


P|  P7  P3P4  Pi  ■ — - o, 


par  rapport  à une  surface,  passe  par  l’arèle  opposée,  nous 
dirons  de  même  que  le  pentaèdre  et  la  surface  sont  con- 
jugués; et  l’équation  de  celle-ci  pourra  s’écrire 


(8') 


o. 


Les  plans  des  diverses  faces  du  pentaèdre  précédent,  consi- 
dérés dans  un  ordre  de  succession  déterminé,  se  coupant  deux 
à deux  consécutivemeut  suivant  les  côtés  d’un  pentagone 
gauche,  on  peuldireencore,  d’une  manière  équivalente,  que 
ce  pentagone  est  conjugué  à la  surface,  ou  que  le  plan 
polaire  de  chacun  de  ses  sommets  passe  par  le  côté  opposé  ; 
et  la  surface  est  encore  représentée  par  l’équation  (8),  dans 
laquelle  P,,  P,,...P5  désignent  les  plans  des  angles  succes- 
sifs du  pentagone  considéré. 

La  surface  (8')  peut  se  réduire  accidentellement  à un 
cône  : dans  ce  cas  le  pentagone  gauche  précédent  projeté 
centralement,  suivant  le  sommet  du  cône,  sur  un  plan 
quelcouque,  donne  naissance  à un  nouveau  pentagone  con- 
jugué à la  conique  qui  fait  la  trace  du  cône  sur  le  plan  con- 
sidéré. 
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08.  Enfin  si  deux  sommets  opposés  quelconques  d'un 
hexaèdre 

(9)  Pi  P3  Pj P)  Pi  P*  — o 

sont  conjugués  par  rapport  à une  surface  du  second  ordre, 
nous  dirons  encore  que  l'hexaèdre  et  la  surface  sont  con- 
jugués-, et  l’équation  de  celte  dernière  pourra  s'écrire 

(9')  V*.p:=o. 

t69.  Les  sommets  d’un  tétragoue  gauche  ou  d’un  té- 
traèdre étant  délinis  par  les  équations 

(10)  Pi  Pi  Pj  Pt  = 0, 

l'équation  tangentiel/e  de  toute  surface  conjuguée  est 
encore 

(io()  \ >,  p;  = o. 

Telle  serait  d’ailleurs  la  définition  normale  du  tétragoue  ou 
quadrangle.  gauche  conjugué  à une  surface,  que  chacun 
des  sommets  de  ce  tétragoue  représente  le  pôle  correspon- 
dant du  plan  déterminé  par  les  trois  autres. 

Toute  surface  conjuguée  à un  télragone  est  aussi  conju- 
guée au  tétraèdre  construit  sur  les  mêmes  sommets. 

70.  I .es  sommets  d'un  pentagone  gauche  étant  définis 
par  les  équations 

(n)  Pi  Pi  Pj  P<  Pi  = 0, 

l’équation  tangentieile  de  toute  surface  conjuguée  est  de 
môme 


et  nous  dirons  d ailleurs  qu’un  pentagone  gauche  est  con- 
jugué à une  surface  du  second  ordre  lorsque  le  pôle  corres- 
pondant du  plan  de  chacun  des  angles  de  ce  pentagone  est 
situé  sur  le  côté  opposé. 
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La  surface  représentée  par  l’équation  tangenliclle  (10') 
peut  perdre  l’une  de  ses  dimensions  et  se  réduire  acciden- 
tel 1 cment  à une  conique  ; la  définition  précédente  subsiste 
toujours  : le  pôle  du  plan  de  chacun  des  angles  du  pen- 
tagone, par  rapport  à celte  conique,  appartient  encore  au 
côté  opposé;  le  pentagone  et  la  courbe  sont  encore  conjugués. 
Toutefois,  comme  le  pôle  d’un  plan  quelconque  par  rapport 
à une  conique  n’est  autre  que  le  pôle  de  la  trace  de  ce  plan 
sur  celui  de  la  conique,  on  pourra  dired’unc  manière  équi- 
valente que  les  traces , sur  le  plan  d’une  conique  conjuguée, 
des  côtes  successifs  (l'un  pentagone  gauche  déterminent 
les  sommets  successifs  d ut t pentagone  plan  conjugué  à 
cette  conique  (il0  55,  p.  49). 

Etant  donné  un  pentagone  gauche  conjugué  à une  coni- 
que, celle  courbe  est  déterminée  en  même  temps  que  le 
plan  qui  doit  la  contenir. 


71.  Enfin  1 es  sommets  (d’un  hexagone  gauche  ou)  d’un 
octaèdre  hexagonal  étant  définis  par  les  équations 

(ia)  P,  P, P,  P,  P,  P,  = 0, 

l iquation  langenliclle  de  toute  surface  conjuguée  est 


encore 

(**') 


et  nous  dirons  qu’un  octaèdre  est  conjugué  à une  surface 
du  second  ordre  lorsque  le  pôle  correspondant  de  chacune 
des  faces  de  l’octaèdre  est  situé  sur  la  face  opposée,  ou  que 
deux  faces  opposées  quelconques  de  l’octaèdre  sont  conju- 
guées par  rapport  à la  surface. 

Si  la  surface  représentée  par  l’équation  ( 1 a')  se  réduit  à 
une  conique,  la  même  définition  subsiste;  mais  l’on  peut 
dire  d’une  manière  équivalente,  que  les  traces  des  faces 
opposées  d'un  octaèdre  sur  le  plan  d'une  conique  con- 
j nguée  font  quatre  couples  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à celte  conique. 
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CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DE  L1NVOLUTION. 

Sommaire.  — Interprétation  de  l'identité  /,P,Q,  sa  o,  ou  résumé 
analytique  de  la  théorie  do  l'insolation. 


§ I.  — Faisceaux  en  insolation. 

72.  Soient,  dans  un  même  plan  et  autour  d’une  même 
origine,  trois  couples  de  droites 

P,  Q,=o,  P,  Q,  — o,  PjQi  — o. 

Nous  dirons  que  ces  droites  sont  en  insolation  si  elles  se 
trouvent  dans  une  telle  dépendance  mutuelle  qu’il  existe 
une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  produits  des 
distances  d’an  point  quelconque  du  plan  de  la  Jigure 
aux  deux  droites  de  chaque  couple  : de  telle  sot  ie  que 
l'on  ait  identiquement 

Pi  Qi  -+-  Pi  Qi  -H  V,  P,  Qj  ==  o. 

La  fonction  équivalente 

{y  — m,  x)  (y  — m\  x)  y-  1,  (_r  — ni,  .r)  ( y — ni',  x) 

-+■  >s  (r  — "ii*)  o — m\  •*) 

est  alors  identiqueincnl  nulle,  <|ttel  que  soit  le  point  consi- 
déré (x,  i );  la  direction  de  la  sixième  droite  dépend  de 
celles  de  toutes  les  attires;  cl  les  quatre  premières  de- 
meurant fixes,  si  la  cinquième 

P,  = o 

tourne  d’une  manière  continue  autour  de  l’origine,  la  droite 
conjuguée 

Q-  = o 
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se  déplace  en  même  temps,  et  le  faisceau  des  droites  résul- 
tantes  est  dit  en  i/wolution. 

Il  est  à remarquer,  le  rayon  mobile  P,  venant  se  placer 
sur  l’une  des  droites  P,  ou  P,  des  deux  premières  couples, 
que  le  rayon  conjugué  Q,  se  place  en  même  temps  sur  la 
droite  correspondante  Q,  ou  Qf;  et  c’est  ce  qui  résulte  des 
identités  spéciales. 

XP  P,Q,  4-  o.P,Q;  4-  X,  P , Q,=o,  o.P,Q,4-X3  P, Q,4~ X, P ,Q,=o, 

lesquelles  expriment  la  coïncidence  des  deux  droites  de  la 
troisième  couple  avec  celles  de  la  première  ou  de  la  seconde. 

Si,  par  exemple,  les  rayons  P,  Q,,  PjQ,,  P3  Qs,...  soni 
harmoniquement  conjugues  par  rapport  à un  même  sys- 
tème de  deux  droites  AB  = o,  l’on  a 


P,  Q,  = (A  + X,  B)  (A  — X,  B), 
ou 

P,Q,  = A!-  X?  B’, 

P,Q,  = A’-X;B=, 

P , Qi  = A’  — X 5 B!  ; 

et  par  suite 


X,  ( A1  — XJ  B’). 


Or  cette  dernière  fonction,  qui  ne  contient  que  deux  termes 
distincts  en  A’  et  B’,  petit  s’évanouir  identiquement  par 
une  convenable  détermination  des  rapports  et 

les  rayons  considérés  sont  en  involulion . 

73.  Deux  rayons  conjugués  coïncidants  forment  l’un 
des  rayons  doubles  du  faisceau.  Nous  allons  voir  qu’un 
faisceau  quelconque  admet  toujours  deux  rayons  doubles, 
réels  d’ailleurs,  ou  imaginaires,  et  qui  sont  l’une  ou  l’autre 
des  deux  droites  distinctes  Ps  = o définies  par  l’identité 

X,  P,  Q,  4-  X,  P,  Q,  4-  X,  P J s o. 

74.  Théorème.  — Si  par  le  centre  d’un  faisceau  en 
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involution  l'on  fait  passer  une  conique  quelconque 

S = o; 

les  différentes  cordes,  interceptées  dans  cette  conique  par 
les  différentes  couples  de  rayons  conjugués  du  faisceau, 
concourent  en  un  même  point  : le  pôle  relatif  du  faisceau 
et  de  la  conique  employée. 

Soient,  effectivement, 

C„  G,  C, 

les  cordes  relatives  aux  trois  couples  de  rayons  conjugués 

Pi  Q.»  PjQif  PjQiï 

et 

T = o 

la  tangente  menée  à la  conique  auxiliaire,  par  l’origine  du 
faisceau.  L’équation  de  celle  courbe  pouvant  s'écrire 


(•)■ 

S==P,Q,  -h  C,  T, 

(2) 

S =P,Q,  + C,  T, 

(3) 

S = Pj  Qj  4-  Cj  T, 

toutes  ces  formes  sont  équivalentes  et  entraînent,  quels  que 
soient  les  nombres  A,,  ).„  X*,  l’identité 

(4  ) C*.  + X,  -+-  X3)  S X,  P,  Q,  -+-  T (X,  C,  -+■  X,Ci  -4-  X^C.,). 

Mais  puisque  les  droites  P,  Q,,...,  PjQ3  sont  en  involution, 
l’on  peut  poser  identiquement 

(5)  Vx,P,Q,==o; 

la  relation  précédente  devient 

(4')  (X,  + X1+X,)SsT(XlC1  + XIC1  + I1C,); 

et  celte  identité  exige  (la  courbe  auxiliaire  S ne  se  rédui- 
sant pas  à un  système  de  deux  droites)  que  l’on  ait  iden- 
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*1  ”4"  Aj  ~f“  À j ==r  O 
et 

y>,  C,  4"  Aj  Cj  ~4~  Xj  Cj  = o. 

Les  trois  cordes  C|»  C,,  C3  se  coupent  donc  en  un  même 
point. 

75.  ConoLLAinF.  I.  — Un  faisceau  en  involution  étant 
défini  par  deux  t oupies  de  rayons  conjugués 

on,  on'-,  oh,  oh', 

les  cordes 

nn' , bb' 

interceptées  par  les  rayons  de  chaque  couple,  dans  un  cer- 
cle quelconque  mené  par  l'origine,  se  coupent  en  un 
pointu  qui  représente  le  pôle  relatif  du  faisceau.  Et,  ce 
pôle  obtenu,  on  en  déduit  graphiquement  ( Jig . 1 5 ) : 


Ki(j.  iS. 

y - <r  ,1 

\ •'  ■ 


i°  Le  ray  on  oc'  conjugué  à nn  rayon  quelconque  oc  : 
en  réunissant  au  pôle  « la  trace  edece  rayon  sur  le  cercle, 
et  joignant  à l’origine  o le  second  point  d'intersection  d de 
la  droite  résultante  w ce1  et  du  cercle; 

i°  Les  rayons  doubles  du  faisceau,  od,  oD  : par  les  tan- 
gentes menées  du  pôle  -au  cercle  auxiliaire  et  les  rayons 
menés  de  1 origine  aux  points  de  contact  de  ces  tangentes; 

3°  Le  système  des  rayons  conjugués  orthogonaux  : les- 
quels aboutissent,  dans  le  cercle,  aux  extrémités  du  dia- 
mètre passant  par  le  pôle; 
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4°  Les  deux  systèmes  distincts  de  rayons  conjugués  se 
coupant  sous  un  angle  donné  : et  qui  correspondent  aux 
deux  cordes  que  l’on  peut  mener,  du  pôle,  à travers  le  cer- 
cle , de  manière  qu’elles  soient  vues,  de  l’origine,  sous 
l’angle  donné. 

76.  Corollaire  11.  — Deux  faisceaux  en  involution , 
décrits  autour  de  la  même  origine  o,  étant  définis  respec- 
tivement, par  deux  couples  de  rayons  conjugués 

oa,  on'  ; nb,  ob'  ; on  on,,  on,  ; ob„  ob\, 
on  pourra  déterminer  comme  précédemment  le  pôle  relatif 

U OU  U| 

de  chacun  de  ces  faisceaux,  par  rapport  à un  cercle  quel- 
conque issu  de  l’origine;  et  les  droites  menées,  de  l'ori- 
gine,aux  points  de  rencontre  de  ce  cercle  et  de  la  droite 
des  pôles  «w,,  représenteront  les  rayons  conjugués  com- 
muns aux  deux  faisceaux . 

§ II.  — Divisions  en  involulion. 

77.  Considérons  encore  trois  couples  de  points  situés 
en  ligne  droite  et  définis  par  les  équations  langentiellcs 

P,Q,=  o,  P:  Qi  = o,  P,  Q,  = 0. 

Nous  dirons  que  ces  points  sont  en  involution  s’ils  se  trou- 
vent dans  une  telle  dépendance  mutuelle  qu’il  existe  unere- 
lalion  linéaire  et  homogène  entre  les  produits  des  distances 
d'un  point  quelconque  de  la  droite  qui  les  réunit  aux 
deux  points  de  chaque  couple , de  telle  sorte  que  l'on  ait 
identiquement 

Pi  Q.  -+-  À,  P;  Q,  -+-  \s  P,  Qj  ==  o. 

La  fonction  équivalente 

M*  — ) (■*  — 7i>  — L (*—/'»)  (*  — 7»)  + *»  (•»■—  Pi)  (*  — q,) 

est  alors  identiquement  nulle  quellequc  soit  la  position  du 
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point  (x)  sur  la  droite  considérée;  la  position  du  sixième 
point  dépend  de  celles  de  tous  les  autres;  et  les  quatre 
premiers  demeurant  fixes,  si  le  cinquième 

décrit  la  droite  donnée,  d'un  mouvement  cou li nu  : le  point 
conjugué 

se  déplace  en  même  temps;  et  la  division  résultante  est  dite 
en  involution. 

78.  Un  faisceau  en  involution  coupé  par  une  droite 
quelconque  donne  naissance  à une  division  en  involution. 
Et  réciproquement,  les  points  conjugués  d’une  telle  divi- 
sion, réunis  à un  point  extérieur  quelconque,  donnent  nais- 
sance aux  rajons  conjugués  d'un  faisceau.  Tous  les  pro- 
blèmes concernant  une  division  en  involution  définie  par 
deux  couples  de  points  conjugués,  se  peuvent  doue  ramener 
aux  problèmes  analogues,  déjà  résolus,  touchant  un  faisceau 
défini  par  deux  couples  de  rajons  conjugués.  On  saura 
donc  obtenir  graphiquement,  à l’aide  de  deux  couples  de 
points  conjugués  : les  deux  points  doubles  de  la  division  : le 
point  conjugué  à un  cinquième  point  quelconque;  le  point 
central  de  la  division,  ou  le  point  conjugué  au  point  à 
l’infini;  et  les  points  conjugués  communs  à deux  divi- 
sions tracées  sur  la  même  droite. 


79.  Scolie.  — L’identité  fondamentale  (u°  72,  p.  58) 


ou 


(I) 


( (.r  — n'vr)  (/  — n,\ r)  -+-  0 — /">  r)  Cr  — m'rr) 

i -+-  M.T  — '»!■»•)  (/  — n'\x)  s O, 


relative  à six  droites  en  involution,  devant  être  vérifiée 
quel  que  soit  le  point  (x, y)\  les  coefficients  des  termes 
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en  X*,  xjr,jrf  doivent  s’y  réduire  séparément  à zéro,  et  les 
équations  suivantes 

X,  m,  ni,  4-  À,  m , ni,  4-  X,  m3  ni t = o , 

A (/«,  -H  An',  ) 4-  X,  ( /«,  4-  /«',)  4-  X,  ( 4-  ///',)  = O , 

X[  4-  X,  -I-  X , — o 

doivent  admettre  une  solution  commune  en  A,,  X,,  X3;  ce 
qui  entrainc  la  condition 

111,111,  ni,  ni' 3 ni,  ni, 

m i 4-  m\  in j 4-  ni,  »'3  4-  ni,  — o, 

1 t I 

que  l’on  peut  aussi  écrire 


///,  ///, 

m,  4-  ni, 

m7  ///, 

m,  4-  ni. 

f>h 

m,  4-  ni. 

Or  il  résulte  de  celte  dernière  que  les  équations 

1 n . m,  ni,  4-  b { ni,  4-  ni,  ) 4-  2e  — o , 
in  m,  ni, 4-  b m,  4-  ni,  4-  2c  =:  o, 

2 n m , ni,  4-  b ( ni3  4-  ni,  ) 4-  2 c = o , 

admettent  en  a,  /),  c une  soluliou  commune  différente  de 
zéro;  ou  que  les  coefficients  angulaires  m,  m'  lies  tien  c 
rayons  de.  chaque  couple  sont,  liés  par  une  relation  do 
celle  forme 

II')  la  .mm'  -4-  b(m  •+■  m')  4-  2c  = o. 

Il  en  résulte  qu’un  faisceau  en  involution  ne  diflère  pas 
du  faisceau  des  diamètres  dune  conique 

a y 1 4-  brjr  4-  c.r’  = i ; 

et  que  à deux  rayons  conjugués  quelconques,  ou  coïnci- 
dants, ou  o/7/jogonr/it.rderun,  correspondent,  dans  l’autre, 
deux  quelconques  des  diamètres  conjugués  de  la  courbe, 
ou  l’une  de  ses  asymptotes , ou  ses  a res  principaux. 
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80.  On  verrait  de  même  que  l'identité 


ou 

(II)  ! *'(*  — />.)(•*—  9.)  + M*~  /'»)(*- 7>) 

I + (x  — p>)  (x  — <7.0  = °» 

relative  à trois  couples  de  points  en  involution,  exprime 
que  les  distances  x,  x'  des  deux  points  de  chaque  couple  à 
un  point  déterminé  de  la  droite  qui  les  réunit,  sont  liées 
par  une  relation  de  la  forme 

(II')  a«  .xj-'  -+-  b (x  -l-  x'  ) -t-  2c  = o. 

On  sait  d’ailleurs  que  le  point  conjugué  du  point  à l'infini 
est  dit  le  point  central  de  la  division.  Sa  distance  x à l’ori- 
gine s’obtient  en  faisant  x'  = oo  dans  l'équation  précé- 
dente, ce  qui  donne 

■xa.x  - f-  b — o. 

Si  le  point  central  est  pris  pour  origine,  le  coefficient  b 
devient  nul,  et  la  relation  d’involution  reçoit  celle  forme 
plus  simple 

(II") 


x .x'  = const. 


66 
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THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 


Sommaire.  — Étude  analytique  du  lieu  des  centres  : des  coniques  tan- 
gentes à quatre  droites,  — des  surfaces  du  second  ordre  inscrite»  à 
un  système  de  rept  plans.  — Théorèmes  de  Newton,  de  Steiner,  de 
M.  .1.  Mention.  — Détermination  de  la  sphère  et  du  plan  représentés  par 
les  équations 


(S) 

(P) 

y ï,p;  = o. 

t 

§ I.  — Du  lieu 

ries  centres  ries  coniques  inscrites  nu  qun- 

tlrilalère  P, . 

. .P4=  o,  et  de  la  droite  représentée  par 

l équation 


— O. 


81 . Les  problèmes  qui  font  l'objet  de  ce  Chapitre  reçoi- 
vent un  double  intérêt  des  difficultés  analytiques  qu’ils 
présentent  et  de  leur  construction  géométrique  jusqu'ici 
inachevée.  On  connaît  depuis  longtemps  celle  analogie 
dont  le  premier  terme  est  dû  à Newton  : « Le  lieu  des 
centres  des  ellipses  inscrites  à un  quadrilatère  étant  une 
droite,  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  inscrits  à un  sys- 
tème de  sept  plans  est  un  plan  ; » et  celte  autre,  duc  pour  la 
première  moitié  à Steiner,  pour  la  seconde  à M.  Mention  : 
« Le  lieu  des  centres  des  ellipses  inscrites  à un  triangle,  et 
dont  le  cercle  diagonal  a’-h  b')  conserve  un 

rayon  constant,  étant  un  cercle,  le  lien  des  centres  des  ellip- 
soïdes inscrits  à un  système  de  six  plans  cl  dont  la  sphère 
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diagonale  (x1-+-j',+  z1  — a*-f-  b*-+-  c’)  conserve  un  rayon 
constant,  est  une  sphère.  » 11  restait  à compléter  ees  ana- 
logies et,  comme  on  sait  construire  dans  le  plan  la  droite 
ou  le  cercle  des  centres,  à construire  aussi  dans  l’espace  le 
plan  ou  la  sphère  des  centres  à l aide  des  plans  donnés  : 
question  en  apparence  fort  difficile,  dont  une  solution  im- 
prévue pouvait  naître,  sans  doute,  de  la  géométrie  ou  du 
hasard  , mais  qui  paraissait  devoir  se  dérober  longtemps  au 
calcul.  Si  l’on  aborde,  en  effet,  parla  voie  analytique  ordi- 
naire la  détermination  de  l’un  quelconque  des  lieux  géomé- 
triques précédents,  on  se  trouve,  dès  le  début,  en  présence 
d’éliminations  à peu  ptès  irréalisables.  F.t,  bien  que  l’on 
puisse  en  venir  à bout  à l’aide  de  certaines  relations  dites 
d'identité , calculées  d’abord  par  M.  Terquem  pour  les 
courbes  du  second  ordre,  par  M.  Mention  pour  les  sur- 
faces, l’extrême  complication  des  calculs  permet  seulement 
de  reconnaître,  dans  chaque  cas,  la  nature  du  lieu.  C’est 
ainsi  que  M.  Mention  a pu  constater  l’existence  d’une 
sphère  des  centres  analogue  au  cercle  reconnu  par  Steiner, 
mais  sans  apercevoir  la  position  du  centre  de  cette  sphère 
par  rapport  aux  six  plans  donnés. 

Ou  peut  traiter  tous  ces  problèmes  par  une  méthode  di- 
recte n’exigeant  que  très-peu  de  calculs,  et  prenant  son 
point  de  départ  dans  l’interprétation  géométrique  des  équa- 
tions de  la  tangente  à l’ellipse,  ou  du  plan  tangent  à l’el- 
lipsoïde, rapportés  à leurs  axes  de  figure;  équations  que 
l’on  peut  transporter  ensuite  à des  axes  quelconques.  Ainsi 
commencés,  tous  les  calculs  s’achèvent  heureusement;  et 
cette  analogie  qui  existait  au  commencement  entre  les  pro- 
blèmes plans  ou  solides  que  l’on  s’était  proposés,  se  re- 
trouve d’une  manière  frappante  dans  l’identité  de  forme 
des  équations  finales  qui  les  résolvent  et  qui  sont:  d’une 
part, 

£\p?  = o,  Vx,p;  = «*+/>»; 
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CHAPITRE  ni. 


^,XlPÎ  = o,  Pf  = «*  + *’ -4- e*. 

On  voit,  d’ailleurs,  par  la  forme  de  toutes  ces  équations, 
que  chacune  d’elles  est  la  plus  simple  possible,  eu  egard 
au  nombre  des  variables  P,,  P,,.  . P„  qu’elle  renferme, 
et  qui  n’y  sont  pas  mêlées  les  unes  aux  autres,  mais  y figu- 
rent seulement  par  leurs  carrés.  De  là  une  facilité  d’inter- 
prétation à laquelle  ajoute  encore  le  parallélisme  des  équa- 
tions correspondantes  pour  le  plan  et  pour  l’espace.  Car  les 
considérations  à l’aide  desquelles  on  peut,  dans  le  plan, 
déduire  de  la  seule  forme  de  son  équation  la  position  du 
lieu  que  l’on  étudie  par  rapport  aux  données  géométriques 
delà  question,  se  trouvent  naturellement  indiquées  comme 
devant  être  essayées  de  même,  quand  ou  aura  à étudier  la 
position  du  lieu  correspondant  de  l’espace.  Or  il  arrive 
que  cet  essai  réussit,  et  que  ces  mêmes  considérations  suf- 
fisent pour  faire  apparaître  tous  les  détails  de  position, 
essentiels  ici,  qui  étaient  d’abord  cachés  dans  l’équation 
du  lieu.  Mais,  comme  nous  le  verrons,  beaucoup  d’autres 
choses  apparaissent  en  même  temps  auxquelles  on  ne  son- 
geait pas,  que  personne  n’avait  encore  aperçues,  et  qui 
donnent  : à la  géométrie  comparée  des  polygones  et  des  po- 
lyèdres, plusieurs  théorèmes  nouveaux;  à la  théorie  des 
lieux  géométriques  plans  ou  solides,  de  tous  les  ordres 
et  de  toutes  les  classes,  un  principe  unique,  jusqu’ici 
ignoré,  et  qui  parait  contenir  toute  celte  théorie. 

82.  L’ellipse  (2a,  2 b)  étant  rapportée  à ses  axes  de 
figure,  l’une  quelconque  de  ses  tangentes  peut  être  repré- 
sentée par  l’équation  connue 

xcosa  -4-^sin  a = P = v^’cos’  a -+-  è'sin’a, 

a désignant  l’inclinaison,  sur  l’axe  2 a,  de  la  normale  cor- 
respondante N,  et  P = y/a*  cos’a  -f-  b*  sin*  a la  distance 
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du  centre  delà  courbe  à la  tangente  considérée.  Traduisant 
celle  équation  en  langage  ordinaire,  on  peut  dire  que  le 
carré  de  la  distance  décentre  d’une  conique  à l’ une  quel- 
conque de  ses  tangentes  est  égal  à la  somme  des  carrés 
des  produits  de  chacun  des  demi- axes  de  la  courbe  par  le 
cosinus  de  l'angle  formé  par  la  direction  de  cet  axe  avec 
la  normale  correspondante  N, 

P'r=  n’cos’f N,  a)  + é’cos’ (N,  6); 

et  celle  formule  est  ensuite  applicable,  comme  nous  l’al- 
lons voir,  à un  système  quelconque  d’axes  coordonnés. 

83.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à un 
quadrilatère. 

Soient,  relativement  à un  système  quelconque  d’axes 
rectangulaires, 

P,P,P,P4=o 

les  côtés  du  quadrilatère  donné;  chacune  des  fonctions  P„ 
étant  de  la  forme 

P«  = A„.r  -t-  B,j-  — o„, 

où  A„  et  R„  désignent  les  cosinus  des  angles  formés  avec  ox, 
oy  par  la  normale  au  côté  correspondant,  ou  les  cosinus 
directeurs  de  celte  normale. 

Si  l’on  désigne  de  même  par  x cl  (3,  a'  et  |3'  les  cosinus 
directeurs  da  chacun  des  axes  i a ou  2 b d’une  ellipse  tan- 
gente aux  quatre  droites,  on  aura  pour  le  carré  de  la  di- 
stance du  centre  ( x,jr ) de  cette  ellipse  à chacune  de  ces 
droites,  celte  double  expression 

P’—  (Ax  -4-  Br  — o)’—  «’cosqN,  a)  -t-  i'cos’ (N,  è); 

ou,  en  développant  les  cosinus,  * 

P'  = (Ax+  B/  — u)«  = b'(Aj  -I-  Bp)*+  é*(Aa'-t-  Bp')». 

Appliquant  cette  relation  à chacune  des  quatre  tangentes 
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données,  il  vient 
1“  p;=  (A,  j -t-B,y  — 0,)’=  «’ (A, a -t-  B,  P)3 -4-  i’fA.a'-t-  B,  fi')1, 

2"  (A,x -f-B,/  — «’(A,2 ■+■  B,p)’+  b'{ A,  a' -4- B,  9') J, 

3"  p;=  (A,.r  +B^  — a,)1—  o’ (A, a -t-  B,p),+  è’(A,a'-t-  B, P')1, 

4"  PJ=  (A,x  -4-B,j  — nty=  «’(A,a  -+-  B,p)3-t-  è3(A,a'-4-  B,  ,3')*, 

et  la  détermination  du  lieu  des  centres  est  ramonée  à l'éli- 
mination, entre  ces  quatre  équations,  des  trois  paramètres 
indépendants  auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,  b, 

«5  ?>>  *'»  &'■ 

Or  cette  élimination  se  réalise  aisément  en  vertu  d’un 
mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les  équations 
iu,  2°,  3°,  4"»  et  d’après  lequel  les  quantités 

fi3a3  et  é’a'3,  «’jp  et  63p'3,  «’a3  et  A’a'll' 

entrant  de  la  même  manière  dans  toutes  les  combinaisons 
que  l’on  en  pourra  former;  il  suilira  de  rendre  nuis  les 
coefficients  des  termes  en 

«3  a3,  a’ap,  «3p3 

dans  l’équation  résultant  de  celte  combinaison,  pour  voir 
disparaître  toutes  les  variables. 

Si  l’on  désigne,  dès  lors,  par  X,,  Xs,  X3,  Xi  quatre  coeffi- 
cients indéterminés  dont  les  rapports  soient  définis  par  les 
relations  suivantes 

X|  A j -f-  ).,  A^  -t-  X,  A 3 -f-  X4A;  = o, 

X,  B;  4-  X,  b;  -+-  X,  B’  + X,  B;=  o, 

X, A i B,  4*  X, A,B,  -t-  X,  A3B4  4-  X.A.B,  — o, 

et  qu’ayant  multiplié  les  équations  i°,  20,  3°,  4°  respecti- 
vement par  X,,  X,,  X,  X,,  on  les  ajoute  membre  à membre  : 
le  second  membre  de  l’équation  résultante  est  identique- 
ment nul,  en  vertu  des  relations  (X);  tous  les  paramètres 
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variables  se  trouvent  éliminés,  et  l’équation  du  lieu  est 

I X,  (A.jt  -+-  B,  y- o,)>  + >»  ( — )* 

1 -4-  X, (A,x  -f-  B, j — 0|)’=0( 

(i) 

f 

D’ailleurs,  eu  vertu  des  relations  (X),  les  termes  en  x’, 
disparaissent  d’eux-mèmcs  du  premier  membre  de 
cette  équation,  qui  représente  dès  lors  une  droite;  et  l’on  a 
ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  quadri- 
latère P,P,P3P,=  o est  la  droite  représentée  par  l'é- 
quation 

(i)  X.PÎ-+  l,Pî-M1P;+XlP*  = o, 

rendue  linéaire  en  x et  y pur  un  choix  convenable  des 
coefficients  X,, . . .Xv. 

8t.  Remarque  I. — Quels  que  soient  l'angle  des  axes  ox , 
oy  et  la  forme  des  fonctions  P,  la  droite  des  centres  demeure 
représentée  par  l’équation  (i);  ou,  en  prenant  pour  axes 
des  x et  des  y deux  des  quatre  droites  données,  parcelle-ci  : 

(■')  x (î + 1,  - ,V+ v (J - 1 )’= °- 

les  coefficients  a,  ji,  X,  X'  étant  toujours  choisis  de  manière 
à produire  la  disparition  des  termes  en  x’,  xy,}  *.  Il  serait 
donc  facile  de  vérifier,  conformément  au  théorème  de 
Newton,  que  la  ligne  des  centres  se  confond  avec  la  droite 
des  milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  ( Principes  de  la  Philosophie  naturelle, 
liv.  Ier,  prop.  27).  Mais  celle  vérification  est  rendue  inu- 
tile par  notre  analyse,  et  la  position  de  la  droite  des  centres 
est  en  évidence  dans  l’équation  (1). 

Remarquons,  en  effet,  les  coefficients  X,,...X,  étant 
d’abord  supposés  quelconques  et  la  ligne  (1)  étant  traitée 
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comme  une  courbe  du  second  ordre,  que  la  polaire  prise 
par  rapporta  cette  ligne  d'un  point  quelconque  (/>,,  pt. 
Pii  Pi)  est  représentée  par  l’équation  (p.  18,  n°  14)  ; 

>i/>i  P.  4-  4-  > j/>jPi  4-  \pt  P,  = o ; 

et  que  celle-ci  devient,  par  la  double  hypothèse  o = p,—  pt. 
Pi  4-  La>.P.=  o. 

La  polaire , prise  par  rapport  à l’une  quelconque  des 
courbes  (i),  de  chacun  des  sommets  (o  = p,  = pt)  du 
quadrilatère  considéré , passe  donc  par  le  sommet  opposé 
(o  = P3  = Pt).  Et  deux  sommets  opposés  quelconques  du 
quadrilatère  sont  conjugués  par  rapport  à chacune  de  ces 
lignes  (*). 

Or,  dans  toute  courbe  du  second  ordre,  le  segment  qui 
réunit  deux  points  conjugués  est  divisé  harmoniquement 
par  ces  points  et  par  la  courbe.  Si  donc  la  courbe  (i)  se 
réduit  à un  système  de  deux  droites  D,  D',  celles-ci  divisent 
harmoniquement  le  segment  compris  entre  deux  points 
conjugués  quelconques;  et  si  la  courbe  (i)  se  réduit  enfin  à 
une  droite  unique  D,  ou  au  système  formé  de  cette  droite 
et  de  la  droite  à l’infini,  le  segment  compris  entre  deux 
points  conjugués  quelconques,  étant  encore  divisé  harmo- 
niquement par  la  droite  D et  la  droite  à l’infini,  se  trou- 
vera divisé  en  deux  parties  égales  par  la  seule  droite  D.  La 
droite  D,  représentée  par  l’équation  (i),  divise  donc  en 
parties  égales  le  segmeut  compris  entre  deux  sommets  op- 
posés quelconques,  ou  chacune  des  diagonales  du  quadrila- 
tère proposé. 

85.  Remarque  II.  — Cinq  tangentes  d’une  conique 
étant  données,  le  centre  de  la  courbe  est  au  point  de  con- 
cours des  médianes  des  cinq  quadrilatères  formés  par 


(*)  Deux  points  étant  dits  conjugués  par  rapport  à une  courbe  du  second 
ordre,  lorsque  la  polaire  de  l’un  de  ces  points,  prise  par  rapport  à la  courbe, 
prisse  par  l’autre. 
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86.  Remarque  III.  — Vue  conique  étant  définie  par 
les  cinq  tangentes 

P. P.  P» P.  Ps  = o, 

l'équation 

o = > x,p;  = d. 


abaissée  au  premier  degré  à l’aide  des  coefficients,  repré- 
sente le  faisceau  des  diamètres  de  celte  conique.  Réci- 
proquement, etc. 

Soient  en  effet 

(o)  o^DsVp.P; 

Ml 

l’une  des  droites  contenues  dans  l’équation  précédente,  et 


(') 

0 = D,  = 

\ * p’ 

a 

(s) 

y 

o = Dj  = 

V XP. 

4 

— U-0 

(3...) 

0 = d3  = 

à 

Ç IP* 

les  médianes  des  quadrilatères  formés  des  cinq  tangentes 
données,  moins  la  première  P,,  ou  la  seconde  P,,  ou  la 
troisième  P,  ; ... . 

Si  entre  les  identités 


et 

(,)  D.=y  \p> 

émJ—i 


on  élimine  le  terme  en  Pj  qui  figure  au  second  membre  de 
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l’une  et  de  l’autre,  la  comparaison  de  l’identité  résul- 
tante 

(iD  + fl|D,s^  ).PJ 

à l’une  des  premières 

(2)  D,3=Y  aP= 

^-1 

permet  d’écrire  identiquement 

D,  = a D -4-  a,  D, , 
ou 


(o,  1,  2)  D = m,  D,  -+-  /n3D,. 

La  droite  D = o passe  donc  par  le  point  de  commune  in- 
tersection de  dcuxquelconques  des  droites  D,  D, . . .D5  = o, 
ou  par  le  centre  de  la  conique  considérée. 

Réciproquement,  un  diamètre  quelconque  d'une  co- 
nique définie  par  les  cinq  tangentes  P1P,...P5  = o 
peut  être  représenté  par  une  équation  de  la  forme 
\is 

> X,  PJ  = o;  car  deux  des  diamètres  de  la  courbe  étant 
représentés  par  les  équations 


o=D'=y(t>p;. 


et  tous  les  diamètres  concourant  en  un  même  point,  un 
troisième  diamètre  quelconque  sera  représenté  par  une 
combinaison  homogène  des  deux  équations  précédentes 

a 1)  -t-  a'  D'  = o ou  \ »,  PJ=o. 


87.  Remarque  IV.  — • La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  six  droites 

P,  Pï...P1P,  = o 

soient  tangentes  h une  même  conique  est  qu'il  existe , entre 
les  carrés  des  distances  de  toutes  ces  droites  à un  point 
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quelconque  de  leur  plan , une  relation  linéaire  et  homo- 


gène 


le  signe  = désignant  toujours  une  identité. 

Si  les  droites  données  sont  d’abord  six  tangentes  d'une 
même  conique,  l’un  quelconque  des  diamètres  D = o de 
rette  dernière  donnera  lieu  aux  identités 


d-y».pï,  D=yv,Pî; 

et  celles-ci  entraînent  la  relation  identique 


= o. 


Et  si,  d’autre  part,  six  droites  donnent  lieu  à une  telle 
identité,  les  six  coniques  tangentes  à cinq  de  ces  droites 
ont  les  mêmes  diamètres 


o=y\Pï 


le  même  centre,  cl  se  confondent  en  une  même  courbe  tan- 
gente aux  six  droites  considérées. 

88.  On  peut  établir  géométriquement  le  théorème  de 
Newton  à l’aide  des  considérations  suivantes  où  intervien- 
nent quelques  propriétés  de  l liyperboloïdc  à une  nappe 
que  nous  aurons  à utiliser  dans  la  suite. 

t°  Que  l’on  considère  d’abord  le  lieu  des  centres  de  tous 
les  hyperboloïdes  gauches  menés  par  deux  droites  don- 
nées, non  situées  dans  un  même  plan. 

Les  deux  plans,  parallèles  entre  eux,  menés  suivant  ces 
droites,  font  un  système  de  deux  plans  tangents  parallèles , 
communs  à tous  les  hyperboloïdes  considérés  dont  les  cen- 
tres appartiennent  dès  lors  à un  même  plan  parallèle  aux 
deux  précédents  et  équidistant  de  l’un  et  de  l’autre.  Le 
lieu  actuel  des  centres  est  donc  le  plan  parallèle  à cha- 
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curie  des  droites  données  et  équidistant  rie  l'une  et  de 
l'autre,  ou  le  plan  médian  relatif  à ces  droites. 

2°  Il  résulte  de  là  que  /c  lieu  des  centres  des  hyperbo- 
loïdes  à une  nappe , menés  par  les  quatre  côtés  d'un  qua- 
drilatère gauche,  n’est  autre  que  la  commune  intersection 
des  deux  plans  médians  relatifs  aux  côtés  pairs  ou  impairs, 
on  la  médiane  de  ce  quadrilatère  : chacun  de  ces  plans  mé- 
dians contient,  en  effet,  les  points  milieux  des  deux  diago- 
nales, ainsi  que  la  droite  qui  les  réuuit. 

3°  Si  l’on  revient  maintenant  à la  ligure  primitive  com- 
posée d’un  quadrilatère  plan  abcd  et  de  l’une  quelconque 
des  ellipses  inscrites;  celle-ci  pourra  représenter  l’ellipse 
de  gorge  d’un  hyperboloïde  auxiliaire  passant  par  les  quatre 
côtés  d’un  quadrilatère  gauche  ABCD,  mené  arbitraire- 
ment dans  l'espace  sous  la  seule  condition  que  sa  projection 
orthogonale  sur  le  plan  de  celte  ellipse  coïncide  avec  le 
quadrilatère  abcd.  Or,  le  centre  de  cet  hyperboloïde,  ou 
le  centre  même  de  l' ellipse  considérée,  devant  se  trouver  à 
la  fois  sur  le  plan  de  cette  ellipse  et  sur  la  médiane  du  qua- 
drilatère gauche  ABCD;  ce  centre  n’est  autre  que  la  trace 
de  celte  médiane  sur  ce  plan,  c’est-à-dire  un  point  de  la 
projection  sur  le  plan  abcd  de  la  médiane  de  ce  quadrila- 
tère gauche,  ou  un  point-  de  la  médiane  du  quadrilatère 
projeté  abcd.  C.  Q.  F.  d. 

89.  Remarque.  — Le  théorème  général  relatif  au  lieu 
des  centres  des  liypcrboloïdes  menés  parles  côtés  d’un  qua- 
drilatère gauche  n’est  donc  qu’un  corollaire  immédiat  de 
la  situation  du  centre  de  toute  surface  du  second  ordre  par 
rapport  à deux  plans  tangents  parallèles.  La  situation  dit 
centre  d’une  conique,  à égales  distances  de  deux  tangentes 
parallèles,  devrait  donc  suffire  aussi  à l’établissement  di- 
rect du  théorème  de  Newton.  Cependant  il  n’en  est  rien, 
ou  il  parait  n’en  être  rien.  Et  la  séparation  que  présentent, 
au  point  de  vue  de  la  démonstration , deux  théorèmes 
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pourtant  si  voisins,  subsiste  comme  une  singularité  géomé- 
trique dont  l'explication  est  peut-être  assez  cachée,  mais 
que  l’analyse  peut  faire  disparaître,  comme  on  le  verra,  en 
ramenant  ces  deux  théorèmes,  et  plusieurs  autres  sembla- 
bles, à ce  même  principe  dont  nous  venons  de  parler. 

90.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à un 
triangle , et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  principaux 
est  assujettie  à demeurer  constante . 

Les  côtés  du  triangle  étant  représentés  par  les  équations 

P,  P,  P,  = o, 

et  toutes  les  notations  du  n°83  étant  conservées,  la  déter- 
mination du  lieu  actuel  des  centres  [(.r,j)  ou  (P,,  P,,  P,)] 
dépendra  de  l’élimination  des  trois  paramètres  indépen- 
dants auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,  h , a,  jS, 
a',  (3',  entre  ces  quatre  équations  : 

i"  PJ  = ( A,  j-t-  B,,r  — 0,)’  = a1  (A,  st  -+-  èJ( A,a'  -t-  B,  p')’; 

a»  P;  = (A,x-t-B,^  — o1P=as(A,a-+-B,p),-trA,(AJa'-t-Bip')', 
3“  PÎ  = (A,x-t-B,7  — o,),=a>(A3a-+-BJp),-l-i}(AJ«'-t-Bjp')ï; 
4°  a1  -+-  b'1  — X-’  — const. 

Or  si,  désignant  par  À,,  X,,  X,  trois  coefficients  définis  par- 
les conditions  suivantes  : 

iX,Aj  X,  A\  -t-X,  A’  ~ i , 

(X)  • X,  BJ  -+•  X,  B|  -4-  X,  BJ  = l , 

( X,  A i B,  -4-  X,  A,  B,  -4-  X,  A,  B,  — o, 

l’on  ajoute,  membre  à membre,  les  équations  t“,  a°,  3° 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres 
X,,  X,,  X,  : le  second  membre  de  l’équation  résultante  de- 
vient, en  vertu  des  relations  (X), 

toutes  les  variables  se  trouvent  éliminées,  et  il  vient,  pour 
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l'équation  du  lieu, 


(") 


-+-).j(Ajjr-(-BJ;' — Er,)3=fl'-4-i*=:const., 


ou 


= a1  -4-  b'. 


D'ailleurs,  les  termes  du  second  degré  de  cetlc  équation  sc 
réduisent  à x’-t-)5,  en  vertu  des  relations  (1).  Le  lieu 
considéré  est  donc  un  cercle,  et  l’on  a ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  triangle 

P,  P;  P 3 — - o , 


et  dont  la  somme  des  carrés  des  axes  principaux  demeure 
constante , est  le  cercle  représenté  par  l'équation 


(2)  ^ À,  P?  = «*  -)-  b’  = const. 

ramenée  à la  forme  circulaire  x*  ’ -b  . . . parun  choix 
convenable  des  coefficients. 


91 . Remarque  I.  — Si  les  axes  ox,  oy  se  coupent  sous 
un  angle  quelconque,  l’équation  précédente  est  encore  ap- 
plicable. On  peut  donc  prendre  pour  axes  deux  des  trois 
tangentes  données,  et  le  lieu  des  centres  demeure  repré- 
senté par  l’équation 

(2'  ) ax’  + fl/’  -t-  i ^ t-  — — •)  — a-  -h  b' 

ramenée  maintenant  à la  forme  circulaire 
-H  y*  -+-  2 xy  cos  (x,  _>•)+... 

par  un  choix  convenable  des  coefficients.  La  détermina- 
tion du  centre  du  cercle  (2)  ou  (2')  en  résulterait  aisé- 
ment, et  l’on  vérifierait,  conformément  au  théorème  de 
Slcincr,  qu’il  coïncide  avec  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  du  triangle  donné.  Mais  cetlc  vérification  serait 
ici  superflue,  la  position  du  centre  étant  en  évidence  dans 
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l'équation  (a)  ; aussitôt  du  moins  que  l'on  y suppose  nulle 
la  constante  a ’ -+-  b',  ce  qui  ne  change  rien  .à  la  position  du 
point  cherché. 

Posons,  en  effet, 

a1  + b'  — o, 


1’ (■quation  (a)  prend  la  forme  homogène 


et  l’on  voit  bien  maintenant,  \e  cercle  représenté  par  cette 
dernière  équation  étant  conjugué  au  triangle  P,PtPs  = o, 
que  le  centre  de  ce  cercle  coïncide  avec  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  de  ce  triangle. 


92.  Remarque  11 . — Lu  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  d'une  ellipse  inscrite  à un  triangle  est  mesurée  pur 
la  puissance  du  centre  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle 
conjugué  A ce  triangle. 

Les  coordonnées  x,j  ou  P,,  P,,  P3  du. centre  de  toute 
ellipse  inscrite  vériGent,  en  eflet,  l’équation  (a) 

a’  + i’=yi,P!  = (x-A)H  {jr — B)’  — R1  ; 

% 

et  l’on  peut  dire  que  ces  coordonnées,  substituées  dans  la 
fonction 

l,Pj  = (x  — A)’  -4-  [y  — B)J  — R’ 

du  cercle  conjugué  au  triangle,  lui  font  acquérir  une  va- 
lent-simultanément  égale  à la  somme  a*  ■+■  ld  des  carrés 
des  demi-axes  de  l’ellipse  considérée,  et  à la  puissance  du 
centre  de  celle-ci  par  rapport  à ce  cercle. 

Si  l’on  appelle  cercle  diagonal  de  l’ellipse 


Digitized  by  Google 


80  CHAPITRE  III. 

le  cercle  concentrique 

x1  -t-  y1  — a'  -4-  6’ 

ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur 
les  deini-axes  principaux  de  la  courbe,  le  théorème  pré- 
cédent devient  susceptible  de  cet  autre  énoncé  : 

Les  cercles  diagonaux  de.  toutes  les  coniques  inscrites  à 
un  même  triangle  sont  orthogonaux  à un  même  cercle,  le 
cercle  conjugué  à ce  triangle. 

93.  Remarque  111 . — Le  lieu  des  centres  des  hyper- 
boles équilatères 

«’  + = o 

inscrites  à un  triangle  est  le  cercle  conjugué  à ce  triangle. 
Ce  cercle,  d'ailleurs,  est  réel,  se  réduit  à un  point  ou  de- 
vient imaginaire,  suivant  que  le  triangle  proposé  est  obtu- 
sangle,  rectangle  ou  acutangle. 

94.  Remarque  If'.  — Les  centres  des  hyperboles  équi- 
latères définies  par  quatre  tangentes  appartiennent  à cha- 
cun des  cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  de 
trois  quelconques  de  ces  tangentes.  Ces  quatre  cercles  se 
coupent  dans  les  deux  mêmes  points,  centres  de  deux  hy- 
perboles répondant  à la  question;  et  la  droite  qui  les  réu- 
nit, ou  l’axe  radical  de  ces  cercles,  se  confond  avec  la  mé- 
diane du  quadrilatère  résultant  des  tangentes  données. 

93.  Remarque  V.  — Le  théorème  de  Newton  peut 
être  considéré  comme  une  conséquence  du  théorème  de 
Steiner. 

Soit,  en  effet,  a’  -f-  la  somme  des  carrés  des  demi-axes 
de  l'une  quelconque  des  coniques  tangentes  aux  quatre 
droites  P,  P,  Pj  P»  = o.  Le  centre  de  cette  conique,  apparte- 
nant, d’après  ce  dernier  théorème,  à chacun  des  cercles 

>,P,  -+-X.P1  4-X,P|  —a'  + b\ 
p.p1,  ■+-  fr,Pi  -t-  f*,p;  = o1  + b », 
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appartiendra  aussi  à leur  axe  radical  représenté  par  l’une 
des  équations 

x.p?  -+-  (x,-  p.) pj  + (X,  - ps)  p;  - p,Pî  = o, 

ou 

y,p;  -+-  x;p;  -4-  v,p;  -t-  à'.p;  = o : 

et  le  lieu  des  centres  n’est  autre  que  la  droite  unique  et 
déterminée  représentée  par  cette  équation. 

90.  Remarque  VI. — Comme  celui  de  Newton,  le  théo- 
rème de  Steiner  peut  devenir  évident  à l’aide  de  quelques 
considérations  empruntées  de  la  Géométrie  de  l’espace. 

D’après  le  théorème  de  Monge,  le  lieu  décrit  par  le  som- 
met d’un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à l’ellipsoïde 
(a,  />,  c)  est  une  sphère  concentrique  ayant  pour  rayon  la 
diagonale  du  parallèlipipède  construit  sur  les  trois  demi- 
axes  de  l’ellipsoïde  : R = y/a*  -+-  b*  -f-  c1.  Or,  si  l’un  de  ces 
demi-axes  c diminue  graduellement  et  tend  vers  zéro,  le 
théorème  subsiste  toujours  pour  se  transformer,  à la  limite, 
en  celui-ci  : Le  lieu  décrit  par  le  sommet  d’un  trièdre 
trirectangle  circonscrit  à l'ellipse  (a,  b ) est  une  sphère 
concentrique  ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  de  l’ellipse  : R = y/a ' -t-  b'. 
C’est,  d’ailleurs  , ce  que  l’on  vérifierait,  par  un  calcul  di- 
rect, en  formant  l’équation  générale  des  cônes  menés  sui- 
vant la  courbe 


et  écrivant  la  condition  nécessaire  pour  que  trois  des  plans 
tangents  de  l’un  de  ces  cônes  forment  un  trièdre  trirec- 
tangle. La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux 
d'une  conique  est  donc  représentée  par  le  carré  de  la  dis- 
tance du  centre  de  la  courbe  au  sommet  de  l’un  quelcon- 
que des  trièdres  trirectangles  circonscrits  : a*  -+-  b*  — oM. 

Que  l’on  considère  maintenant  (Jig.  1 6)  le  lieu  des  cen- 
tres odes  coniques  inscrites  au  triangle  donné  ARC  et  dont 

6 
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les  carrés  des  demi-axes  principaux.  b*,  conservent  une 
somme  constante  : on  verra,  le  triangle  circonscrit  ABC 
et  le  nombre  y«*  -+-  b‘  étant  tlonnès , qu’il  en  est  de  même 

Fig.  iG. 


M 


A 


du  sommet  M du  trièdre  trirecianglo  construit  sur  ce 
triangle  comme  base,  et  de  la  distance  Mo  = oW  = ^«’-f  A1 
de  ce  sommet  M au  centre  de  runc  quelconque  des  coniques 
de  la  série.  Le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  coniques  coïn- 
cide donc  avec  la  section  d'une  sphère  décrite  du  point  M 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à y 'a'  -f-  />',  par  le  plan 
ABC  du  triangle  donné  : et  celle  section  est  un  cercle  ayant 
pourccntre  la  projection  du  point  M sur  ce  plan,  ou  le  point 
de  rencontre  H des  trois  hauteurs  de  ce  triangle;  ce  qui  est 
la  partie  essentielle  du  théorème  deStciner. 

Mais  on  déduit  encore,  de  l’égalité  a'  -f-  b1  = oM  , 

-4-  è’  = o H + H M ; 

ou,  en  remarquant  que  le  triangle  «MA  est  rectangle  en  M, 
et  que  les  segments  H«,  HA  sont,  dans  la  figure,  de  sens 
opposés  ou  de  signes  contraires, 

è>  = «H’  — HÂ.HA  = M1!  — p’: 
p désignant  le  rayon,  imaginaire  dans  la  figure,  du  cercle 
conjugué  au  triangle  ABC  [p  = r y/ — i )•  Or  le  centre  de 
ce  cercle  étant  le  point  11  lui-même,  la  relation 

«’  -t- 6’  = — p- 
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exprime  que  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de  toute 
ellipse  inscrite  à un  triangle  est  mesurée  par  la  puissance 
du  centre  o de  la  courbe  par  rapport  au  cercle  conjugué 
au  triangle.  Et  c'est  aussi,  comme  nous  l’avons  vu  (Remar- 
que II)  la  dernière  conséquence  de  1’équaliou  (a)  (p.  78). 

§ II.  — Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  sept  plans  P, . . . P7  = o : ou  du  plan 

représenté  par  V équation  ' X,  P|  = o. 

97.  On  sait  que  l’équation  générale  des  plans  tangents  à 
l’ellipsoïde 


rapporté  à scs  axes  de  ligure,  est 

ai+  [3 y J — P = »’  b'ji?  -H  c’y’  : 

P désignant  la  distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tan- 
gent considéré;  et  a , |3,  y les  cosinus  des  inclinaisons,  sur 
les  axes  an,  a b,  ic  de  l’ellipsoïde,  de  la  normale  correspon- 
dante N.  Traduisant  cette  équation  en  langage  ordinaire, 
on  peut  di re  que  le  carré  de  la  distance  du  centre  d'un 
ellipsoïde  à l'un  quelconque  de  ses  plans  tangents  est 
égal  à la  somme  des  carrés  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant chacun  des  demi-axes  principaux  a,  b,  c de  la 
surface  par  le  cosinus  de  l'angle  formé  par  la  direction  rie 
cet  axe  avec  la  normale  correspondante  N : 

P’  = a’cos1  (N,  <i)  -t-  i’cos*  (N,  b)  -+-  c’eos’  (N,  c). 

98.  Du  lieu  des  centres  ries  surfaces  du  second  ortlre 
tangentes  à sept  plans  donnés. 

Soient,  relativement  à un  système  quelconque  d’axes 
rectangulaires, 

P,P,...PsP,  = o 

les  sept  plans  donnés;  chacune  des  fonctions  P étant  de 
la  forme 

P = Ax  -t-  B/4-Cc  — a, 

6. 
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où  A,  B,  C désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  N 
menée  de  l'origine  au  plan  considéré,  et  ci  la  distance  de 
l’origine  à ce  plan. 

Soient,  en  outre,  (x,y,  z)  le  centre  d’un  ellipsoïde  tan- 
gent aux  sept  plans  donnés;  a,  b , c les  longueurs  de  ses 
demi-axes  principaux;  et 

a,  (5,  y les  cosinus  directeurs  de  l’axe  2 a, 
a,  P',  y'  * 2 b, 

H ti  H N „ _ 

* , P ,7  “ 2.C. 

D’après  la  remarque  précédente,  on  aura  cette  double  ex- 
pression de  la  distance  du  centre  de  l’èllipsoïde  à l’un 
quelconque  des  sept  plans  tangents  : 


P'  = (Aj  + B_x  -4-  Ci  — et)' 

r^a’eos’fN.a)  -4-  i’cos’fNjè)  -4-  eJ  cos:  (N,r); 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

(A-r  -4-  B/  -4-  Ci  — o)1 

= a1  (A«  -f-  B jl  4-  CyP 
+ iqA.'  -4- Bp'  -4-  Cy')’ 
-t-c»(Aa"+  Bp"-t-Cy")s. 


Delà,  en  appliquant  cette  équation  à chacun  des  plans  P,, 


= (A,  a -4- B,  p -4-  C, y )* 

4-  è5  ;A,  a -H  B,  p -4-  C(  y1  )* 
-4-  c’  ( A,  a"  -4-  B,  p"  -4-  C,  y”  J’, 


( A,  .r  -4-  B,^  -4-  C, z — 

— a ’ (A,  a -4-  B,  [J  -4-  C,  y 
-h  6^1  A,  a’  -h  B,  fi'  -4-C ,y'y 
+ c>(  A,  a»  -4-  B,  p"  -4-  C,  y")’. 


*>o 


(A, 


; — a,  j 


— a1  (A,  a -4- B)  p -4-C,  y)’ 
-4-  i’  ( A,  a1  -h  B,  p'  -4-C,  y')* 
-4-  C’(  A,  a"  -4-  B,  P"  -4-  C,  y" 
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et  la  détermination  du  lieu  des  centres  (x,  y,  z)  serait  ra- 
menée à l'élimination  des  douze  variables 

a,  b,  c\  a,  p,  7;  a! , p’,  7';  a",  p",  7" 

entre  les  sept  équations  que  l’on  vient  d’écrire  et  les  six 
relations  que  l’on  sait  exister  entre  les  neuf  cosinus  relatifs 
à trois  directions  rectangulaires  (a,  b,  c).  Mais  il  arrive  ici 
que  l’élimination  peut  s’effectuer  indépendamment  de  ces 
six  relations.  C’est  ce  qui  résulte,  au  point  de  vue  analyti- 
que, d’un  mode  particulier  de  symétrie  que  présentent  les 
équations  i°,  a°, ...,  y°,  et  d’après  lequel  les  quantités 


n’a3, 

è’a'3 

et 

c 3 a"3 , 

«’P3, 

£3P’3 

et 

c’p"3. 

o3'/3. 

b- y'2 

et 

c’y"2; 

«3ap, 

è’a'p' 

et 

c’a"  p" 

fl3P7, 

i’PV 

et 

c’PV 

b2x  '7' 

et 

•J  H // 

(?&  y 

entrant  de  la  même  manière  dans  toute  combinaison  de  ces 
équations,  il  suffira  de  rendre  nuis  les  coefficients  des  ter- 
mes en 

a'a},  fl’p%  «’ 7’;  rt’ip,  «3p7,  fl3 a 7 

dans  l’équation  résultant  de  cette  combinaison,  pour  voir 
disparaître  toutes  les  variables. 

Egalant  donc  à zéro  le  coefficient  de  chacune  de  ces  quan- 
tités dans  l’équation  qui  résulterait  de  l’addition  membre 
à membre  des  relations  i°,  a°,...,  70  après  leur  multiplica- 
tion respective  par  les  nombres  indéterminés  X,, 
il  vient 


j MJ 

H-  ^aA  ) 4-  . 

. -+-  1,AJ  =0. 

+ -f. 

. 4->,B3  =0, 

U,C2 

-f-  a3C*  -4"  • 

. -4-  C{  — O ; 

j X.A.B, 

~f“  ijAjBi  -4-  . 

. -4-  A ; B;  ~ 0 

j 

4*  H- . 

. “f*  A;B-Cî  — — Of 

A,  A.C, 

-f"  >.j  AjCj  -h  . 

. -f"  )•;  AjC;  — O. 
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Orsi,  multipliant  les  équations  i°,  a°,...,  ÿ°  respectivement 
par  les  nombres  actuellement  déterminés  on 

les  ajoute  membre  à membre;  le  second  membre  de  l'équa- 
tion résultante,  ordonné  par  rapport  aux  dix-huit  quantités 
telles  que  <**<*’,  a'fi',  n’y*  ; «’ajS,  a'ay,...,  a tousses 

coefficients  nuis,  en  vertu  des  relations  (?,),  cl  s'annule 
lui -même  identiquement.  L’élimination  des  douze  variables 
se  trouve  donc  effectuée,  et  le  lieu  des  centres  est  défini 
par  l’équation 

L (A,  .*•  -t-  B,  -i-  C,  z — n,)1 
-4-  L ( Al  X -f-  BjJ'  -f-  Cl  Z . — GFjP 


ou 


-4-  ( A,  x B;  y -4-  C:  z — é;  )’  = O 


=z  O. 


II  résulte,  d’ailleurs,  des  mêmes  relations  (À),  que  les  carrés 
et  les  rectangles  des  coordonnées  courantes  x , y , z dispa- 
raissent d’eux-mêmes  de  cette  équation,  qui  s'abaisse  au 
premier  degré  et  nous  donne  ce  théorème  : 

Le  Heu  des  centres  des  surjaces  du  second  ordre  tan- 
gentes aux  sept  plans 


P,  P,...P,  = o 


est  le  plan  représenté  par  l'équation 

a,  P|  -t-  P;  + . . . + 1|PJ  = o, 
ou 

][>,PÎ=o, 

rendue  linéaire  en  x,  y,  z par  un  choix  convenable  des 
coefficients. 

99.  Remarque  I.  — On  peut  établir  que  le  lieu  des  cen- 
tres des  ellipsoïdes  inscrits  à un  octaèdre  hexagonal  est  le 
plan  mené  par  les  points  milieux  des  trois  diagonales.  Ce 
plan,  rapporté  à sept  quelconques  des  faces  de  I'octaèdrc. 


Digitized  by  Google 


THÉORÈME  DE  IIOBILLIER.  87 

peut  donc  être  représenté,  de  huit  manières  différentes, 
par  une  équation  de  la  forme  ^ /.,  Pj  = o. 


100.  Remarq  ue  II.  — Développant  l'équation  du  plan 
général  des  centres,  on  trouve 

.r  (1,  o,  A,  4- ...  4-  et,  A,) 

4-y  (L  Oi  B,  -4-.  . . 4-  X,  D;  B,) 

4-  z (L  o,  C(  4-  ■ . . 4-  X,  nj,  C,)  4“  H — O J 

d’où,  pour  la  normale  même  de  l’origine  à ce  plan, 

■r  y 

À!  GX|  A , 4”  ■ • . 4-  À,  a,  A,  >,o,B,  —f~  < • < 4—  Ijnj  B; 

s 

/,  D|  Ci  4~ . • • 4-  à, ct, C, 

La  normale  menée  de  l’origine  au  plan  des  centres  coïn- 
cide donc  avec  la  résultante  d’un  contour  polygonal  dont 
les  côtés  successifs  seraient  représentés,  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens,  par  les  perpendiculaires  or,,  gt,,...,  gx-,  menées 
de  l’origine  à chacun  des  plans  donnés,  multipliées  respec- 
tivement par  les  membres  X,,  . . . . X,. 

Il  est  remarquable  que  les  changements  apportés  dans  ce 
contour  par  le  déplacement  de  l’origine  laissent  invariable 
la  direction  de  sa  résultante. 

101.  Remarque  1 1 1 . — L’équation 


conserve  la  même  signification  quelle  que  soit  l’obliquité 
des  axes.  Si  l’on  choisit,  par  exemple,  trois  des  sept  plans 
donnés  pour  plans  des  x,j',  z,  le  plan  général  des  centres 
demeure  représenté  par  l’équation 


ax1  4-  jj  ) 4-  yi-  4- 


renduc  linéaire  en  x,  y , z à l’aide  des  coefficients. 
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102.  Remarq ne  l P , — La  droite  des  centres  de  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  tangentes  à huit  plans  donnés 

P,P,...P.  = o 

est  définie  par  les  équations 


et  il  est  aisé  de  voir  que  l'équation 


abaissée  au  premier  degré  à l’aide  des  coefficients,  re/n in- 
scrite tous  les  plans  menés , en  nombre  infini,  par  lu 
droite  générale  des  centres  ; ou  le  système  ries  plan « dia- 
métraux communs  à toutes  les  surfaces  de  la  série. 

Soient,  effectivement, 


l’un  quelconque  des  plans  contenus  dans  l’équation  précé- 
dente; et 


les  plans  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tangentes 
aux  huit  plans  donnés,  moins  le  premier  P,,  ou  le  second 
P,,  ou  le  troisième  P,  . . 

Si  entre  les  deux  identités 


(0) 

(>) 

Q.„y_r 
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on  élimine  le  terme  en  Pj  qui  figure  au  second  membre  de 
l’une  et  de  l’autre;  et  que  l’on  compare  l’identité  résul- 
tante 

(0,1)  «Q  H-  n,  Q,  iP’ 

à l’une  des  premières 

(2)  Q,=y  ipi 

on  a encore  identiquement 

"Q  -+-  «iQi  = Qu 
ou 


0,1,2) 


Q==/n,Q,  -4-/n,Q,. 


Le  plan  Q = o passe  donc  par  la  commune  intersection  de 
deux  quelconques  des  plans  Q,Q,  ...Q,=  o ou  par  la 
droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces  considérées. 

Réciproquement , nu  plan  quelconque  mené  par  la  tlroiie 
îles  centres  peut  être  représenté  par  une  équation  tle  la 
forme 


o. 


Car  deux  des  plans  menés  par  cette  droite  étant  déjà  re- 
présentés par  les  équations 

o = Q = V>,p;,  o = Q'sVi.p:. 

ÂmU\ 


un  troisième  plan  mené  par  la  même  droite  sera  représenté 
par  une  combinaison  homogène  des  deux  précédentes 


«Q  -t-  a'Q'  — a , ou 


P.PÏ  = o. 


103.  Remarque  V.  — On  démontrerait  de  même  que 
l'équation 


abaisséeau  premier degréà  l’aidedes coefficients,  représente 
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tous  les  plans  menés  par  le  centre  de  la  surface  du  second 
ordre  définie  par  les  neuf  plans  tangents 

P,P,...P,=o, 

ou  le  système  des  plans  diaméli aux  de  celte  surface. 


10  t.  Remarque  VI.  — La  condition  nécessaire  et  sufli- 
sante  pour  que  dix  plans 

Pt  Pl  • . .PftPtt  — o, 


soient  tangents  à une  même  surface  du  second  ordre , est 
qu'il  existe , entre  les  carrés  de  leurs  distances  à un  point 
quelconque,  une.  relation  linéaire,  et  homogène 


(«) 


= o, 


le  signe  = désignant  une  identité. 

Et  si  certains  plans,  au  nombre  de  neuf  ou  de  huit,  se 
trouvent  dans  de  telles  dépendances qu' ils  donnent  lieu  à 
l'une  des  identités 


(l>) 


ou 

(') 


toute  surface  du  second  ordre  menée  tangentiel/ement  à 
tons  ces  plans , moins  un,  sera  d elle-même  tangente  au 
plan  que  l'on  avait  omis. 

En  effet,  il  résulte  d’abord  de  l’identité  (a)  que  tout  plan 


o=q=y\pî 

Lmi  I 

mené  par  le  cenlrc  de  la  surface  (1 , 2, . . . , 8,  9)  peut  aussi 
s'écrire 


v^io 

o = q^>  v,pî 

n 


et  passe,  dès  lors,  parle  centre  de  la  surface  (2, 3,.. .,9, 10)  : 
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tes  deux  surfaces  ont  le  môme  centre  et  huit  plans  tangents 
communs  ; elles  coïncident. 

11  résulte,  de  même,  de  l’identité  (b),  que  tout  plan 

o = Q~=«X1-t-Y\pî 


mené  par  le  centre  de  la  surface  (P,, . . ..P8,X)  peut  aussi 
s’écrire 


E«X’ 


■X* 


p; 


et  contient  le  centre  de  la  surface  (P,, . . . , P,,  X)  : ces  deux 
surfaces  ont  le  même  centre  et  huit  plans  tangents  communs 
(P,, . . . , P,,  X)  ; elles  coïncident. 

Il  résulte  enfin  de  l'identité  (c)  que  tout  plan 

V'7 

o = Q=«X,  + l'P+>  X.PJ 

i-ji 

mené  par  le  centre  de  la  surface  (P,,...,  P7,  X,  Y)  peut  aussi 
s’écrire 

o = Q =s=  «X1  4-  b Y’  -t-  V P] 

â-dt 

et  contient  le  centre  de  la  surface  (P,,. . P8,  X,  Y)  : ces 
deux  surfaces  ont  le  même  centre  et  huit  plans  tangents 
communs  (P,,. . P7,  Xel  Y)  ; elles  coïncident. 

Réciproquement,  dix  plans  tangents  d’une  surface  du 
second  ordre  donnent  toujours  lieu  à l’identité  (a). 

Car  l’un  quelconque  des  plans  diamétraux  Q = o de  la 
surface  donne  lieu  aux  identités 


Q=Vï,P;,  Q=aVV,P  !, 

à-Ji  +-d* 

et  celles-ci  entraînent  la  relation  identique 

105.  Remarque  Fil.  — Il  resterait  maintenant  à dé- 
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duire  de  l'équation  principale 


convenablement  interprétée,  la  construction  même  du  plan 
général  des  centres. 

Que  si,  essayant,  comme  le  veut  l’analogie,  les  considé- 
rations utilisées  déjà  dans  le  problème  semblable  relatif  au 
lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à quatre  droites, 
on  forme  l’équation  du  plan  polaire  d’un  point  quelconque 
(p,,pi,...,  pi)  par  rapport  au  plan  des  centres  (I)  assimilé 
à une  surface  du  second  ordre  par  l’adjonction  du  plan  à 
r infini  : on  trouvera  toujours  ce  plan  polaire  représenté 
par  l'équation 

/>.  P,  -+-  >î/>jP,  -4-  \,p,  P,  — O, 

et  l’on  reconnaîtra  encore  que  les  rayons  vecteurs  menés 
du  pôle  à ce  plan  sont  divisés  en  deux  parties  égales  par 
le  plan  général  des  centres.  Mais  si,  plaçant  le  pôle  en  l'un 
des  sommets  du  solide  formé  par  les  sept  plans  donnés,  ou 
pose,  par  exemple, 

o ~ /h  = p,  = Pi , 

l’équation  du  plan  polaire  correspondant 


X, y>,  P,  -t-  >,/>,P,  -t-  >,/>,  P,  -t-  l,p,  P,  = o 


n’admet  plus  aucune  solution  connue.  Bien  que  toujours 
parallèle  au  plan  des  centres,  le  plan  polaire  ne  nous 
laisse  apercevoir  aucun  de  ses  points,  et  nous  n’avons  plus, 
comme  précédemment,  dans  le  milieu  de  la  droite  qui  réu- 
nirait ce  point  au  pôle,  un  point  du  lieu  que  nous  cher- 
chons. L’analogie  parait  donc  interrompue;  mais  nous 
allons  voir  que  l’on  peut  la  rétablir  et  déduire  géométri- 
quement le  plan  des  centres  X = o de  sa  seule  équation 
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à laquelle  il  doit  satisfaire  : pourvu  que  l’on  rompe  préala- 
blement la  symétrie  qu’elle  présente  par  rapport  aux  sept 
plans  donnés. 

A cet  effet,  et  en  vue  d'une  notation  plus  avantageuse 
pour  la  suite  du  calcul,  substituons  d’abord,  à la  fonction 
P,  du  septième  des  plans  donnés,  la  fonction  équiva- 
lente P, 

Pi  = P; 

et  désignant  toujours  par  X = o le  plan  inconnu  des  cen- 
tres, écrivons,  au  lieu  de  l’identité  initiale  (r0), 


ou 

(0 


— 2 m 


3niX. 


X 


11  résulte  de  cette  dernière  que  le  cylindre  / larabo/if/ue 
représenté  par  l’une  ou  l’autre  des  équations  équivalentes 


(i)  o=£  X,PJ=P’ — ?.wX, 

est  conjugué  a l’hexaèdre  nbcda'b'c'd'  résultant  des  six 
premiers  plans  donnés  : de  telle  façon  que  le  plan  polaire, 
pris  par  rapport  à ce  cylindre,  de  chacun  des  sommets 
a,  b, ...  de  l’hexaèdre  (P,,  . . . , P#)  passe  par  le  sommet 
opposé  a',  b',  . . ,.  Et  l’on  voit  en  effet,  le  plan  polaire, 
pris  par  rapport  à la  surface  (i),  d’un  point  quelconque 
(p,,...,  p,)  de  l’espace  étant  représenté  par  l’équation 
générale  (p.  28,  n°28) 


o ou  X,/>,  P,  -t-  P,  4- . . . -t-  = o, 


que  l'équation  du  plan 


polaire  de  l'un  quelconque  des 
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sommets  o = p,  = />,  = ps  de  l’hexaèdre  est  simple- 
ment 

>1  p,  P|  -4-  Pi  Ps  -I- \pe  p«  = o : 

équation  d’un  plan  passant  par  le  sommet  opposé 
0 = Pl  = Pj  = P6. 

Deux  sommets  opposés  quelconques  a et  et',  b et  l>',  . . . 
de  l’hexaèdre  (P,  . . . Pc)  sont  donc  conjugués  par  rap- 
port au  cylindre 

P1  — 2 mX  = o. 

Ët  si  l’on  désigne  parP„,  P„>,  Pt,  Pt-,. . . les  distances  de 
ces  sommets  au  plan  donné  P = o,  parX„,  X„-,  Xt,  X,,., . . . 
les  distances  des  mêmes  sommets  au  plan  inconnu  X = o ; 
on  aura, entre  ces  dislanres  et  le  paramètre  m,  les  relations 

P.  P„-  = m (X.  -I-  X..), 

P*  Py  — m ( Xi  -t-  X&'), 

(2) 

PcP^  -/«(Xe-t-Xc/ï, 

. PrfP< r = m iXj ■+■  Xj'), 

entre  lesquelles,  éliminant  ce  paramètre,  on  obtient  ces 
trois  équations  distinctes 

( 3 ) X"  + X,/  __  X4  4-  Xi-  X,  Xf> Xrf  -t-  Xjf 

P«P»'  " Pi  Pi'  ~ PcPr-  ~ PrfPrf' 

Or  les  nombres  P„,  P„,,  P4,  IV,  . . . , qui  figurent  dans  ces 
équations,  étant  connus  et  désignant  les  distances  des  som- 
mets opposés  a et  a',  b et  b',  ...  de  l’hexaèdre  au  plan 
donné  P;  on  voit  qu’il  existe,  entre  les  distances  X„,  X„-  et 
Xt,  Xi',...  de  quatre  de  ces  sommets  au  plan  inconnu 
ou  variable  X = o,  trois  équations  homogènes  du  premier 
degré  : équations  tangentiel/es  qui  caractérisent,  prises 
isolément,  tous  les  plans  issus  d’un  point  déterminé  ,r„  ou 
xt,  ou  xs;  et,  collectivement,  le  plan  mené  par  ces  trois 
points  ou  le  plan  même  X que  l’on  cherche. 

Le  problème  n est  donc  plus  que  de  la  définition  géomé- 
trique du  point  (enveloppe  du  plan  mobile  X)  représenté 
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par  l’équation  tangenlielle 

...  X.-+-X.,  Xj-4-X*- 

(4)  -^r  = -wr' 

ou  [en  appelant  o,  o'  ( Jig . 17)  les  traces  des  arêtes  oppo- 
sées ab , a' b'  sur  le  plan  donné  P,  et  posant 


( n ) P„ — an r—  a,  P 4 = 60  = 6;  Vj  = n'u‘  — n',  Pj>—  b'o'=z  A'], 


par  celle-ci 

(5) 


a a'  P -4-  P' 

a. a b, b' 


dans  laquelle  a,  a',  /3,  jS'dcsignent  les  distances,  aux  points 
de  référence  a,  a',  b,  b1,  du  plan  variable  X,  ou  les  coor- 
données langentiellcs  X„,  Xa,,  Xt,  Xy  de  ce  plan. 

Fie-  '/• 


34  b* 


/ *T  — f \ 

! (-•  \ >0 


r=P> 


34 


1* 


Or  l’équation  (5)  est  prcmièrcmenlsatisfaite  parladouble 
substitution 

O = a -f-  x = p -4-  B’. 

Tout  plan  mené  par  le  point  milieu  a -f-  a.'  = o de  la  dia- 
gonale aa',  et  par  celui  (3-f-/3'  = o delà  diagonale  bh\ vé- 
rifie donc  l’équation  (5)  et  contient  le  point  représenté  par 
celte  équation.  Le  point  (5)  est  donc  situé  sur  la  médiane 
du  quadrilatère  gauche  aba' b' . 

Pour  trouver  ensuite  un  autre  lieu  géométrique  de  ce 
point,  essayons  d’un  changement  de  points  coordonnés  ; et 
puisque  le  plan  P = o (ou  P7)  entrait  d’abord  dans  les  don- 
nées du  problème  de  la  même  manière  que  les  plans  des 
diverses  faces  de  l'hexaèdre  actuel  abcd a1  b'c'd',  substi- 
tuons aux  deux  points  de  référence  b,  a',  traces  des  arêtes 


Digitized  by  Google 


i)6  CHAPITRE  III. 

ab,  a' b'  sur  le  plan  bca'd'  ou  P,  = o de  l'une  de  ces 
faces,  les  traces  o,  o'  des  mêmes  arêtes  sur  le  plan  P7  ou 

p = o ifs- ,8)- 

Fig.  18. 


/P -O 


Les  formules  de  transformation,  empruntées  de  la  relation 
que  l’on  sait  exister  entre  les  distances  mutuelles  de  trois 
points  en  ligne  droite  (a,  b , o,  ou  b',  a',  o')  et  leurs  dis- 
tances respectives  (a,  (3,  ta  ou  jZ',  a,  u')  à un  même  plan, 
seront  les  suivantes  [voir  la  notation  H]  = 

a.  Et  = b. x -4-  (fl  — b)  u , b'  .x’  — a'  -h  (b1  — a')  w'  ; 

et  si  l’on  transporte  les  valeurs  résultantes  de  fi  et  x'  dans 
l’équation  (5),  elle  devient  successivement 

/ï’.p’  -t-  i b' — a’  b.x  -t-  [a  — b)  u 

b’  a 

b. b' 


P 


b'  [x  -t-  m’ ) -4-  o' ( — &/  ) o ( J)  *4-  n ) -f-  b x — w ) 

a.  b',  a a.  b',  b 

b'  t 

— (a  -+-«')-+■  B'  — */  = -r  ( B'  -4-  «)  -4-  a — m, 
il  b 

— ( a + u'  ) — ( a -4-  w'  ) =:  — ( j5'  -4-  w ) — ( -4-  w ) , 


ou  entin 
(5 


5’)  (a -t-*i')  — i j s=  (P' -4- ti)  i 
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Le  point  représenté  par  l’une  ou  l’autre  des  équations 
équivalentes  (5),  (5'},  est  donc  situé  aussi  sur  la  médiane 
o = a -I-  w'  = jS'  -4-  w du  quadrilatère  aoo'b'.  Et  Von 
a un  premier  point  du' plan  général  des  centres  X = o 
dans  le  point  de  concours  des  médianes  îles  deux  qua- 
drilatères gauches  aba'b',  aoo'b' . Or,  il  suffit  de  jeter  un 
coup  d’oeil  sur  la  figure  pour  reconnaître  leur  mode  de  for- 
mation. 

On  voit,  en  effet,  que  deux  arêtes  opposées  de  l’hexaèdre, 
abo  et  b'a'o ',  intersections  des  plans  P,,  P,  et  PS,P4,  re- 
çoivent deux  côtés  opposés  ab  et  b'a',  ao  et  b'o'  de  chacun 
de  ces  quadrilatères  : les  deux  autres  côtés  opposés  du  pre- 
mier, ab'  et  ba',  réunissant  les  traces  sur  ces  arêtes  des 
plans  Ps  et  P,  ; tandis  que  les  deux  autres  côtés  opposés  du 
second,  ab'  et  oo\  réunissent  les  traces  des  mêmes  arêtes 
sur  les  plans  P,  et  P7  ou  P = o. 

Telle  est  donc  la  construction  par  points  du  plan  des 
centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  au 
système  (P,,  P,, . . . , P7),  et  qui  rappelle,  autant  que  le 
permet  la  diversité  des  choses,  la  construction  de  la  droite 
des  centres  des  coniques  inscrites  à un  quadrilatère  : 

Les  droites  12  et  il  1,  intersections  respectives  des  plans 


Fill-  itj. 

«/  34 


<t)\M 

P,  et  P„  P,  et  P;  [Jig.  19)  étant  coupées  par  chacun  des 
trois  autres  P , P,  , PT,  suivant  les  points  5'efu",  6' et  6", 

7 
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7'  et  1",  on  construit  les  médianes  (droites  des  points-mi- 
lieux des  diagonales)  de  deux  quelconques  des  trois  qua- 
drilatères gauches  résultants  î>'5"6"6',5'5"7"7',6'6"7"7'; 
et  l'on  a,  dans  le  point  de  concours  de  ces  droites , un 
premier  point  du  plan  général  des  centres.  Le  nombre  des 
points  distincts,  que  l’on  peut  obtenir  de  la  sorte,  en  per- 
mutant de  toutes  les  manières  possibles  les  éléments  de 
cette  construction,  est  égal  au  triple  du  nombre  des 
combinaisons  de  sept  lettres  prises  quatre  à quatre,  ou 
trois  à trois  : 

3C,  = 3 1^4  = 3.35  = io5. 

106.  Remarque  VIII.  — Le  centre  p de  l’hvperboloïde 
à une  nappe  mené  par  les  trois  droites  ah’,  ba’,  00',  ou  le 
point  de  concours  des  médianes  des  deux  quadrilatères 
ab'a'b,  ab’o'o,  étant  défini  (p.  g5)  par  l’équation 

(g)  a + _ P + P'  ou  g + tt'  _ P -H  P' 

a. a'  b. b'  ao.a'o'  bo.b'o'* 

on  peut  substituer  à celle-ci  la  proportion  équivalente 

(./'£•  l8) 

/un  pu 

ao.a'o’  bo.b'o' 

ou  cette  autre 

pm  an  \ bo 

pn  b'o’  ; n V 

Tel  est  donc,  sur  la  médiane  mn  du  quadrilatère  gauche 
ab'a'h,  le  centre  p de  l’hyperboloïde  défjni  par  les  trois 
génératrices  rectilignes  ab' , ba,  00'.  Et  si,  en  vue  d’une 
notation  plus  symétrique,  on  échange  l’une  dans  l’autre  les 
lettres  a',  b'  de  la  figure  et  de  la  proportion  précédentes, 
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on  voit  (fi  g.  10)  que  le  centre  de  l’hyperboloïdc  à une 


n /a’ 


n * / 

r 

<t\ /o> 

«V"  /w' 


nappe  déterminé  par  les  trois  génératrices  rectilignes 
an',  bb',  oo' 

coïncide  avec  le  point  />  défini,  sur  la  médiane  mn  du  qua- 
drilatère abb'a parla  proportion 

. mp  ao  : bo 

0 np  a'o'  : b'o' 

Le  théorème  relatif  aux  divisions  homographiques,ou  pro- 
portionnelles, déterminées  sur  deux  génératrices  rectili- 
gnes d’un  hyperboloïdc  à une  nappe,  ou  d’un  paraboloïde 
hyperbolique,  par  les  génératrices  de  l’autre  système,  est 
contenu  dans  cette  formule. 

Pour  le  paraboloïde,  d’abord,  le  centre  p de  la  surface 

, ni  p ao’.bn  , 

disparaît  a 1 infini  : et  les  rapports  — ^ » —y-, — yy-,  devenant 
* ‘ 1 np  a a I b n 

simultanément  égaux  à l’unité,  l’on  a 


bo  — b'o’ 

Et  s’il  s’agit  ensuite  d’un  hyperboloïdc,  on  déduit,  de  la 
relatiou  (g),  appliquée  à une  quatrième  génératrice  mu', 

mp  au',  bu 

^ ] ^==*v:iv’ 
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et  de  la  relation  (g)  elle-même,  lVgalité 
/Bt  N no  \ bo  nw\  bu 

( " ) / < . i / / / ; , i / ^ * 

fi  o . 0 o a '«  : ü w 

On  voit  que  la  formule  (ÿ)  fournit  une  transformation 
élégante  (lu  rapport  anliarmouiquc  — , dans  le  rapport 

équivalent  dont  la  ronstruclion  exige  seulement  le 

1 np 

tracé  des  médianes  ( mnp,m'n'p ) des  deux  quadrilatères 
plans  ou  gauches  nl.b'a',  aoo'a' . 

107.  Reniai  qui;  IX.  — La  construction  du  plan  des  cen- 
tres peut  aussi  se  déduire  de  quelques  considérations  de 
géométrie. 

Reprenons,  en  effet,  les  plans  donnés  1 , 2,  . . . , 7 
(Jig.  19),  et  imaginons  un  hyperboloïdc  à une  nappe  H as- 
sujetti à passer  par  la  droite  12,  par  la  droite  34,  et  à être 
tangent,  en  outre,  à chacun  des  plans  non  encore  em- 
ployés 5,  6,  7.  Assujetti  de  la  sorte  à neuf  conditions,  cet 
hyperboloïdc  est  déterminé  : et  il  est  aisé  de  voir  que  son 
centre  appartient  au  plan  général  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux  sept  plans  donnés. 
E11  effet,  l’hyperboloïde  H est  d'abord  explicitement  assu- 
jetti à toucher  chacun  des  plans  5,  0,  7.  Comme  il  passe, 
en  outre,  par  chacune  des  droites  12  et  34,  il  se  trouve  tan- 
gent à tous  les  plans  menés  par  chacune  de  ces  droites,  et, 
en  particulier,  aux  plans  1 et  2 , 3 et  4;  il  est  donc 
langent  aux  sept  plans  donnés.  Son  centre,  d'ailleurs,  peut 
être  construit  bien  aisément.  Si  l’on  regarde,  en  effet,  les 
droites  12  et  34  comme  deux  génératrices  rectilignes  du 
premier  mode  de  génération  de  eet  hyperbolotde,  chacun 
des  plans  tangents  S,  G,  7 renfermera  une  génératrice  du 
deuxième  mode  de  génération,  rencontrant  les  génératrices 
12  et  34  du  premier  en  des  points  que  l’on  peut  construire  $ 
car  ils  coïncident  avec  les  traces,  sur  chacun  des  plans  o. 
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6,  7,  des  droites  12  et  34.  Construisant  donc  toutes  ers 
traces  et  les  réunissant  deux  à deux  par  les  droites  3'5'', 
6' G",  7'7";  on  a dans  celles-ci  trois  autres  généra- 
trices de  Ihyperboloïde  H dont  le  centre  se  trouve  dès  lors 
soit  au  centre  du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois 
dernières  génératrices;  soit,  par  un  théorème  antérieur 
( voir  p.  y5,  n°  88)  au  point  de  concours  des  médianes  de 
deux  f|uelcont|ues  des  quadrilatères  gauches  S,3"6,,G'. 
6'0"7"7',  5'5''7"7';  et  c’est  aussi  la  conclusion  où  l’ana- 
lyse nous  avait  menés  déjà. 

108.  Remorque  X.  — Nous  verrons  plus  loin  que  la 
sphère  conjuguée  d’un  hexaèdre  P,  P,.  . .P,=  o,  laquelle 
est  représentée  par  l’équation 


est  orthogonale  aux  dix  sphères  décrites  sur  les  diagonales 
de  cet  hexaèdre  comme  diamètres,  ainsi  qu’à  la  sphère  rfin- 
gonn/e  x*  z’=  «’  -t-  />' ■+■  c*  de  toute  surface  du 

second  ordre 1-^ — I — = i inscrite  à l'hexaèdre:  et  que 

n1  b1  c'  ' 

les  sphères 

y y à pj = o , y ap*=o,..., 

conjuguées  aux  sept  hexaèdres  déterminés  par  un  système 
de  sept  plans,  admettent  un  même  cercle  radical  dont  le 
plan,  représenté  par  l'équation 


coïncide  avec  le  lien  des  centres  de  toutes  les  surfaces 
inscrites. 

Ces  propriétés  étant  admises,  revenons  aux  deux  qua- 
drilatères gauches  5'off6"ü',  5'5"7"7'  du  numéro  précé- 
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dent  ( Jig . 21);  et  soit  toujours  p le  point  de  concours  de 
leurs  médianes  respectives  mn,  ni' n'  : ou  le  centre  de  l’hy- 
perboloïde  II.  Si  nous  considérons  le  cercle  radical  des 

Fig.  ii. 


sphères  décrites  sur  les  diagonales  5'6",  6'as  comme  dia- 
mètres, et  celui  des  sphères  analogues  décrites  sur  les  dia- 
gonales 5' 7",  7'5";  le  premier  ayant  pour  axe  la  mé- 
diane inn , le  second  la  médiane  m' n'\  nous  verrons  que 
ces  deux  cercles  appartiennent  à une  même  sphère  ayant 
pour  centre  le  point  p,  et  qui  n’est  autre  que  la  sphère  dia- 
gonale de  l hyperboloïde.  La  sphère  de  centre  p,  et  qui 
passe  par  le  premier  cercle,  est  effectivement  orthogonale 
à la  sphère  conjuguée  de  l’hexaèdre  P,  ...P,;  ntais  la 
sphère  diagonale  de  l’hyperboloïde  possède  la  même  pro- 
priété; elle  est  d’ailleurs  décrite  autour  du  même  point  p, 
comme  centre,  et  se  confond  avec  la  précédente.  On  peut 
donc  énoncer  ce  théorème  : « La  sphère  diagonale  d’un 
hyperboloïdc  gauche  passe  par  le  cercle  radical  des  sphères 
ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère  formé 
de  quatre  quelconques  des  génératrices  rectilignes  de  la 
surface.  » Ces  diagonales,  d’ailleurs,  représentent  deux 
cordes  conjuguées  par  rapport  à l’hyperboloïde;  et  l’on 
peut  rendre  à ce  théorème  toute  sa  généralité  en  disant  que 
« la  sphère  diagonale  de  toute  surface  du  second  ordre 
passe  par  le  cercle  radical  des  sphères  décrites  sur  deux 
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cordes  conjuguées  quelconques  de  la  surface,  comme  dia- 
mètres. » Dans  le  plan,  le  théorème  analogue  consiste  en 
ce  que  « le  cercle  diagonal  d’une  conique,  le  cercle  décrit 
sur  l'une  quelconque  des  cordes  de  la  courbe  comme  dia- 
mètre, et  le  cercle  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  pôle 
de  celle  corde,  se  coupent  suivant  les  deux  memes  poinls.  » 

109.  Remarque  XI.  — L’étude  précédente  du  plan  des 
centres  X = o,  considéré  comme  satisfaisant  à l’identité 

V P;=  Pj  — 2/nX, 

contient  aussi  la  solution  de  ce  problème  : construire  un 
cylindre  parabolique  qui  divise  harmoniquement  les  dia- 
gonales d'un  hexaèdre  donné  P, . . . P,  , et  dont  les 
plans  diamétraux  soient  parallèles  à un  plan  donné 
P,=  o. 

Si  l'on  sc  reporte,  en  effet,  à la  figure  et  à l’analyse  du 
110  105,  p.  91,  on  voit  que  les  six  points  représenlés  par 
les  équations  (3),  p.  94,  appartiennent  au  plan  X = o 
mené  tangentiellement  au  cylindre  cherché  par  la  géné- 
ratrice relative  au  plan  diamétral  donné  P7  = o.  Et  chacun 
de  ces  points  est  fourni  par  l’intersection  des  médianes 
des  trois  quadrilatères  gauches  interceptés  sur  deux  arêtes 
opposées  quelconques  de  l’hexaèdre,  telles  que  I2(«/j)  et 
34  (a’ h1),  par  deux  quelconques  des  trois  plans  5,  6,  7 ou 
P5P„P,=  o (fig.  17,  p.  95). 

§ III.  — Théorème  de  M.  J . Mention,  et  détermination 
de  la  sphère  représentée  par  T équation 


~mdl 


1 10.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  à six  plans  donnés,  et  dont  les  carrés  des  axes 
principaux  conservent  une  somme  constante. 
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Si  l’on  applique  au  problème  actuel  l’analyse  et  toutes 
les  notations  du  n°  76,  on  sera  conduit  à éliminer  les  douze 
variables  a , b,  c,  a,  (3,  y,  a',  p',  y',  a",  (S",  y"  entre  les 
équations 

1°  PJ  = ( A,  x -4-  B,  -4-  C,  z — d,]’ 

= a3(A,a  -+-  B,  p -4-  C,y)3 
-f-  b>(A,z'  +B,p'-+-C1y’)* 
-4-c3(A,a"-t-B,p"+C,y 

a”  PJ  = (A,ar  •+  B,_v  ■+■  C,z — o,': 

= a1;  A,  a -+-  B,  p — f-  C,  •/  )* 

-4-  b*  (A,  z -4-  B, p’  -j-  C:  y’  ]• 

-+-c1(AJx"+  B,p"-f-C,y" 


6°  PJ  = (A,x  4-  B„y-4-Cs*  — ot)' 

“ u1  ( Ae  a -+-  B,;  p -f*  Ceyï- 
-+-  è3  ( A*  a -H  Bc  pf  -4-  Cty  !■ 

-f-c3  (Ata"-4-  BjP'-t-  C,yw);, 

y°  n3-l-  b'-hc1—  X3  = const., 

et  les  six  relations  existant  entre  les  neuf  cosinus  a,  /5,  y; 
a',  (S',  y';  a",  jSff,  y".  Or  l’élimination  peut  encore  s’effec- 
tuer indépendamment  de  celles  de  ces  dernières  relations 
qui  résultent  de  l’orthogonalité  des  axes  principaux  de 
l’ellipsoïde. 

Soient,  en  effet,  . . . ?.6  six  coefficients  définis  par 

les  conditions  suivantes  : 

Xt  A 3 -f-  X,  A 3 -4- . . . -I-  X6  A ] ~ i 

x,b;  •+  X,B3  -4- ...  -4-  Xc  B 3 =i, 
x,c;  -4-x.c3  -t-...-4-x.cj  =i, 

X,A,B,  -4-  X,AiB,4- . . .*f  XgAgB,  — o, 

X,  B, C,  -f-  À, BjCj-t-  ■ -4-  XtBgCg=:  o, 

X , A i C,  -f-  X, AjC^-t- . . . *4-  Ag  AgCg  o. 

Si  l’on  ajoute  membre  à membre  les  équations  i°,  6°. 

aprèsles  a voir  multipliées  respectivement  parles  nombres  X,. 
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Xe  ainsi  déterminés;  les  neuf  termes,  tels  que  a’otjS, 
</* jSy , rt’ay,  disparaissent  d’eux-mèmes  du  second  membre 
de  l’équation  résultante,  en  vertu  des  trois  dernières  con- 
ditions imposées  aux  multiplicateurs  X.  F.n  même  temps,  et 
en  vertu  des  trois  premières,  les  termes  en  n’a1,  a*  a*-/, 
dont  les  coefficients  deviennent  égaux  à l’unité,  s’v  rédui- 
sent à a*  (a1  -t-  j3* 4- y’)  = a1  ; les  termes  en  b'' a'1,  b'fi1’, 
b *y'*  s’y  réduisent  n les  termes  en  c'a'1',  c*j 5"*,  c’y*’ 
à c* ; et  l’ensemble  de  ces  termes  à a* 4-  Z>*4-  c*,  ou  &*,  en 
vertu  de  la  relation  70.  Les  douze  variables  se  trouvent  donc 
éliminées,  et  le  lieu  des  centres  est  défini  par  l'équation 

( A ,x  4-  B,j  4-  Cj z — t?)  J1  4-  ...  4*  -t-  Ba>>'  4-  C, z — u, 1 f 

= o’4-  i’4-  c’  — const. , 


ou 


»,  P ’ = n’  4-  b1  4-  c’  = const. 


D’ailleurs,  les  rectangles  des  coordonnées  courantes  x,  v.  z 
disparaissent  d’eux-mèmes  de  cette  équation  en  vertu  des 
conditions  (X);  les  coefficients  de  xVj'*,  z'  y sont  égaux  à 
l’unité,  et  le  lieu  des  centres  est  une  sphère  dont  le  centre 
est  indépendant  de  la  valeur  assignée  à la  constante 
a’-P-i*  4-c*  (J.  Mention,  Nouvelles  Annales  de Mathém., 
1857,  t. XVI,  p.  aa8).  O11  peut  donc  énoncer  ce  théorème: 
Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre  tan- 
gentes aux  six  plans  P,  P, . . . Pe  = o,  et  dont  les  carrés 
des  axes  principaux  conservent,  une  somme  constante,  est 
la  sphère  représentée  par  l'équation 

(I)  ^ À,  PJ  ^ a’4-  b'  4-  c*  = const. 


ramenée  à la  forme 

x'  4-  y'  4-  z’  4-  a nue  4-  2 njr  4-  2 pz  4-  q — n1 4-  b’  4-  c 1 
par  un  choix  convenable  des  coejjicients. 
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111.  Remarque  /. — On  trouve  pour  les  coordonnées 
du  centre 

Ç “ CTi  Ai  . - * -t-  Afl , 
n = ).,  or,  B,  -4- . . . •+•  a4o6  B6 , 
s — k-l  cr,  Ci  -+- . . . -t-  \ GJ,  C6. 

Le  centre  de  la  sphère  (I)  coïncide  donc  avec  l’extré- 
mité d’un  contour  polygonal  dont  le  point  de  départ  serait 
à l’origine,  et  dont  les  côtés  successifs  seraient  représentés 
en  grandeur,  direction  cl  sens  par  les  perpendiculaires  cr,, 
ta,,...,  cre  menées  de  l’origine  aux  six  plans  donnés,  multi- 
pliées respectivement  par  les  nombres  : les 

changements  apportés  dans  ce  contour  par  le  déplacement 
de  l’origine,  laissant  son  extrémité  immobile  au  même  point. 

112.  Remarque  JT.  — L’équation  (I)  subsiste  quelle 
que  soit  l’obliquité  des  axes.  Ainsi  l’on  peut  prendre  pour 
plans  des  je,  y,  z trois  des  six  plans  tangents  donnés,  et  la 
sphère  des  centres  demeure  représentée  par  l’équation 

\ /'± + l + ± _ , y 

jLd  i \"'i  '<>  i>\  ! 

= a’  + b-  + c'—  const . 


ramenée  toujoursàla forme ax)  cos (ry)-f-... 
par  un  choix  convenable  des  coefficients. 


113.  Remarque  111.  — Le  théorème  relatif  au  lieu  des 
centres  des  surfaces  inscrites  à un  système  donné  de  sept 
plans  (n°  98)  peut  se  déduire  du  présent  théorème. 

Soit,  en  effet,  a*  -H  &*•+-«?*  la  somme  des  rarrés  des 
demi-axes  principaux  de  l’un  quelconque  des  ellipsoïdes 
inscrits  au  système  P,  P, . . . P7=  o.  Le  centre  de  cet  ellip- 
soïde devant  appartenir,  en  particulier,  à chacune  des 
sphères 

jr’  + y-’  -+•  3*  H- . . . ®=V  X,  P)  = «’  -t-  b1  -+-  r5, 


et 


^ + /+;:+,..syp3p;  = flI+i1  + fî, 

Lu* 
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appartiendra  aussi  à leur  plan  radical  représente  par  l'é- 
quation 


ou  au  plan  unique  et  déterminé 


ce  qui  est  le  théorème  du  n°  98,  p.  86. 

1 1 i.  Remarque  IV.  — Toutes  les  sphères  représentées, 
en  nombre  infini,  par  l’un  edes  équations 


ont  le  même  plan , le  même  axe  ouïe  même  centre  radical: 
le  plan  ou  la  droite  des  centres  des  ellipsoïdes  tangents  aux 
plans  donnés;  ou  le  centre  unique  de  l’ellipsoïde  tangent 
aux  neuf  plans  P,  P, . . .P,  = o. 


Uo.  Remarque  V.  — Revenons  à la  sphère  principale 


(I) 


ï,  PJ  = n’  +-  b1  c’  = const., 


et  cherchons  à en  déterminer  le  centre. 

Toutes  les  sphères  répondant  aux  diverses  valeurs  de  la 
constante  étant  concentriques,  on  peut  supposer  celte 
constante  nulle.  La  sphère  correspondante  est  alors  le  lieu 
spécial  des  centres  des  hypcrboloïdes  cquilatères 


x' 


I » «!zh  b-  — c3  — o 


à une  ou  à deux  nappes,  tangents  aux  six  plans  donnés;  et 
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toute  la  question  est  de  déterminer  le  rentre  particulier  de 
cette  sphère  représentée  par  l'équation  homogène 


Or  le  plan  polaire,  pris  relativement  à la  sphère  (II), 
d’un  point  quelconque  (/>,,/>,,. . .,/> 6),  a pour  équation 

À, /^,  .P,  -+-  Xj/ij.P,  -4- . . . ■+-  \pt.  P,  = o; 

• 

et  si,  au  lieu  de  laisser  ce  point  indéterminé,  on  le  place  en 
l'un  quelconque  des  sommets  de  l’hexaèdre  formé  par  les 
six  plans  donnés,  en  posant,  par  exemple, 

O “ Pi  “ Pi  Pt  î 

le  plan  polaire  correspondant 

X./'.P1  + Xs/j,.Pl-f-X6pt.P<=  O 

passe  par  le  sommet  oppose  o = P,  = P,  = Pe. 

Deux  sommets  opposes  quelconques  de  l’hexaèdre  formé 
par  les  six  pians  sont  donc  conjugués  par  rapport  à la 
sphère  (II). 

Mais  la  droite  qui  réunit  deux  points  conjugués  relati- 
vement à une  sphère,  étant  prise  pour  diamètre  d'une  se- 
conde sphère , on  sait  que  ces  deux  sphères  sont  orthogo- 
nales. La  sphère  (II)  est  donc  orthogonale  à toutes  celles 
que  l’on  peut  décrire  sur  chacune  des  diagonales  de 
l’hexaèdre  P,... P,  comme  diamètre;  son  centre  est  un 
point  de  commune  puissance  par  rapport  à toutes  ces 
sphères,  et  le  carré  de  son  rayon  est  mesuré  par  cette 
commune  puissance.  La  détermination  que  l'on  avait  en 
vue  se  trouve  donc  réalisée,  et  l’on  a cette  suite  de  théo- 
rèmes : 

I.  Les  dix  sphères  décrites  sur  chacune  des  diagonales 
d’un  hexaèdre  complet,  comme  diamètre,  ont  un  même 
centre  radical  et  une  même  sphère  orthogonale  : la  sphère 
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conjuguée  de  l’hexaèdre,  représentée  par  l’équalion 

^\,p;  = o. 

II.  Le  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères 
a- ± 4! — c'  — o 


à une  ou  à deux  nappes  inscrits  à un  même  système  de 
six  plans  est  la  sphère  conjuguée  de  T hexaèdre  qu  ils  dé- 
terminent et  se  trouve  représenté  par  l'équation 

à,p;  = o. 

111.  Sept  plans  étant  donnes,  les  sphères  conjuguées 
des  sept  hexaèdres  qu'ils  déterminent  se.  coupent  suivant 
un  même  cercle  dont  la  circonférence  représente  le  lieu 
particulier  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères  in- 
scrits aux  sept  plans  donnés  : le  lieu  général  des  cent  res  de 
toutes  tes  surfaces  du  second  ordre  tangentes  aux 
mêmes  plans  étant  donné  par  le  plan  même  de  ce  cercle 
(le  cercle  conjugué  des  sept  plans  du  système)  et  repré- 
senté par  l'équation 


U 


IV.  Huit  plans  étant  donnés,  les  sphères  conjuguées  des 
vingt-huit  hexaèdres  qu'ils  déterminent  se  coupent  suivant 
les  deux  mêmes  points  ; ces  points  sont  les  centres  des  deux 
hyperboloïdes  équilatères  inscriptihles  aux  huit  plans  lion- 
nes ; la  droite,  toujours  réelle,  qui  les  réunit,  ou  /’ axe  <on- 
jugué  des  huit  plans,  représente  le  lieu  général  des  centres 
de  toutes  les  surfaces  inscrites,  et  coïncide,  avec  la  com- 
mune intersection  de  tous  les  plans  contenus  dans  l'é- 
quation 


V.  Neuf  plans  étant  donnés,  les  sphères  conjuguées  des 


y 
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qualre-vingl-quatre  hexaèdres  quils  déterminent  ont  un 
même  centre  radical  : le  centre  de  la  surface  du  second 
ordre  tangente  aux  neuf  plans  donnés,  et  le  point  de 
commune  intersection  de  tous  les  plans  contenus  dans 
V équation 

Y\,p’  = o. 


On  voit  queces  théorèmes  contiennent  une  seconde  con- 
struction du  problème  résolu  au  n°  105  (p.  91). 

116.  Remarque  VI . — La  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  principaux  d’une  surface  du  second  ordre  inscrite 
à un  hexaèdre  est  mesurée  par  la  puissance  du  centre  de 
la  surface  par  rapport  àla  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre 

Les  coordonnées  x,  y,  z ou  P,,  P8, . . . , P6  du  centre  de 
toute  surface  inscrite  Ss  vérifient  effectivement  l’équation 

(I)  û*  + 6»+e>=Y\p;s(*_A)>-4-0--B),-t-(«—  C)’—  R’, 

et  l’on  peut  dire  que  ces  cordonnées,  substituées  dans  la 
fonction 

^'l,P!,  ou  — B)*  + (i  — C)’-RJ 

du  la  sphère  conjuguée  de  l’hexaèdre,  lui  font  acquérir  une 
valeur  simultanément  égale  à la  puissance  du  point  substi- 
tué par  rapport  à cette  sphère,  et  à la  somme  a1 4-  b' -+-  c’ 
des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surface  consi- 
dérée. 

117.  Si  1’  on  appelle  sphère  diagonale  de  l'ellipsoïde 

.r1  y7  z' 

Z7+¥+?  = l> 

la  sphère  concentrique 

x7  -4-  y 7 z7  = «’-f-  b 1 4-  c7, 
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ayant  pour  rayon  la  diagonale  du  parallélipipèdc  construit 
sur  ses  demi-axes  principaux,  le  théorème  précédent  sera 
susceptible  de  cet  autre  énoncé  : 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  inscrites  à un  hexaèdre  sont  orthogonales  à une 
même  sphère,  la  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre. 

118.  Remarque  VII.  — On  peut  obtenir  parla  géomé- 
trie la  définition,  que  vient  de  nous  fournir  le  calcul,  de  la 
sphère  lieu  des  centres  des  hypcrboloïdes  équilatères,  aune 
ou  à deux  nappes,  inscrits  h un  hexaèdre  donné. 

Les  plans  des  diverses  faces  de  cet  hexaèdre  étant  dési- 
gnés par  les  n°*  1,  2,. . 6,  construisons,  en  effet,  le  qua- 
drilatère gauche  abcd  intercepté  par  les  plans  5 et  6 sur 
les  droites  12  et  31,  intersections  des  plans  1 et  2,  3 et  4 
{./’§•  a2)  i ct  considérons  d’une  manière  spécialcles  hyper- 
boloïdes  à une  nappe  menés  en  nombre  infini  par  les  côtés 
de  ce  quadrilatère.  Tous  ces  byperboloïdes  se  trouveront 
inscrits  à l’hexaèdre  proposé;  leurs  centres  seront  distri- 
bués sur  la  médiane  mn  du  quadrilatère  précédent,  et  leur 
équation  générale  pourra  s’écrire 

(ij  AC  -4-  X BD  = o, 

ou 

(A  + cC)>  (A-cCV  , ,(B-f-rfD)»  , (B-rfD.»_ 

'*  ^ /je  4 r-  ’ 

les  équations 

o = A = B = C = D 

désignant  les  plans  des  angles  successifs  du  quadrila- 
tère abcd. 

Il  résulte  de  la  forme  de  l’équation  (i')  que  tous  ces 
byperboloïdes  sont  conjugués  au  tétraèdre  déterminé  par 
les  plans 

AdtcC=o,  B ± c/  D = o . 

La  puissance,  par  rapport  à la  sphère  S circonscrite  à ce 
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tétraèdre,  du  centre  de  l’un  quelconque  de  ces  hyperbo- 
loïdes,  mesure  donc  la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes 
principaux  (voir  Cliap.  VI)  : cette  somme  a'-f-i’-j-c* 
devenant  nulle,  et  cet  hyperboloïde  devenant  équilatèrc 
lorsque  le  centre  correspondant,  situé  d’ailleurs  survla  mé- 
diane nm,  est  en  l’une  des  traces  o ou  o'  de  celle-ci  sur 
la  sphère  Z. 

Fie.  vi. 


Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  tétraèdre 
0 = A =h  cC  = B ±</D, 

susceptible  d'une  infini  lé  de  déiermi  nations,  a pour  sommets 
deux  couples  quelconques  de  points  a'  et  c\  b'  et  d' , situés 
respectivement  sur  l’une  ou  l’autre  des  diagonales  itc,  bd 
du  quadrilatère  gauche  primitif,  et  les  divisant  harmoni- 
quement. 

Si  o,  o'  désignent  dès  lors  les  traces  de  la  médiane  mn 
sur  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  a'b'c'd',  l’on  aura  : 

Par  la  division  harmonique  («,«.•;  a',c')  et  les  contes 
oo\  a'c'  issues  du  point  milieu  m du  segment  «c, 

— i 

> — 1 UC 

mo.mo  = ma  . me  = ma  — me  — -y-  — R:; 

4 

Par  la  division  harmonique  (b,  d-,  b',  d ')  et  les  cordes 
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oo',  b1  ci1  issues  du  point-milieu  n du  segment  bd, 

— i — s bd 

no.no'  — nb' .ntl'  — nb  ntl  = — = R'*. 

4 

Or  il  résulte  de  ces  égalités  que  toute  sphère  menée  par- 
les points  o,  o',  centres  des  deux  hyperboloïdes  équilalères 
déjà  déduis,  est  orthogonale  à chacune  de  celles  que  l’on 
peut  décrire  sur  les  diagonales  ac  ou  bd  comme  diamètres. 
Mais  les  diagonales  du  quadrilatère  gauche  abcd  fout  deux 
des  dix  diagonales  de  l’hexaèdre  primitif  12... 6;  et  la 
sphère,  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  équilatères  in- 
scrits à cet  hexaèdre,  passe,  en  particulier,  par  les  points 
o,  o'  : La  sphère,  lieu  des  centres,  est  donc  orthogonale 
à chacune  des  sphères  diagonales  de  V hexaèdre. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l’on  peut  obtenir  de  la  sorte  autant 
de  couples  de  points  o,  o'  appartenant  à la*sphère  des  cen- 
tres, qu’il  est  marqué  par  le  triple  du  nombre  des  combi- 
naisons de  six  lettres  deux  à deux  : 

6 5 

3C,  = 3.—  = 3.  i5  = 45. 

ï 

§ IV.  — De  deux  séries  de  cercles  déduites  du  quadrila- 
tère et  formant  un  double  système  orthogonal . 

119.  i).  Si  l’on  considère  l’un  quelconque  des  cercles 
contenus,  en  nombre  infini,  dans  l’équation 


on  trouve  que  la  polaire,  par  rapport  à ce  cercle,  de  l’un 
quelconque  des  sommets  du  quadrilatère  P,  . . . Pt  = o, 
passe  par  le  sommet  opposé.  Deux  quelconques  des  som- 
mets opposés  du  quadrilatère  sont  dès  lors  conjugués  par 
rapport  à chacun  des  cercles  de  la  série  (I),  et  ses  trois 
diagonales  se  trouvent  divisées  harmoniquement  par  cha- 

8 
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cun  de  ces  cercles  que  l’on  peut  dire  conjugues  au  quadri- 
latère. 

D’ailleurs,  réciproquement,  tout  rercle  conjugué  au 
quadrilatère,  ou  qui  en  divise  les  diagonales  harmonique- 
ment, fait  partie  des  cercles  de  la  série  (I),  parmi  lesquels 
on  doit  remarquer  : 

I.es  cercles  conjugues  ries  quatre  triangles  résultant  des 
côtés  du  quadrilatère, 

0=XX'  p?=(-r-«)' -Hr-f»)’ -p1, 

° =X V’ p?  = ~ ~ p'’- 


Le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  rie  ses  trois  dia- 
gonales, et  qui  divise  harmoniquement  chacune  d’elles  : 
comme  cela  résulte  de  la  division  harmonique  déterminée 
sur  cliacuuc  de  ces  droites  par  les  deux  autres; 

Les  deux  points  cycliques  du  quadrilatère;  ou  les  deux 
cercles  de  rayon  nul  contenus  dans  l’équation  générale  (I), 
et  donnant  lieu  à l’identité  spéciale 

y i,p;  »(*-«)•  + (/-  p)’=X’4-  y». 

Soient  actuellement 

P?  *(*-  *)*  +(X~  P)*  - PS 

o=X  l\  PI  as  (*  - «')’  4-  (y  - p')>  - p'» 
deux  quelconques  des  cercles  de  la  série  (I).  L’équation 
o V,  PJ  s Ai  -I-  B/  4-  Cz  4-  D, 

résultant  des  deux  précédentes  retranchées  l’une  de  l’autre, 
représente  à la  fois  l’axe  radical  des  deux  cercles  considé- 
rés et  la  médiane  du  quadrilatère. 

Tous  les  cercles  de  la  série  (I),  ou  les  cercles  conjugués 
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à un  quadrilatère,  admettent  donc  un  même  axe  radical 
(la  médiane)  ; leurs  centres  sont  distribués  sur  la  droite 
des  hauteurs  (voir  le  Chapitre  VII),  cl  les  points  limités  (*) 
des  cercles  de  cette  série  coïncident  avec  les  deux  points 
cy  cliques  du  quadrilatère. 

a).  Si  ces  derniers  points  sont  réels,  la  séné  orthogo- 
nale à la  précédente  est  immédiatement  déterminée  et 
se  compose  de  tous  les  cercles  menés  par  les  deux  points 
cycliques.  Dans  le  cas  contraire,  les  cercles  décrits  sur 
les  trois  diagonales  comme  diamètres  représentent  encore 
trois  cercles  de  la  série  orthogonale  et  la  déterminent. 
C’est  ce  que  l’on  voit  en  remarquant  que  deux  quelconques 
des  sommets  opposés  du  quadrilatère  sont  conjugués  par 
rapport  à chacun  des  cercles  de  la  série  (I),  et  se  rappe- 
lant ce  théorème  : Le  segment  qui  réunit  deux  points  con- 
jugués par  rapport  à un  premier,  cercle  étant  pris  pour 
diamètre  d’un  second  cercle,  ces  deux  cercles  sont  ortho- 
gonaux. 

3).  Mais  cette  nouvelle  série  est  susceptible  d’une  autre 
définition,  et  l’on  peut  dire  que  la  série  des  cercles  conju- 
gués à un  quadrilatère  et  la  série  des  cercles  diagonaux 
de  toutes  les  coniques  inscrites  forment  un  double  système 
orthogonal. 

En  effet,  l’on  a vu  déjà  que  le  cercle  diagonal  de  toute 
conique  inscrite  à un  triangle  coupe  orthogonalement  le 
cercle  conjugué  de  ce  triangle  (voir  p.  79,  n°  92).  Les 
cercles  conjugués  des  quatre  triangles  résultant  des  côtés 
du  quadrilatère  actuel,  et  avec  eux  tous  les  cercles  de 
la  série  (I)  à laquelle  ils  appartiennent,  seront  dès  lors 
coupés  orthogonalement  par  le  cercle  diagonal  de  chacune 
des  coniques  inscrites.  Les  cercles  diagonaux  de  ces  coni- 
ques forment  donc  une  nouvelle  série  orthogonale  à la  pré- 
cédente (I)  et  passant  par  les  points  limites  des  cercles 


( * ) Propriétés  projectives,  p.  4 1 • 


8. 
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de  celte  série  ou  par  les  points  cycliques  du  quadrilatère. 
Delà  ce  théorème  : 

Les  cercles  diagonaux  de  toutes  les  coniques  inscrites  à 
un  quadrilatère  passent  par  les  deux  mêmes  points  : les 
points  cycliques  du  quadrilatère.  Et  chacune  de  ces  co- 
niques est  vue,  de  l'un  quelconque  de  ces  points , sous  un 
angle  droit  (Plccker,  Geom.  Analyt.  Entwick .,  t.  II. 
]>■  >98)- 

C’est  aussi  ce  <|ue  l’on  peut  déduire  à priori  de  la  déli - 
uilion 

p;  ==  (x  - «)•  + (r-  p)’  = x>  -t-  yj 

de  chacun  des  deux  points  cycliques,  ou  de  l’identité 
V\  PJ  — X’  — Y ==o 

qui  en  résulte.  Celte  dernière,  en  effet,  exprime  que  les 
quatre  côtés  d’un  quadrilatère  P,  ...  P,  = o et  deux  droites 
rectangulaires  quelconques  XY  = o,  menées  par  l’un  de 
ses  points  cycliques,  font  six  tangentes  d’une  même  co- 
nique (roiVp.  y4i  n"  87).  Et  comme  la  première  de  ces 
dernières  droites  X.Y  = o peut  être  menée  tangcnlicllc- 
ment  à l'une  quelconque  des  coniques  inscrites,  l’une  quel- 
conque de  ces  courbes  est  vue  sous  un  angle  droit  de  cha- 
cun des  points  cycliques. 

120.  y oui  les  cercles  contenus  en  nombre  doublement 
infini  dans  /’ équation 

( n ) o V\p:=(x-  «v  -t-  o-  - p }* — p’ 

ont  un  même  centre  radical , le  centre  delà  conique  in- 
scrite au  pentagone  P, . . , P.  = o ; et  tous  les  points  limites 
des  cercles  de  cette  série,  ou  points  cycliques  du  prnta- 
gonc, 

en  » ?..  p; = (x  — «)j  + (y  — p)» 
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sont  distribués  sur  un  même  cercle,  le  cercle  diagonal  de 
cette  conir/ue. 

Car  si  l'on  retranche,  membre  à membre,  les  équations 

o = £>p!  = (*-«)’  + (/- 
0 =X  v'  Pî  s (x  ~ -+-  (r  - P')*  ■ - f". 

de  (leux  quelconques  de  ces  cercles,  l’équation  résultante 
o =YV,  P;  =s  A.r  + bj-  -4-  C 

représente  à la  fois  l’axe  radical  de  ces  cercles  et  l’un  des 
diamètres  de  la  conique  inscrite  au  pentagone  ( voir  p.  q'S, 
n°86).  Le  centre  de  celte  conique  est  donc  un  point  de 
commune  puissance  pour  tous  les  cercles  (II)  qui  admet- 
tent dès  lors  un  même  centre  radical  et  un  même  cercle 
orthogonal  décrit  autour  de  ce  point  comme  centre. 
D’ailleurs,  les  cercles  conjugués  des  divers  triangles  ou 
quadrilatères  qui  résultent  des  côtés  du  pentagone,  faisant 
partie  de  la  série  (II);  le  cercle  diagonal  de  la  conique  in- 
scrite coupe  orthogonalement,  avec  chacun  de  ces  cercles 
conjugués,  tous  ceux  de  la  série  à laquelle  ils  appartien- 
nent, et  passe  en  outre  par  chacun  des  points  limites  de  la 
série  ou  par  tous  les  points  cycliques  du  pentagone  con- 
sidéré. 

121.  Étant  donné  un  triangle  conjugué  P,  P,  P,  = o 
et  l'un  des  Joyers  (a,  (3),  ou  l'une  des-directrices  P,  = o, 
d'une  conique,  proposons-nous,  comme  application  de  la 
notion  des  points  cycliques  d’un  système  de  droites,  dccc>/i- 
struire  la  directrice  ou  le  Joyer  correspondant , 

L’équation  de  la  courbe  considérée  pouvant  s’écrire  sous 
ces  deux  formes  équivalentes 

(x  -■)’  + (/- P)*  = H,PÏ 
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CHAPITRE  ni. 


J)lPis(*  - «)J + {/-?)’• 

Le  foyer  ( oc,  /5 ) est  donc  l’un  des  deux  points  cycliques  du 
quadrilatère  formé  des  côtés  du  triangle  donné  et  de  la  di- 
rectrice correspondante.  Il  sera  donc  bien  facile  de  con- 
struire la  directrice  à l’aide  du  foyer,  ou,  inversement,  le 
foyer  à l’aide  de  la  directrice. 

'122.  Une  série  de  coniques  conjuguées  au  quadrilatère 
P,  ...  P,  = o aj  ant  une  directrice  commune  Ps  = o,  quel 
est  le  lieu  du  foyer  correspondant? 

L’équation  de  l’une  quelconque  de  ces  courbes  pourra 
s’écrire  encore 

(«_«)>  + (r_p)»  = >tPj  ou  V\p;=:o, 

et  l’on  aura  encore  l’identité 

V X,  P»  ■(*-«)»+ (y -p)*. 

Le  foyer  (a,  fh)  est  donc  l’un  des  points  cycliques  du  pen- 
tagone P,  . . . P*  P8,  et  le  lieu  de  tous  ces  foyers  coïn- 
cide avec  le  cercle  diagonal  de  la  conique  inscrite  à ce 
pentagone. 

Inversement,  étant  donnés  le  quadrilatère  P,  . . . P.  = o 
et  l'un  des  foyers  f d'une  conique  conjuguée , ce  foyer  J 
et  les  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  sont  trois  points 
du  cercle  diagonal  d’une  conique  tangente  aux  quatre 
droites  P,,  . . . , Pv  et  à la  directrice  P8  = o qui  correspond 
an  loyer  donné.  Le  centre  de  ce  cercle  diagonal  est  donc 
déterminé,  et  la  directrice  P5  roule  sur  une  conique  con- 
centrique, inscrite  au  quadrilatère  proposé. 
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§ V.  — De  deux  séries  de  sphères  orthogonales  déduites 
d'un  groupe  de  sept  plans. 

123.  1)  Considérons  toutes  les  sphères  contenues  en 
nombre  infini  dans  l’équatiou 

(1)  V>.,p;  = o. 

Les  équations  de  deux  quelconques  d'entre  elles  étant 

(0  O =£’>.,  Pî  sa  (or  - a)’  + (r  - p)*  -h  (s  - 7)>  - f, 

(2)  o =^,  pî  = {*  — *'  )*+(/—  P’Y  -M1  — v ')’  — p'% 

l’équation 

f i j 2 ) o “ X'  À ( P J — A x -s-  lt y + C z + D , 

ÀmÀ\ 

qui  résulte  de  la  soustraction  des  deux  précédentes,  repré- 
sente à la  fois  le  plan  du  centre  radical  des  deux  sphères 
considérées,  et  le  plan  général  des  centres  de  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  aux  sept  plans 
P,  P,  ...  P,  = o.  Toutes  les  sphères  de  la  série  (I)  possè- 
dent donc  un  même  cercle  et  un  rncrçie  plan  radical  : le 
plan  général  des  centres  ou  le  plan  conjugue  des  sept  plans 
du  système. 

Mais  le  cercle  radical  des  sphères  de  celle  série  peut 
aussi  se  construire.  Et  comme  les  sphères  conjuguées 

0=Y>i  Pî  = (*  — a)’  -f-  [jr  — ?)’  + (î  — 7)’  — P5» 

0 =XX|  p?  - “')■ + (r  - P’)  + (:  - •>')’  - p'2 

des  sept  hexaèdres  déterminés  par  les  plans  P,  . . . P,  = o, 
font  partie  de  la  série  (I)  5 le  cercle  conjugué  des  sept  plans, 
qui  fait  leur  commune  intersection,  repréjente  le  cercle 
radical  commun  à toutes  les  sphères  de  la  série. 
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a).  Il  est  facile  maintenant  de  définir  les  deux  points 
sphériques  des  sept  plans  donnés  ou  les  deux  sphères,  de 
rayon  nul, 

° “aSi  ^ Pî  — ^ ~ P)’-*-  (2  ~ V » 

qui  marquent  les  points  limites  delà  série  considérée. 

Car  le  cercle  radical  commun  à toutes  les  sphères  (1) 
étant  représenté  par  les  équations 

z = o,  x*  -t-y5  — ri  = o, 
leur  équation  générale 

( i' ) x*  -+-  y*  -+-  *’  — S — r*  = O 

pourra  s’écrire 

x’  -4-  .r  ’ -+-  (a  — y)s  = y:  -t-  r1  : 
d’où,  pour  les  points  limites  de  la  série, 

x = o,  x~°<  * = y=±»V — i. 

Ces  points  limites,  ou  les  deux  points  sphériques  des  sept 
plans  donnés,  sc  ti  ou  vent  donc  sur  l’axe  du  cercle 
(a:'  -f-j*  = r')  conjugué  des  sept  plans,  de  part  et  d’autre 
de  son  centre,  et  à une  distance  de  celui-ci  mesurée  par 
r y,; — i.  Ces  points  sont  donc  réels  et  distincts,  se  confon- 
dent en  un  seul  ou  deviennent  imaginaires,  suivant  que  le 
cercle  conjugué  des  sept  plans  est  imaginaire,  se  réduit  à 
un  point  ou  acquiert  un  rayon  fini. 

3).  On  a vu  précédemment  que  la  sphère  diagonale 
(a:*  ri- y*  -+-  ■**  = «*  -4-  b*  -+-  c’)  de  l une  quelconque  des 

(rl  yl  jJ  \ 

■ (-  - — | — = i I inscrites  à un 

a1  b‘  c * / 

hexaèdre,  est  orthogonale  à la  sphère  conjuguée  de  cet 
hexaèdre  (voir  p.  no,  n°  117).  La  sphère  diagonale  de 
l’une  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
aux  sept  plans  P, . . . P,  = o du  système  actuel,  est  donc 
orthogonale  aux  sphères  conjuguées  des  sept  hexaèdres 
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qu’ils  délerminenl,  comme  à toutes  celles  que  l’on  peut 
mener  par  leur  cerc  le  radical,  ou  à toutes  les  sphères  de  la 
série  (I).  Or,  il  résulte  immédiatement  de  là  que  les 
sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  inscrites  passent 
par  les  deux  mêmes  points  qui  sont  les  points  sphériques 
des  sept  points  considérés  ou  les  points  limites  des  sphères 
de  la  série.  F.t  c'est  aussi  ce  que  l’on  peut  déduire  du  cal- 
cul suivant. 

Les  sphères  (1)  étant  représentées  avec  leur  cercle  radi- 
cal en  évidence 

z — o , — r’=o, 

par  l’équation 

(!')  x'  ■+  /’ -t-  s1 — lyi — /•’=  o; 

chacune  d’elles,  ou  au  moins  chacune  des  sept  sphères  con- 
juguées qui  y sont  comprises,  sera  coupée  orlhogonalemenl 
par  toutes  les  suivantes  : 

(II’)  .r*  Z’ — 2 z'.r — 1 j3'  y — 2y  ' Z -t-  o' — o, 

si  la  condition  connue 

EJ  -f  et'  — 2 ««'  — 2 j}p'  — 2yy'  = °, 

ou,  ici, 

(r)  — r’  -t- ej' — 2yy'  = o 

est  vérifiée,  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  au  para- 
mètre y \ ou  au  moins  pour  sept  valeurs  distinctes  de  ce  pa- 
ramètre. Dans  l’un  et  l’autre  cas  on  doit  avoir  simultané- 
ment 

(C)  y'  = o et  ej'  = r'1  — const. 

Or  il  résulte  de  ces  conditions  que  toutes  les  sphères  de  la 
série  orthogonale  (II')  passent  par  les  deux  mêmes  points, 
représentés  par  les  équations 

(2')  T — O,  Y — O,  Z=±  y/ — o =±/‘y — 1 1 
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et  coïncidant,  comme  l'on  voit,  avec  les  points  sphériques 
des  sept  plans  donnés. 

De  là  celte  première  analogie  au  théorème  déjà  men- 
liunnéde  Plucker  : 

IjCS  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  inscrites  à un  système  de  sept  plans  passent  par 
les  deux  mêmes  points  situés  sur  l'axe  du  cercle  conjugué 
(x'  -hjr*  = r’)  des  sept  plans  du  système,  de  part  et 
d'autre  du  centre  de  ce  cercle , et  à une  distance  mesurée 
par  r ij  — i . 

124.  C’est  aussi  ce  que  l’on  peut  déduire,  à priori,  de 
la  définition 

o P;s=  (*  — «)»  -h  (.r  - (J)’  + (*  - 7 )>=s  X>  4-  -+-  Z- 

des  points  sphériques  d’uu  système  de  sept  plans,  ou  de 
l’identité 


qui  en  résulte.  Celle-ci  exprime,  en  effet,  que  les  sept 
plans  donnés  P,  ...P,=  o et  trois  plans  rectangulaires 
quelconques  X.Y.Z  = o,  menés  parl’un  oul’autredes  deux 
points  sphériques  qu'ils  déterminent,  font  dix  plans  tangents 
d’une  môme  surface  du  second  ordre.  Cette  surface,  d’ail- 
leurs, est  l’une  quelconque  de  celles  que  l’on  peut  inscrire 
aux  sept  plans  du  système,  et  à laquelle  on  pourra  toujours 
mener,  par  celui  des  deux  points  sphériques  que  l’on  aura 
choisi,  deux  nouveaux  plans  tangents  X. Y = o perpendi- 
culaires entre  eux.  Chacun  des  deux  points  sphériques 
d’un  système  de  sept  plans  est  donc  le  sommet  d’une  infi- 
nité de  trièdres  tri-rectangles  X.Y.Z  = o,  circonscrits  à 
l’une  quelconque  des  surfaces  du  second  ordre  inscrit-csaux 
sept  plans  du  système  ; et  ces  deux  points,  d’après  le  théo- 
rème de  Monge,  appartiennent  aux  sphères  diagonales  de 
toutes  ces  surfaces. 
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§ VI.  — De  deux  autres  séries  de  sphères  déduites  d'un 
groupe  de  huit  plans,  et  formant  un  double  système 
orthogonal. 

I2o.  1).  Considérons  encore  un  système  de  huit  plans 
P, ...  P,  = o , 

et  les  sphères,  en  nombre  doublement  infini,  contenues 
dans  l’équation 

(II) 


Z*-*!- 

Deux  quelconques  d’entre  elles  étant  représentées  par  les 
équations 

°=X*'  Pî-(-r-a)’  + IT-P)’ 

° =2>*  {X  ~ “)5+  (r  “ ^ “ ï')’- Pé- 

réquation résultant  de  la  soustraction  des  deux  précé- 
dentes, 


o X*  PJ  s=  A x -+-  By  -4-  Cz 


D, 


représente  simultanément  le  plan  radical  des  deux  sphères 
considérées,  et  l’un  des  plans  menés  par  la  droite  générale 
des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
aux  huit  plans  P, , . .P9  = o ( voir  p.  88,  n”  102).  Tous  les 
points  de  cette  droite  sont  dès  lors  des  points  de  commune 
puissance  par  rapport  à toutes  les  sphères  considérées. 
Les  sphères  de  la  série  (II)  ont  donc  un  même  («ce  ra- 
dical  (la  droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces  inscrites 
aux  huit  plans  donnés,  ou  l 'axe  conjugué  de  ces  plans, 
que  l’on  sait  construire);  et  une  même  corde  radicale  diri- 
gée suivant  cet  axe,  et  dont  les  extrémités  que  l’on  peut 
construire  font  les  deux  points  communs  à toutes  les 
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sphères  de  la  série.  Les  sphères  conjuguées. 

X,Pj  = o>  ^ V,PJ  = q, 

I ÀmU  3 

des  vingt-huit  hexaèdres  qui  résultent  des  huit  plans  don- 
nés appartiennent,  en  effet,  à la  série  (11),  et  trois  quel- 
conques d’entre  elles  suffisent  à la  construction  simultanée 
de  la  corde  radicale  et  de  l’axe  radical  commun  à toutes  les 
sphères  de  la  série. 

2) .  Les  deux  extrémités  de  la  corde  radicale  commune  à 
toutes  les  sphères  précédentes  étant  représentées  par  les 
équations 

(a)  x = o , y = o , * =dr  r, 

leur  équation  générale 

(II)  jt* -f- /•’-+-  z1 — o.ax  — 2$jr — r'  “ o 

pourra  s’écrire 

(x  — *)’-+-  [y  — P)’  4-  **=  «’-l-  P'-f-  r1. 

Le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  limites  de  la  série 
est  donc  un  cercle  z = o,  «*-f-  (S*  = — /•*  ou 

(A)  z = o,  — r 2 

ayant  pour  axe  la  corde  radicale  des  sphères  de  la  série  ou 
l’are  conjugué  des  huit  plans.  Le  centre  de  ce  cercle  est  au 
milieu  de  celte  corde,  et  son  rayon  est  mesuré  par  sa  demi- 
longueur  multipliée  par  ^ — 1. 

3) .  Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  inscrites  aux  huit  plans  du  système  actuel,  de- 
vant couper  orthogonalement  les  sphères  conjuguées  des 
vingt-huit  hexaèdres  qu’ils  déterminent,  couperont  de  la 
même  manière  toutes  celles  de  la  série  (II)  à laquelle  elles 
appartiennent,  et  se  couperont  mutuellement  suivant  le 
cercle  (A),  lieu  géométrique  de  tous  les  points  limites  de 
la  série. 
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PROPRIÉTÉ  DE  CES  POINTS. 

En  effet,  chacune  des  sphères 
(II')  s* — î».r — 2 fiy  — r7—  o, 

ou,  au  moins,  chacune  des  vingt-huit  sphères  conjuguées 
qui  y sont  comprises  sera  coupée  orlhogonalcmeiit  par 
toutes  les  sphères  de  la  série  suivante  : 

(III')’  X%  4-  y*  + z’ — 2a'x  — afi'r  — 2y ' Z -f-  tj'  — o, 
si  la  condition  connue 

a -t-  a' — 2xx' — 2pfi'  — 2yy'  = o, 
c’est-à-dire  ici 

(e)  — r'-t-sr'  — 2aa'-t-  a PP'—  o, 

est  vérifiée,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres 
a,  (i,  ou  au  moins  pour  toutes  les  valeurs  de  ces  paramètres 
qui  correspondent  aux  vingt-huit  sphères  conjuguées  ; et 
comme  les  centres  (2=0,  x — a,  y = {3)  de  ces  dernières 
ne  sont  pas  situés  en  ligne  droite,  on  doit  poser  simultané- 
ment, pour  l’un  et  l’autre  cas, 

(C)  a'  — o,  p'=ro  et  a'—r 5. 

Or  il  résulte  de  ces  conditions  que  toutes  les  sphères  de  la 
série  orthogonale  (III')  se  coupent  suivant  un  même  cercle 
représenté  par  les  équations 

(A)  z — o , x’-t-.r'  = — a' — — r’; 

de  là  cette  seconde  analogie  au  théorème  de  Plucker  : 

Les  sphères  diagonales  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre,  inscrites  à un  système  de  huit  plans,  se  coupent  sui- 
vant un  même  cercle  ajanl  pour  axe  l'axe  conjugué  des 
huit  plans  du  système  (o  ==  x — Y,  z — zh  r).  Le  centre 
de  ce  cercle  est  au  point  milieu  de  cet  axe,  et  son  rayon 
est  égal  à sa  demi-  longueur  multipliée  par  y — 1 . 

La  première  idée  de  ces  analogies  parait  encore  devoir 
être  attribuée  à M.  Mention  (Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques, 1857,  p.  23a),  bien  qu’il  ait  considéré seule- 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  III. 


1 26 

ment  le  cas  limite  des  paraboloïdes  inscrits  à un  système 
de  sept  plans. 

126.  Les  sphères  contenues  en  nombre  triplement  infini 
dans  l'équation 


ont  un  même  centre  radical  : le  centre  de  la  surjace  du 
second  ordre  inscrite  aux  neuf  plans  P, . . .P,  = o.  Et  les 
points  limites  des  sphères  de  cette  série  sont  distribués  sur 
une  même  sphère  : la  sphère  diagonale  de  celte  surface. 

127.  Connaissant  un  hexaèdre  conjugué  P,.  ..P,  = o 
et  F un  des  plans  directeurs  P,  = o d'un  ellipsoïde  de  ré- 
volution, le  foyer  correspondant  est  l'un  des  deux  points 
sphériques  des  sept  plans  P, . . . P6  P- = o;  c’est  ce  qui 
résulte,  des  équations  équivalentes 

^\p;  = 0,  (*-«)*+(jr-p)*+  (»  — •,)*  = >,  P? 

de  la  surface  considérée,  et  de  l’identité  résultante 

p;  «(*-«)»+ (r- 
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CHAPITRE  IY. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX. 

Sommaire.  — De  deux  théorèmes  généraux  sur  les  lieux  plans  ou  solides  de 
tons  les  ordres  et  de  toutes  les  classes;  et  de  leur  application  à quel- 
ques-uns des  problèmes  antérieurs. 


§ I. — De  V identité  normale \ A|  P"  = o,  ou  fie  la  pro- 

prié  té  de  p -f-  l éléments  associés  suivant  le  module  ni. 

» 

128.  C’est  l’une  des  richesses  de  la  géométrie  et  sans 
doute  aussi  l’une  de  ses  imperfections  que,  n’ayant  d’autres 
limites  que  celles  de  l’espace  et  s’y  pouvant  répandre  dans 
tous  les  sens,  elle  puisse  aussi  se  réduire  à de  telles  dimen- 
sions que  l’on  veut  et  croître  encore,  sans  limite,  dans  l’es- 
pace le  plus  limité.  Les  problèmes  nouveaux,  qu’elle  nous 
propose  de  loin  en  loin,  excitent  surtout  notre  intérêt  ; ce- 
pendant, si  l’on  y fait  attention,  aucune  des  questions 
qu’elle  nous  posait  autrefois  n’est  épuisée,  aucun  de  ses 
plus  anciens  problèmes  n’a  vieilli  : ce  qui  a pu  vieillir, 
c’est  notre  manière  de  les  envisager;  car,  à peine  ve- 
nons-nous à changer  de  point  de  vue,  que  tout  change 
en  même  temps.  C’est  une  autre  lumière,  une  hiérarchie 
meilleure,  et,  dans  cet  ordre  nouveau  qui  commence,  la 
nature  même  des  choses  semble  renouvelée.  Les  choses 
pourtant  sont  demeurées  les  mêmes,  et  cette  dernière  forme 
qu’elles  viennent  de  recevoir  est  peut-être  inGniment  éloi- 
gnée de  leur  forme  dernière. 

Ainsi  nous  apparait  encore  aujourd'hui  cette  grande 
théorie  des  coniques,  presque  aussi  vieille  que  le  monde, 
édiGée  en  quelque  sorte  de  la  main  des  siècles,  mais  tou- 
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jours,  inachevée,  et  dont  ia  reconstruction  récente  comptera 
parmi  les  travaux  du  nôtre.  Mais  sans  méconnaître  la 
grandeur  de  cette  nouvelle  mise  en  œuvre,  ni  les  beaux  ac- 
croissements qu’en  a reçus  la  géométrie  générale,  on  peut 
se  demander  si  celte  reconstruction  doit  être  définitive;  et, 
pour  le  cas  où  ce  bel  édifice  serait  un  jour  achevé,  quel 
sera,  en  regard  du  principe  unique  qui  y supporte  déjà 
toute  la  théorie  des  coniques,  le  principe  assez,  puissant 
pour  soutenir  de  même  toutes  les  propriétés  des  surfaces 
du  second  ordre. 

Tel  est,  du  reste,  l’intérêt  qui  s’attache  aux  plus  hautes 
entreprises,  comme  aux  œuvres  où  l’on  découvre  d’abord 
le  plus  de  perfection,  que  notre  anxiété  devance  toujours 
leur  achèvement;  et  que,  ni  les  plus  heureux  commence- 
ments 11e  nous  rassurent  tout  à fait  sur  leur  issue,  ni  la 
perfection  des  détails  que  nous  pouvons  saisir  déjà  sur  la 
perfection  définitive  de  l’ensemble.  Nous  voyons  bien  ici 
toutes  les  propriétés  des  courbes  du  second  ordre  découler, 
avec  une  plénitude  merveilleuse,  d’un  principe  unique  ou 
de  deux  principes  parallèles,  eux-mêmes  tirés  delà  seule 
définition  de  ces  courbes  regardées,  en  quelque  sorte,  à tra- 
vers le  cercle  dont  elles  font  la  perspective.  Mais,  si  nous 
essayons  de  passer  de  là  aux  surfaces  du  second  ordre,  ces 
deux  principes  généraux,  où  était  précédemment  le  nœud 
de  tout  le  reste,  nous  demeurent  cachés;  et  cette  première 
définition,  qui  nous  les  découvrait  tout  à l’heure,  nous  lait 
absolument  défaut.  Ou  elle  existe,  et  nous  l’ignorons;  ou, 
ce  qui  est  plus  vraisemblable,  il  ne  peut  en  exister  de  quel- 
que ressemblance  avec  l'autre;  puisque  l’analogie  voudrait 
que,  comme  on  a fait  intervenir  pourcelle-là  celte  troisième 
dimension  quc.possède  l’étendue,  une  quatrième,  qui  lui 
manque,  intervint  de  même  dans  celle-ci.  La  géométrie  est 
donc  muette  sur  ce  point,  et,  si  nous  pouvons  apercevoir 
quelque  chose  des  dépendances  qui  existent  entre  dix  élé- 
ments d’une  surface  du  second  ordre,  c’est,  sans  doute,  de 
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la  définition  analytique  de  ces  surfaces,  ou  de  l’équation  à 
dix  termes 


(') 


ai’  4-  a' y*  -f-  a"  z:  4-  2 byz  -f-  2 b'zx  4-  2 b”  jry 

4-  7.c'y  4- 2c" s 4-  il  — o. 


que  nous  viendra  quelque  lumière;  bien  que  cette  équation 
paraisse  d’abord  assez  obscure,  et  d’une  exactitude  si  dif- 
fuse que  nous  n’apercevons  d’une  manière  distincte  aucun 
des  points  qu’elle  nous  désigne.  Mais  il  en  est  ici  comme 
de  beaucoup  de  vérités  dont  une  moitié,  obscure,  importe 
peu  et  nous  préoccupe  exclusivement;  tandis  que  l’autre 
moitié  qui  n’est  que  lumière,  et  qui  est  tout,  nous  échappe. 
Cette  équation,  il  est  vrai,  ne  nous  donne  que  des  indica- 
tions fort  embrouillées  sur  chacun  des  points  dont  nous 
voudrions  saisir  l’ordre  et  la  distribution  dans  l’espace. 
Mais  ces  indications  d’abord  sont  les  seules  possibles;  cl 
pût-elle  nous  les  donner  en  des  termes  plus  simples,  cela 
importerait  peu  et  ne  remplirait  ni  nos  vues,  ni  son  véri- 
table rôle,  qui  est  de  nous  mener,  par  cette  définition  obs- 
cure de  chacun  des  points  de  la  surface,  à une  notion  d’une 
simplicité  inattendue,  touchant  les  dépendances  mutuelles 
de  dix  quelconques  de  ces  points.  Telle  est,  effectivement, 
la  condition  nécessaire  et  suffi santé  pour  que  dix  points  de 
l'espace  appartiennent  à une  même  surface  du  second 
ordre , que  les  carrés  de  leurs  distances  à un  plan  quel- 
conque A x 4-  1?)'  4-  C z 4-  t = o,  soient  liés  par  une  rela- 
tion linéaire  et  homogène 


(■') 


X,  (A.«,  4-  Bj-,  4-  Ci,  4- 


10, 


V" 

t P’  soit  nulle  identi- 


quement,  quelqucsoit  le  plan  considéré.  Toutefois,  commç 
il  y a toujours  dans  les  spéculations  même  les  plus  indé- 
pendantes de  l’observation  quoique  point  que  la  théorie  ne 
tire  pas  d’cllc-mème,  mais  d’un  fait  extérieur  qu’elle  aura 
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recueilli  et  dont  elle  aura  cherché  l'cxpliralion;  nous  avons 
dû  remontrer  au  dehors  cette  propriété  des  dix  points  et 
la  créer,  en  quelque  sorte,  où  elle  n’était  pas,  avant  de  la 
reconnaître  où  elle  est  réellement  : dans  l’équation  (i), 
c’est-à-dire  dans  quelques  signes  de  cet  alphabet  merveil- 
leux  où  Descartes  nous  apprit  à lire,  et  que.  peut-être, 
nous  ne  posséderons  jamais  entièrement. 

D’ailleurs,  ce  principe  isolé,  ainsi  recueilli  par  l'obser- 
vation, suggère  naturellement  l’idée  d’une  loi  générale 
embrassant  les  courbes  et  les  surfaces  de  tous  les  ordies  et 
de  toutes  les  classes,  et  que  l’on  peut  comprendre  dans  les 
deux  énoncés  suivants  : 


Si  fi  désigne  le  nombre  des 
/minls  nécessaires  pour  la  déter- 
mination d’une  courbe  plane  ou 
d’une  surface  de  l’ordre  m,  les 
puissances  m des  distances  de 
fi  4- 1 /minls  d’une  telle  courbe  ou 
d’une  telle  surface,  à un  plan 
quelconque,  sont  liérs  par  une 
rebition  linéaire  et  homogène  : 


ts+i 

X 

t 

et  la  même  propriété  subsiste 
pour  un  groupe  quelconque  de 
n'+  t /minls  associés  suivant  le 
module  ni  ; c'est-à-dire  tels  que 
toute  courbe  plane  ou  toute  sur- 
face de  l’ordre  m,  qui  serait  me- 
née par  tous  ces  /minls  moins  un, 
passe  d’elle-nwnic  par  le  point 
que  l’on  avait  omis. 


! Si  fi  désigne  te  nombre  des  lon- 
ge mes  ou  plans  tangents  néces- 
\ snircs  pour  la  iléterniinatinn  d ’ une 
J courbe  plane  ou  d’une  surface  île 
| la  classe  m,  tes  puissances  m des 
distances  de  ji  1 tangentes  ou 
! plans  tangents  a’ une  telle  courbe 
| ou  d’une  telle  surface,  à un  //oint 
| quelconque  du  plan  de  la  courbe 
I ou  île  l’espace,  sont  liées  par  une 
I relation  linéaire  et  homogène  : 


I et  la  même  propriété  subsiste  pour 
un  groupe,  de  fi'  — t—  i droites,  ou  île 
fi'+i  plans  associés  suivant  le 
module  ni  ; c’est-à-dire  tels  que 
j toute  courbe  plane  ou  toute  sur- 
; face  de  ta  classe  m qui  serait  me- 
| née  tangenticllement  à toutes  ces 
, droites  moins  une,  ou  à tous  ces 
plans  moins  un,  soit  d'elle- même 
tangente  à la  droite  ou  au  plan 
j que  l’on  avait  omis. 


Ces  deux  principes  ne  contiendraient-ils  pas,  pour  les 
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lieux  géométriques,  plans  ou  solides  de  tous  les  ordres  et 
de  toutes  les  classes,  celle  première  définition  que  nous 
demandions  tout  à l’heure  à la  géométrie  pour  les  seules 
surfaces  du  second  ordre?  ÜN'ous  croyons  qu’il  en  est  ainsi; 
et  si  l’on  doit  juger  de  leur  rôle,  dans  l’étude  des  lieux  géo- 
métriques d’ordres  supérieurs,  d’après  tout  ce  qu'ils  don- 
nent, comme  d’cux-mèmes,  pour  les  lieux  plans  ou  solides 
du  second  ordre,  on  est  conduit  à leur  attribuer  une  im- 
portance qu’il  restera  à vérifier,  mais  qui,  dès  à présent, 
ne  parait  pas  en  désaccord  avec  leur  simplicité.  Si,  par 
exemple,  l’on  traduit  en  langage  algébrique  ces  deux 
énoncés  : 

U existe  une  relation  linéaire  ! Il  existe  une  relation  linéaire 
et  homogène  entre  les  carrés  ries  et  homogène  entre  les  carrés  des 
distances  de  six  points  d 'une  co-  distances  de  six  tangentes  d'une 
nique , ou  de  dix  / /oints  d’une  conique,  ou  il»  dix  plans  tangents 
surface  du  second  orrlre  à une  d ’une  surface  du  second  ordre  à 
droite  menée  arbitrairement  dans  un  point  pris  arbitrairement  tlans 
le  plan  de  la  courbe,  ou  à un  le  plan  de  Ut  courbe,  ou  dans  l 'es- 
plan  arbitraire ; { pace; 


les  identités  correspondantes 


(«) 

(a) 

iv-. 

contiennent  en  quelque  sorte  la  loi  de  symétrie  ou  d'équi- 
libre de  six  éléments  d’une  conique,  de  dix  éléments  d’une 
surface  du  second  ordre.  Et  si  l’on  vient  à rompre  la  symé- 
trie, en  écrivant 

(t'i  ^\p;s=>.p'-4-x,p;, 

(2')  ^\,p;==i,p;+...  + *1Jp\; 

l’équilibre  est  rompu  de  même,  et  le  mouvement  qui  se 

9- 
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produit  laisse  à découvert,  d’un  côté  le  théorème  de  Pap- 
pus,  celui  de  Desargues  et  leurs  corrélatifs,  de  l'autre  les 
théorèmes  analogues,  jusqu’ici  ignoiés,  de  la  géométrie  de 
l’espace.  Ajoutons  que  le  théorème  de  Pascal  et  son  corré- 
latif résultent  aussi  des  deux  identités  contenues  dans  la 
formule  (i).  Mais  ces  théorèmes  ne  peuvent  plus  se  lire,  à 
première  vue,  dans  ces  identités;  il  y faut  quelque  calcul, 
et  cette  différence  suflil  pour  que  les  propriétés  correspon- 
dantes des  surfaces  du  second  ordre  nous  demeurent  ca- 
chées. Pour  incomplets  qu’ils  soient  encore,  ces  résultats, 
rapprochés  des  tentatives  de  plusieurs  géomètres  peu  habi- 
tués cependant  à voir  leurs  recherches  infructueuses,  per- 
mettent déjuger  des  services  que  peut  attendre  la  géomé- 
trie du  principe  que  nous  proposons,  lorsque,  passé  en  de 
nouvelles  mains,  il  aura  reçu  quelques-uns  des  accroisse- 
ments dont  il  paraît  susceptible. 

120.  Occupons-nous  maintenant  de  la  démonstration  de 
nos  deux  théorèmes,  et,  pour  nous  borner  au  cas  qui  exige 
le  moins  d’espace,  établissons  seulement  que  pour  que  sir 
points  appartiennent  à une  même  courbe  du  second  ordre , 
il  faut  et  il  su  lli  l ÿu’  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène 

^l,P’=:o,  ou  ^ j \x  By,  + C)’~  o, 

entre  les  carrés  de  leurs  distances  à une  droite  menée  d'une 
manière  quelconque  dans  le  plan  qu'ils  déterminent . 

Soient,  à cet  effet  (xt,j, ),...,  (x„  >•*),  les 

points  considérés.  S’ils  appartiennent  à la  courbe  du  second 
ordre  représentée  par  l’équation 
(It  ax*  -4-  bxy  -t-  ry’-t-  dy  -t-  ex  +f—  o, 

les  six  égalités  suivantes  : 


(>) 

ax]  -t-  b. r,  y,  -t-  <•_>'  f -t-  dy,  -j-  ex,  +/—  0 

t2) 

ax]  -+-  bx,y,~ 1-  . . . 

+ /=  « 

(6) 

ar\  -4-  bx,y,  + . . . 

O 

II 

X 

+ 
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feront,  par  rapport  aux  six  coefficients  «,  b,  c,  <7,  <?,/',  con- 
sidérés comme  inconnus,  un  système  d'équations  linéaires 
et  homogènes  compatibles  entre  elles,  puisqu’elles  sont  vé- 
rifiées déjà  par  les  coefficients  de  la  courbe  proposée  (I). 
Le  déterminant  du  système  est  donc  égal  à zéro,  et  l'on 
peut  écrire 

*î  r>y>  y\  y>  « 

x\  *iji  /:  I 


•rj  *.yc  y « i 


D'un  autre  côté,  pour  qu’il  existe  une  même  relation  li- 
néraire  et  homogène 

entre  les  carrés  des  distances  des  six  points  (x,,  > i),  • • •• 
(x,,  j ,)  à une  droite  quelconque 


P;  = o,  on  ^ X,fA.r,  + B/, -4-  C)’=o, 


A x 4-  B x -+-  C = o , 
il  faut  que  les  coefficients  des  termes  en 

A’,  AB,  B’,  AC,  BC,  C’ 

du  premier  membre  de  la  relation  (I')  développée  soient 
séparément  nuis;  ou  que  les  six  équations  suivantes 


(•') 

X,xJ 

4- 

(*') 

■T<y>  + U,, 

r»  + 

(3') 

y] 

4- 

(4') 

i,  x,  4-  Xj 

4- 

(5') 

ï-<y,  + hyt 

4- 

6') 

4-  îi 

4- 

4->*xî -I- = o, 
4- i,.r(v,=:  o, 

— O , 

= o, 

— o, 

■+•)■«  = O , 


linéaires  et  homogènes,  par  rapport  aux  coefficients  incon- 
nus X,,.  . admettent  une  solution  commune;  ce  qui 

exige  que  le  déterminant  de  ce  nouveau  système  soit  égal 
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à zéro, 

ou  que 

l’on  ait 

• 

xï  -rî  rj 

*1  i 

•ri  n 

■T,  y. 

(C') 

y\ 

ri 

x\ 

x, 

r, 

*•  \ 

r. 

y* 

y. 

i 

i 

I 

Or  on  passe,  de  l'un  à l'autre  des  déterminants  (C),  (C  ), 
par  l’échange  des  lignes  horizontales  ou  verticales  de  l'un 
dans  les  lignes  verticales  ou  horizontales  de  l’autre.  Ces  dé- 
terminants sont  dès  lors  identiques,  et  l’une  quelconque 
des  équations  de  condition  (C)  ou  (C')  cnlraine  l’autre. 
Six  points  situes  d’une  manière  quelconque  sur  une 
même  courbe  riu  second  ordre  vérifient  donc  l'identité 

V P*  ==  o ; et,  réciproquement,  six  points  qui  satisfont 

é—À\ 

à une  telle  identité  appartiennent,  à une  courbe  du  second 
ordre. 

Le  cas  général  d’une  courbe  ou  d’une  surface  de  l’ordre  tu 
se  traiterait  exactement  de  la  même  manière. 


130.  Scolie.  — La  démonstration  peut  aussi  se  faire  en 
dehors  des  déterminants.  Il  suffit,  pour  cela,  d’établir  que 
les  six  équations  (i'),  (a'), . . . , (6')  se  réduisent  à cinq  en 
vertu  des  égalités  (i),  (a).. . .,  (6);  ou,  inversement,  que 
les  six  équations  (i),  (a),...,  (6)  se  réduisent  à cinq  en 
vertu  des  égalités  ( t'),  ( a'), . . . , (6'). 

Or,  si  nous  considérons  (i), . . . , (6)  comme  des  égalités, 
chacune  des  fonctions  numériques  (i),...,  (6)  est  iden- 
tiquement nulle,  cl  I on  a aussi  identiquement 

(i ).X|  -t-  (a) .)., -H. . . (6)  .ït  = o ; 

d’ailleurs,  celle  identité,  ordonnée  par  rapport  aux  coeffi- 
cients a,  b,  c,  </,  e,f,  peut  s’écrire 
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Une  combinaison  des  équations  (i'), . . . , (6')  se  réduit  donc 
à une  identité;  et  ces  équations,  réduites  à cinq,  admet- 
tent, en  X,,. . X6,  une  solution  commune. 

131 . Inversement,  si  nous  considérons  (t'), . . (6') 

comme  des  égalités,  chacune  des  Tonnions  numériques 
(i/), . • . , (6')  étant  déjà  identiquement  nulle,  l’on  a aussi 
identiquement 

( t ' ) . « -(- ( 2 ') . i + ( 3 ' ) . c 4- ( 4 ' ) . d -t- ( 5 ' ) . e -r- ( 6' ) / = o . 

Mais  cette  identité,  ordonnée  par  rapport  aux  coellicicnls 
A,, . . . , X„,  peut  s’écrire 

(t).X,  4-  ( a).X,  4- . . . -4-  (6)  .X,==o. 

Une  combinaison  des  équations  (i), ....  (6)  se  réduit  donc 
à une  identité;  ces  équations,  réiluitcs  à cinq,  admettent, 
en  a,  b,..  une  solution  commune.  Donc.  etc. 

132.  Passons  maintenant  à la  proposition  corrélative, 
et,  pour  nous  borner  encore  au  cas  qui  exige  le  moins  de 
calcul,  établissons  seulement  que  pour  que  six  droites  tou- 
chent. une  même  courbe  île  lu  seconde  classe , il  faut  et  il 
suffît  qu'il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  carrés  de.  leurs  distances  à un  point  quelconque  du  plan 
qu'elles  déterminent . 

Soient,  à cet  effet, 

a,  x 4-  b,  y -t-  I — o , fl,  * 4-  b,  y -t-  t = o, . . . , 
a,x  4-  6,  y 4-  t = o 

les  six  droites  données.  Pour  exprimer,  en  premier  lieu, 
qu’elles  touchent  une  même  courbe  de  la  seconde  classe,  ou 
l’enveloppe  des  droites 

ax  s-  b y 4-  I = o , 

dont  les  paramètres  o,  b vérifient  l’équation  du  second 
degré 

(I)  /(a,  J)  = An’4  Bai  +Ct’4l)ri  4 Ei4  F=o; 
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on  devra  poser  les  six  relations 

(>)  /(«n*i)  = 0, 

(2)  /(«.,*.)  = O, 


(6)  /(<7„A,)=o; 

et  remarquant  qu’elles  forment  autant  d'équations  linéaires 
et  homogènes,  par  rapport  aux  coefficients  A,  B,C,  D,  E,  F 
considérés  comme  inconnus,  exprimer  que  ces  équations 
admettent  en  A,  B,...,  F une  solution  commune  : ou 
égaler  à zéro  le  déterminant 


(C) 


fl,  /-», 

fla  bi 

"i 

a6  bt 

part, 

on  1 

b,  1 
b,  i 

b < I 


: O. 


exprimer  I existence  d une  re- 
lation linéaire  et  homogène  entre  les  carrés  des  distances 
des  mêmes  droites  à un  point  quelconque  (x, y)  ; ou  devra, 
développant  l'identité 

= ou  ^ ï,  (a,jr-l-  b,  y -t-l)’=o, 
et  égalant  à zéro  les  coefficients  de  chacun  des  termes  en 


*r>  •**  ou  !> 

exprimer  que  les  six  équations  résultantes 


=«. 

(»*) 

\ X,  fl,  b y — O , 

Zmi\ 

13') 

^ li  b\  =0, 

(4') 

=0, 

(5') 

^ À,  è,  =0, 

(6') 

X1,  =o’ 

Digitiz 


• CAS  DE  Là  PARABOLE  ET  DU  PARABOLOÏDE.  I 3^ 

admettent  en  à,,.  . une  solution  commune;  ou  égaler 
à zéro  le  déterminant 


a] 

° l 

a,  b , 

a,  b7 

a,  b. 

*ï 

b\ 

«i 

«i 

a. 

b , 

i 

b, 

■ 

b, 

1 

Or  les  déterminants  (C),  (C')  sont  identiques  et  l’une 
quelconque  des  équations  de  condition  (C)  ou  (C'),  en- 
traîne l'autre.  Donc,  etc. 

Le  cas  général  d’une  courbe  ou  d’une  surface  de  classe  ni 
se  traiterait  de  la  même  manière. 


133.  Le  théorème  précédent  peut  encore  s’établir  en  de- 
hors de  la  notion  des  déterminants,  et  il  suffit  pour  cela  de 
remarquer,  quelles  que  soient  celles  des  relations 

(0,(a).....(6),  ou  (■'),(*') (6'), 

que  l’on  regarde  comme  des  égalités  déjà  sérifiées,  que  ces 
égalités  entraînent  la  réduction  des  six  équations  restantes 
en  cinq  équations  distinctes  (n0>  130  et  131,  p.  i34). 

134.  Cinq  tangentes  P,,...,  P5  d’une  parabole,  neuf 
plans  tangents  P,, . . . , P,  d'un  paraboloïde  donnent  lieu 
aux  identités  spéciales 

^ X,  Pf  5=  const  , ^ X,  PJ  ==consl. 

Toute  parabole,  en  effet,  touche  la  droite  à l'infini  ; tout 
paraboloïde,  le  plan  à l'infini  représenté,  ainsi  que  cette 
droite,  par  l’équalion 

C — const.  =r  o. 
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§11. — De  l'identité  réduite^  )•,  P'"  — o,  ou  de  la  pro- 
priétè  d'un  groupe  d’éléments  associés,  en  nombre  in- 


férieur au  nombre  norma 

133.  Pour  r/ue  des  points,  nu 
nombre  de  jt'+i,  soient  associés 
suivant  le  module  m ( et  dans  ce 
cas  toute  courbe  plane  ou  toute 
surface  de  i' ortlre  m,  que  l’on 
aura  menée  par  tous  ces  jmints, 
moins  un,  passera  d' elle-même 
par  te  point  que  l'on  avait  omis), 
il  faut  et  il  su  ffit  qu'il  existe  une 
relation  linéaire  et  homogène 


entre  les  puissances  m des  distan- 
ces de  tous  les  points  considérés 
à un  plan  quelconque. 


Pour  que  des  droites  ou  des 
plans,  au  nombre  de  ft'-f  >>  soient 
associés  suivant  le  module  m,  c’est- 
à-dire  pour  que  toute  courbe  pla- 
ne, ou  toute  surface  de  la  ni "m 
classe  qui  sera  menée  tangentiel- 
Iraient  à toutes  ces  droites,  moins 
une,  ou  à tous  ces  plans,  moins 
un,  touche  d’cllc-même  ta  droite 
ou  te  plan  que  l'on  avait  omis,  il 
faut  et  il  suffit  qu’il  existe  une  re- 
lation linéaire  et  homogène 


entre  les  puissances  m tles  distan- 
ces des  droites  ou  des  plans  con- 
sidérés à un  point  quelconque  du 
plan  de  la  courbe  ou  de  l’espace. 


136.  Prenons,  comme  premier  exemple,  un  système  de 
natif  points  1 , 2, . . . , 9 dont  les  distances  à un  plan  quel- 
conque P,  vérifient  l'identité 


et  faisons  voir  que  ces  neuf  points  sont  associés  suivant  le 
module  a : ou  que  toute  surface  du  second  ordre  que  l’on 
aura  menée  par  huit  d’entre  eux  passera  d' elle-même  par 
le  dernier. 

Soit,  à cet  effet,  S l’une  de  ces  surfaces,  menée  par  les 
points  1, 2,...,  7,  8,  et  sur  laquelle  nous  prendrons  an 
hasard  deux  nouveaux  points  x,  y.  Si  X,  \ désignent  leurs 
distances  au  plan  P,  les  distances  à ce  plan  des  dix  points 
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1,  2, . . 8,  x et  j-  donneront  lieu,  par  le  théorème  fonda- 
mcntal,  à. l’identité 

(l)  VV,  P;  + rtX’-t-éY*==o; 

cl  si,  entre  celle  identité  et  la  précédente  (i),  on  élimine 
le  terme  en  P* , on  aura  encore  identiquement 

(!')  Vv.P’  -h  «'X’-+-  è'Y’sso. 

De  là,  par  la  réciproque  du  même  théorème,  la  conclusion 
que  les  dix  points 

(S')  2,3 8,  9,  x et  y 

appartiennent  à une  môme  surface  du  second  ordre  S'. 
Mais  déjà  les  dix  points 

(S)  1,2 7,  8,  x et  y 

appartiennent  à la  surface  S.  Les  deux  surfaces  S,  S'  ont 
neuf  points  communs 

2,  3,. . 7,  8,  x et  y 

indépendants  les  uns  des  autres;  clics  coïncident,  et  la  sur- 
face S que  l'on  avait  menée  par  les  huit  premiers  points 
1 , . . . , 8 passe  d’ellc-mème  par  le  dernier  9. 

Observation.  — L’identité  des  deux  surfaces  S,  S'  se 
peut  conclure  légitimement  de  l’existence  de  neuf  points 

2,  3,. . . , 7,  8;  x,y 

communs  à ces  surfaces,  pourvu  que  ces  neuf  points  n'ap- 
partiennent pas  à une  même  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre.  Or  cette  condition  négative  résulte  ici  de  la  déftni- 
tion  même  des  points  x,  y,  lesquels  ont  été  pris  au  hasard 
sur  une  surface  menée  par 

1,2,. ..,7, 8. 

Les  deux  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  déterminées 
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par  les  deux  groupes 

2,  3,. . 7,  8,  x,  ou  2,  3,. . .,7,  8,  y, 

bien  que  tracées  sur  la  même  surface,  seront  dès  lors  dis- 
tinctes en  général;  et  l’on  peut,  d’ailleurs,  les  supposer 
telles  explicitement. 

137.  Inversement,  neuf  points  étant  tels  que  toute  sur- 
face du  second  ordre  S que  l'on  aura  menée  par  huit  d’entre 
eux  passe  d' elle-même  par  le  dernier  : les  distances  de 
ces  points  à un  plan  quelconque  P vérifieront  l'identité 


Menons,  en  effet,  par  les  points  1, 2,. . .,  7,  8,  et  dès 
lors  aussi  par  les  neuf  points  donnés  1 , 2, . . . , 7,  8,  9,  orne 
surfaces  distinctes  du  second  ordre,  sur  chacune  desquelles 
nous  prendrons  un  dixième  point  quelconque  x,,  ou  x,,..., 
ou  x,,.  Les  distances  de  ces  nouveaux  points  au  plan  P 
étant  désignés  par  X,,  X,,. . . , X,,  : ou  bien  la  fonction 

N X,  Pj  sera  nulle  identiquement;  ou  nous  aurons,  par 

le  théorème  fondamental,  les  onze  identités  suivantes 


P|=X|, 

V>,p;=x;, 


=E=X. 


D’ailleurs,  les  distances  de  onze  points  quelconques  île 
l'espace  à un  plan  quelconque  donnent  lieu  à la  relation 
identique 

o,  X;  +«,X3+...  + fltiX,1|  o; 
et  si,  entre  cette  identité  et  les  précédentes,  on  élimine  les 
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onze  carrés  XJ,. . . , X,’,,  on  a idenliquement 


Donc,  elc. 

Nous  verrons  que  l’identité  spéciale  (»),  relative  à neul' 
points  de  l’espace  associés  suivant  le  module  2,  contient  la 
théorie  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre,  la  con- 
struction géométrique  de  ces  courbes  par  points,  de  leurs  ' 
tangentes,  de  leurs  plans  oscillateurs,  de  leurs  traces  sur 
un  plan  quelconque,  etc. 

Scolie.  — Les  théorèmes  corrélatifs  pour  un  groupe  de 
neuf  plans  associés  s'établiraient  de  la  même  manière. 

138.  Si  les  distances  (/e  hui  t points  de  l 'espace à un  plan 
quelconque  F vérifient  l'identité 

(i)  % L PJ  = °> 

JmJ  I 

ces  huit  points  sont  encore  associés  suivant  le  module  2; 
et  toute  surface  du  second  ordre  que  l'on  aura  menée 
par  sept  d’entre  eux  passera  d' elle-même  par  le  dernier. 

Soit,  effectivement,  S l’une  de  ces  surfaces,  menée  par 
les  points  1 , . . . , 7,  et  sur  laquelle  nous  prendrons  au  ha- 
"sard  trois  nouveaux  points  x,  y,  z.  Les  distances  des  dix 
points 
(S) 

à un  plan  quelconque  P,  vérifiant  l’identité 

(I)  yV.PÎ  + .XM.W’+e*-0; 

si,  entre  cette  dernière  et  la  précédente  (1),  nous  éliminons 
le  terme  en  FJ,  nous  aurons  encore  identiquement 

1')  y\,p;  + a'X’-t-6'Y’-t-c'Z’=so. 
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2,  3 , . . . , 7,  8;X|  v,  j 

appartiennent  donc  à une  même  surface  du  second  ordre  S’. 
Les  deux  surfaces  S,  S'  ont  d’ailleurs  neuf  points  communs 

2 , 3 , . • . , 7;  ^ , s 

indépendants  les  uns  des  autres;  elles  coïncident,  et  la  sur- 
face S que  l’on  avait  menée  par  les  sept  premiers  1 , 2,....  7 
passe  d’clle-mème  par  le  dernier  8. 

Observation.  — L’identité  des  deux  surfaces  S,  S'  sup- 
pose que  les  neuf  points 

2,3, 6 7; 

qui  leur  sont  communs,  n’appartiennent  pas  à une  même 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre;  et  celte  supposition  est 
effectivement  comprise  dans  la  déiinitiondes points  x,y,z, 
lesquels  ont  clé  pris  au  hasard  sur  une  surface  menée  par 
1 , 2, . . . , G,  7.  Le  point  z,  en  général,  sera  donc  extérieur 
à la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  déterminée  par 

2,3,...,  G,  7;  j-, y, 

et  l’on  peut,  d’ailleurs,  le  supposer  tel  explicitement. 

139.  Inversement,  si  huit  points  tic  /’ espace  sont  asso-, 
ciés  suivant  le  module  2,  ou  tels  que  toute  surface  t/u  se- 
cond ordre  que  l'on  aura  menée  par  sept  d'entre  eux 
passe  d'cl/e-méme  par  le  dernier  : leurs  distances  à un 
plan  quelconque  P vérifieront  l'identité 


Menons,  en  effet,  par  les  points  I,  2, . . .,  7 et  dès  lors 
par  les  huit  points  donnés  1,2, . . .,  8,  onze  courbes  gau- 
ches distinctes  du  quatrième  ordre,  intersections  d’autant 
de  couples  de  surfaces  du  second,  passant  les  unes  et  les 
autres  par  tous  les  points  donnés;  et  prenons  sur  chacune 
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de  ccs  courbes  un  neuvième  point  x,,  ou  x,,, . ouxn* 
Chacun  de  ceux-ci  formant  avec  les  premiers  l,  2,...,  8 
un  groupe  de  neuf  points  associés  : ou  bien  la  fonction 

'V  X,  Pj  sera  nulle  identiquement,  ou  l’on  aura  les  onze 

identités 

Y»,  p;==xj, 

V'* 

\ p,p;  = x;, 


p.pî^x,*,. 

D’ailleurs  les  distances  deonze  points  à un  plan  quelconque 
satisfaisant  à la  relation  identique 

/itXl  fl,  X j -f- . . *-t-  a,,  X,J,  o , 

l'élimination  des  onze  carrés  Xj,...,X11l,  entre  cette  der- 
nière et  les  précédentes,  entraîne  l’identité 

\,P?==o. 

Il 

Scolie.  — Les  théorèmes  corrélatifs  pour  un  groupe  de 
huit  plans  associés  s’établiraient  de  la  même  manière. 


§111.  — Premières  applications  des  principes  précédents. 


140.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  au  qua- 
drilatère P,, . . . , PM  n’est  autre  que  la  droite  Q = o défi- 
nie par  l' identité 


On  a,  en  effet,  quel  que  soit  le  nombre  indéterminé  h, 


(*') 


'Q  + A ’-(Q-A)’ 

”4* 
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L’identité  qui  sort  de  définition  à la  droite  Q = o peut  donc 
s’écri  re 


(Q -*-*)* 
4A 


+ 


(Q-*)’ 

4 A 


= o; 


et  l’on  en  conclut  que  les  côtés  du  quadrilatère  proposé  et 
les  deux  droites  Q rfc  h = o sont  tangentes  à une  même  co- 
nique, dont  le  centre  équidistant  des  deux  tangentes  pa- 
rallèles Q ± h = o,  appartient  à la  droite  Q,  équidistante 
de  l’une  et  de  l’autre.  Or  tel  est  le  cas  de  l’une  quelconque 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  proposé;  car  si  1 on 
mène  à l’une  quelconque  de  ces  courbes  une  tangente  pa- 
rallèle à la  droite  Q,  et  représentée  par  une  équation  de  la 
forme  Q-)-/i  = o;  l’identité  (»),  qui  est  donnée,  montre 
que  la  droite  Q — h — o en  est  une  sixième  tangente. 
Donc,  etc. 

On  peut  remarquer  l’analogie  de  la  démonstration  ac- 
tuelle, et  de  celle  du  n°  88,  fondées  l’une  et  l’autre  sur  la 
situation  du  centre  d’une  courbe,  ou  d’une  surface  du  se- 
cond ordre,  à égale  distance  de  deux  tangentes,  ou  de  deux 
plans  tangents  parallèles. 


Corollaire  I.  — Soient 


XY  = o,  X'Y';=o; 

X'+Y'  = o,  X'1 4-  Y'1  = o ; 
et 

X’  + Y’—  X'1—  Y'’=Q, 

les  côtés  de  deux  angles  droits  circonscrits  à une  conique 
jr*  y * 

— ; -H  tî=  1 i les  cercles  de  rayon  nul  ayant  leurs  centres 

respectifs  aux  sommets  de  ces  angles  ; et  enfin  l’axe  radical 
de  ces  cercles,  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  fa  droite 
qui  réunit  ces  memes  sommets.  D’après  le  théorème  précé- 
dent, cet  axe  radical,  ou  la  droite  Q = o,  est  le  lieu  des 
centresdes  coniques  inscrites  au  quadrilatère  XY  X' Yr'.  Le 
centre  de  la  conique  considérée,  qui  est  un  point  de  celle 
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droite,  est  donc  équidistant  des  deux  points  XY,  X'Y', 
ou  équidistant  des  sommets  de  deux  angles  droits  quelcon- 
ques circonscrits  à la  courbe  ; cl  le  lieu  géométrique  de  tous 
ces  sommets  est  le  cercle  concent tique  x'  -H  > 1 = a* -+- 

ConoLLAinF.il.  — Si  une  droite  se  trouve  représentée 
par  une  équation  de  In  forme 


cette  droite  est  l'un  des  diamètres  de  la  conique  inscrite 
au  pentagone  P,  P,  . .P»  = o (110  86,  p.  ^3). 

ConOLLAinE  III.  — Le  lieu  des  centres  des  coniques  in- 
scrites un  triangle  P,  P,  P,,  et  dont  les  carrés  /les  demi- 
axes  principaux  conservent  une  somme  constante,  est  le 
cercle  représenté  par  l' équation 


Imaginons,  en  effet,  une  conique  déterminée,  mais  d'ailleurs 
quelconque,  satisfaisant  à ces  conditions;  et  soient 

o — X — xcos*  -t-ysin*  — p,  o — Y — — xsin  a -f-ycos»  — q 

les  côtés  d’un  angle  droit  auxiliaire,  circonscrit  à celle  co- 
nique, dont  cinq  tangentes 

P,  P,  P,  = o et  XY  = o 


se  trouvent  de  la  sorte  en  évidence.  Si  (^)  = o désigne 

l'axe  radical  du  cercle  X /,  PJ  =0,  conjugué  au  triangle 

PiPjPj»  et  du  cercle  de  rayon  nul  X*-t-Y*  = o ayant 
pour  centre  le  sommet  de  cet  angle  droit;  les  deux  fonc- 

lions  cycliques  \ P’  et  X*-l-Y*,  retranchées  l'une  de 

l’autre,  fournissent  l’identité 


(') 


^X,p;  — X’  — Y*^Q. 
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La  droite  Q = o est  donc,  en  vertu  du  corollaire  précé- 
dent, l’un  des  diamètres  de  la  conique  considérée;  et  les 
coordonnées  du  centre  de  cette  courbe,  vérifiant  l’équation 
Q = o de  ce  diamètre,  vérifieront  de  même  l'équation  équi- 
valente , 


Mais  ces  coordonnées,  substituées  dans  la  fonction  par- 
tielle X*  -+-  Y*  lui  font  acquérir  une  valeur  égale  à la  con- 
stante donnée  a'  ainsi  que  cela  résulte  de  l'ortho- 

gonalité des  deux  tangentes  X,  Y,  et  du  théorème  relatif  au 
lieu  décrit  par  le  sommet  d’un  angle  droit  circonscrit  à une 
conique.  Le  centre  de  chacune  des  coniques  considérées 
appartient  donc  au  cercle  représenté  par  l’équation 


où  ^ X,  Pj  désigne  la  fonction  (x  — a)*  4-  ( y — (3)*  — p ’ 

du  cercle  conjugué  au  triangle  P,  P,  P,.  Et  c’est  aussi  ce 
que  nous  avions  trouvé  déjà  par  d’autres  considérations. 


141.  Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  sept  plans  P,  P, ...  P,  = o coïncide  avec 
le  plan  Q = o défini  par  l'identité 


(0 


lp;=q. 


On  a en  effet,  identiquement,  et  quel  que  soit  le  nombre 
indéterminé  /1, 


(O 


( Q -t-/0*  (Q  — /01 

“4  4 


L’identité  qui  sert  de  définition  au  plan  Q peut  donc  s'é- 
crire 


(O 


(Q  4j* 

4/1 


-f- 


(Q-Ap 

4 A 


==o. 
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On  en  conclut  que  les  deux  plans  Q ± h = o et  les  sept 
proposés  forment  un  groupe  de  neuf  plans  associes  (n°137, 
p.  i4o),  de  telle  manière  que  toute  surface  du  second  ordre 
que  l’on  aura  menée  tangenliellement  à huit  de  ces  plans, 
P,  ...  P,  et  Q -t-  /i  = o,  touche  d’elle-môme  le  dernier, 
Q — h = o : le  centre  de  cette  surface,  situé  à égale  dis- 
tance des  deux  plans  tangents  parallèles  Q ± h = o,  appar- 
tenant, dès  lors,  au  plan  Q,  équidistant  de  l’un  et  de  l’autre. 
Or  tel  est  le  cas  de  l’une  quelconque  des  surfaces  menées 
tangenticllcmcnl  aux  sept  plans  proposés.  Car  si  l’on  mène 
à l’une  d’elles  un  plan  tangent,  parallèle  au  plan  Q,  et  re- 
présenté par  une  équation  de  la  forme  Q -t-  h = o,  l’iden- 
tité (f  ),  qui  est  donnée,  montre  que  cette  surface  est  encore 
tangente  au  plan  Q — h = o.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  — Tout  plan  représenté  par  une  équation 
de  la  forme 


est  l’un  des  plans  diamétraux  de  la  surface  du  second  ordre 
définie  par  les  neuf  plans  tangents  P,  P, . . .P,  = o (n°  103, 
p.  89). 

Corollaire  II.  — Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  inscrites  à l'hexaèdre  P,  . . . Pe,  et  dont  la 
somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  conserve  une 
valeur  constante,  est  la  sphère  représentée  par  l'équation 


1,  Pj  = a'  -f-  4’  -f-  r3. 


Imaginons,  en  effet,  une  surface  déterminée,  mais  d'ail- 
leurs quelconque,  satisfaisant  à ces  conditions;  et  soient 

o = X = arcosa  -4- .y  rosp  -t-zeosy  — /*, 
o = Y = xcosa'  -t-  y cosB'  4-  zcosy’  — p' , 
o = Z = jr  cos  a* -f-  / cos  p"  -+- 1 COS7"  — p" 

les  plans  des  faces  d’un  trièdre  trirectanglc  auxiliaire,  cir- 

10. 
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conscrit  à celte  surface,  dont  neuf  plans  tangents 
P,  P, ...  P,  = o et  XYZ  — o 


se  trouvent  de  la  sorte  en  évidence.  Nous  avons  vu  déjà,  et 
il  est  évident,  à priori , que  l'on  peut  disposer  des  cinq  rap- 
ports arbitraires  X,  : X,  de  telle  sorte,  que  l’équa- 


\ve 

lion  > X,  PJ  = o représente  une  sphère,  la  sphère  conju- 
guée de  l'hexaèdre  P,  ...P,.  Si  donc  Q = o désigne  le 
plan  radical  de  celle  sphère,  > X,  PJ  = o,  et  de  la  sphère 

de  rayon  nul,  X1  Y*  -+-  Z’  = o,  avant  pour  centre  le 
sommet  du  trièdre  trirectangle  déjà  défini;  les  deux  fonc- 
. ' 

tions  sphériques  \ X,  PJ  et  X*  -t-  Y’  -f-  Z1,  retranchées 
l’une  de  l'autre,  donneront  naissance  à l’identité 


— X’  — Y1  — Z*  ==Q. 


Le  plan  Q — o est  donc,  par  le  corollaire  précédent,  l’un 
des  plans  diamétraux  de  la  surface  considérée.  El  les  coor- 
données du  centre  de  cette  surface,  vérifiant  l'équation 
Q = o de  ce  plan,  vérifieront  de  même  l’équation  équi- 
valente 


Mais  ces  coordonnées,  substituées  dans  la  fonction  par- 
tielle X*  -t-  Y*  -+-  Z*,^a  rendent  égale  à la  somme  donnée 
a'  -+-  b*  -+-  c*  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la 
surface  : ainsi  que  cela  résulte  de  l’orthogonalité  des  plans 
X,  Y,  Z,  et  du  théorème  de  Monge  sur  le  lieu  décrit  par  le 
sommet  d’un  trièdre  trirectangle  circonscrit  à l’ellipsoïde. 
Les  coordonnées  du  centre  de  chacune  des  surfaces  consi- 
dérées vérifient  donc  l’équation 
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où  2^  X,  P*  désigne  la  fonction 

[(x  — a)»  + (y  — P)>  -4-  (*  — Y )*  — p*  ] 

relative  à la  sphère  conjuguée  de  l'hexaèdre  P,  . . . P,.  El 
c’est  le  résultat  que  l’on  avait  obtenu  par  d’autres  considé- 
rations (n°  HO,  p.  io3). 


1 42.  Le  lieu  fies  pôles  d'une  droite  Q par  rapport  à 
toutes  les  coniques  inscrites  au  quadrilatère  P,  ...  P, , est 
la  droite  Q'  = o définie  par  l'identité 


Soit,  en  effet,  Q ~f-  cQ'  = o (Jig.  a3  ) une  cinquième 
tangente  menée,  à l’une  quelconque  de  ci  s coniques,  par  le 


Fip.  *3. 

* 

/\\ 

/ ' '. 


Q-CO'  Q Q+CQ- 


point  de  concours  des  droites  Q,  Q'.  L’identité  précédente 
pouvant  s’écrire 

(Q  + rQ'p  (Q-cQ')>__ 

— 4?~  + — 4^  ’ 

la  droite  Q — cQ' = o sera  d’ellc-mème  tangente  à cette 
conique.  Et  il  résulte,  du  faisceau  harmonique  formé  par 
les  quatre  droites 

QQ'— o,  Q ± rQ'  = o , 
ou  de  la  division  harmonique 

q’,  q,  t,t' 

déterminée  par  leurs  traces  sur  la  polaire  du  point  QQ', 
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que  le  pôle  de  chacune  des  droites  Q ou  Q',  par  rapport  à 
la  conique  considérée,  est  situé  sur  l’autre.  Chacune  de  ces 
droites  représente  donc  le  lieu  géométrique  des  pôles  de 
l’autre  par  rapport  à toutes  les  coniques  de  la  série. 

Le  quadrilatère  P,  ...  P4  et  la  droite  Q étant  donnés,  la 
droite  Q'  s’en  déduit  aisément.  Il  résulte,  en  effet,  de  la 
relation  (i),  que  les  droites  Q,  Q'  sont  conjuguées  par  rap- 
port au  quadrilatère  proposé,  dont  elles  divisent  harmoni- 
quement les  trois  diagonales.  On  pourra  donc  déduire  géo- 
métriquement, des  traces  de  l’une  de  ces  droites  sur  ces 
diagonales,  les  traces  de  l’autre. 


143.  L’identité  tangentiel/e 


définirait  de  même  le  point  enveloppe  Q'  des  polaires  du 
point  Q par  rapport  au  faisceau  de  coniques  qui  aurait 
pour  base  le  quadr angle  P,  . , . P4  = o. 


l li.  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  Q par  rapport  à toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  inscrites  à un  même  système 
de  sept  plans  P,  ...  P,  = o,  n rest  autre  que  le  plan  Q'  = o 
défini  par  l'identité 

(i)  ^l.PîssQQ'. 


Soit,  en  effet,  Q-+-cQ'=  o,  un  huitième  plan  tangent 
mené,  à l’une  quelconque  des  surfaces  de  la  série,  par  la 
droite  o = Q = Q'.  L’identité  précédente  pouvant  s’é- 
cri  re 


(*') 


y\i 


(Q 


+ cQ')’  , (Q  — cQ')1 
+ - = o, 


le  plan  Q — cQ'  = o sera  de  lui-mème  tangent  à cette  sur- 
face dont  neuf  plans  tangents 


P, . . . P,  = o et  Q±cQ'  = o 
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se  trouvent  de  la  sorte  en  évidence.  Or  il  résulte  du  faisceau 
harmonique  formé  par  les  quatre  plans 

QQ’ = o,  Q±rQ’=o, 
ou  de  la  division  harmonique 

q\  7.  f, 

déterminée  par  leurs  traces  sur  la  polaire  de  la  droite  QQ' 
que  le  pôle  de  chacun  des  plans  Q,  Q',  par  rapport  à la 
surface  considérée,  est  situé  sur  l’autre.  Chacun  de  ces 
plans  représente  donc  le  lieu  géométrique  des  pôles  de 
l’autre  par  rapport  à toutes  les  surfaces  de  la  série,  et  ces 
plans  sont  conjugués  par  rapport  à l’une  quelconque  de  ces 
surfaces. 

L’heptaèdre  P, ...  P,  et  le  plan  Q étant  donnés,  nous  ver- 
rons plus  loin  que  la  construction  du  plan  conjugué  Q' 
peut  se  déduire  de  la  définition  analytique  de  ce  plan,  ou 
de  l’identité  (i). 

i'to.  L’identité  tangcnlielle 


définirait  de  même  le  point  enveloppe  O'  des  plans  po- 
laires du  point  Q par  rapport  à toutes  les  surfaces  du  se- 
cond degré  que  l’on  peut  circoncrirc  à l’heptagone  gauche 
P,  P, ...  Pt  :=  o. 
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CHAPITRE  V. 

DERNIÈRE  GÉNÉRALISATION  DES  PRINCIPES  PRÉCÉDENTS. 

Sohmaihe.  — Généralisation  de  quelques  propositions  antérieures.  — Pro- 
priété de  six  couples  de  droites  ou  de  points  conjugués  par  rapport  a 
une  conique,  de  dix  couples  de  points  ou  de  plans  conjugues  par  rapport 
n une  surlace  du  second  ordre.  — Applications. 


§ I.  — Dit  lieu  tirs  centres  des  coniques  conjuguées  à 
quatre  couples  de  droites , ou  de  la  droite  définie  par 
l'équation 


I i6.  Les  propriétés  générales  de  six  éléments  d’une  co- 
nique, de  dix  éléments  d’une  surface  du  second  ordre, 
dont  nous  avons  donné  précédemment  l’expression  ana- 
lytique, sont  susceptibles  d’une  dernière  généralisation, 
et  qui  nous  les  va  montrer  avec  toute  l’étendue  qu’elles 
comportent  et  qu’exigent  d'ailleurs  leurs  applications. 
Nous  verrons,  en  effet,  que  les  problèmes  fondamentaux, 
relatifs  à la  détermination  d'une  surface  du  second  ordre 
définie  par  neuf  éléments  de  même  nature,  sont  immé- 
diatement résolubles  dans  le  plan  où  ils  se  ramènent,  en 
dernière  analyse,  à la  détermination  d’une  conique  que  l’ou 
pourrait  appeler  résolvante , et  qui  se  trouve  définie  par  un 
nombre  convenable  de  données.  Mais  ces  données  ne  sont 
plus,  comme  à l’ordinaire,  des  droites  ou  des  points  par  les- 
quels devrait  passer  la  conique  résolvante  ou  qu’elle  devrait 
toucher,  mais  des  couples  de  droites  ou  de  points  conjugués 
par  rapport  à eette  courbe.  De  là,  la  convenance  de  réunir 
d’abord  les  notions  nécessaires  pour  la  construction  d’une 
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conique  définie,  non  plus  par  cinq  points  ou  cinq  tangentes, 
mais  par  cinq  couples  de  droites  ou  de  points  conjugués. 
Et  comme  la  construction  d’une  conique,  d’après  cinq  de 
ses  points  ou  de  ses  tangentes,  résulte  de  la  propriété  de  six 
points  ou  de  six  tangentes  d'une  telle  courbe,  il  convient 
d'abord  de  rechercher  quelque  propriété  analogue  de  six 
couples  de  droites  ou  de  points  conjugués  par  rapport  à une 
conique.  El  c’est  à quoi  l’on  est  conduit  par  les  problèmes 
que  nous  allons  résoudre.  Nous  rencontrerons  d ailleurs, 
chemin  faisant,  diverses  propositions  de  quelque  intérêt  en 
elles-mêmes,  et  qui  nous  permettront  un  peu  plus  loin  de 
construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le  cercle  osculateur 
d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  le  cercle  oscula- 
teur et  la  sphère  osculalrice  d’une  cubique  gauche. 

1 17.  Du  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  à trois 
couples  de  droites,  et  dont  les  carrés  des  demi-axes  prin- 
cipaux conservent  une  somme  constante. 

i).  Letnme.  Le  produit  des  distances  du  centre  d’une 
conique  à deux  droites  conjuguées  quelconques  est  égal  à 
la  somme  des  produits  obtenus  eu  multipliant  le  carré  de 
chacun  des  demi-axes  principaux  de  la  courbe  par  le  pro- 
duit des  cosinus  des  inclinaisons  sur  cet  axe  des  normales 
à ces  droites  : 

(1 J PP'=  cos  (N,  n)  cos  (N',  a)  -t-  è*c  os  (N,  b)  cos  (N',  b). 

Rapportant,  en  effet,  ces  droites  aux  axes  de  la  conique 
conjuguée 


par  les  équations 

•rcosA  + jsinA  — o = o,  xcosA'-t-.rsin  A'—  o'=  o; 

et  exprimant  que  le  pôle  de  l’une  d’elles,  par  rapport  :i  la 
courbe,  appartient  à l’autre,  ou  obtient  la  condition 

(!')  ma'=  <7jcosAcos A'-t-  ê’sinAsinA'. 
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Or,  les  relations  (I),  (I')  sont  équivalentes,  et  la  première  (I) 
est  applicable  à un  système  quelconque  d’axes  coordonnés. 

2).  Soient  donc,  par  rapport  à des  axes  rectangulaires 
quelconques,  ox,  oj ’, 

P.P’.^o,  P,  P7,  = o , P,  P',  = o 

les  trois  couples  de  droites  données;  chacune  des  fonctions 
P„,  F„  étant  de  la  forme 

P„  = x 4-  b, y — o.,  P),  = <i„T.  -t-  b'„y  — o'„; 

où  a„  et  b,„  a„  et  b'n  désignent  les  cosinus  des  inclinaisons 
respectives  sur  ox  et  oy  des  normales  N,  N' aux  droites 
considérées,  ou  les  cosinus  directeurs  de  ces  normales. 

Si  a.  et  (3,  a'  et  (3'  désignent  de  même  les  cosinus  direc- 
teurs de  chacun  des  axes  principaux  2 a,  2 b d’une  ellipse 
conjuguée  aux  deux  droites  de  chaque  couple,  on  aura, 
pour  le  produit  des  distances  du  centre  (x,j  ) de  cette  el- 
lipse à ces  droites,  cette  double  expression 

P„  P),  = oIcos(N,  n)  cos(N',  a)  4-  6’cos(N,  b)  cos(N',  b)  ; 
ou,  en  développant  les  cosinus, 

(«)  P,  P'„  = «s(«r.a  4-  b„  ^ 4-  A’„P) 

4-  **(«.«'+ 

Appliquant  celle  relation  aux  trois  couples  droites  P,  P',, 
P.  P,,  P3  F,,  il  vient 

(1)  PiP',  = --, 

(2)  P,P’,  = ..., 

(3) 

et  l’on  aura  le  lieu  des  centres  (,r,j')  de  toutes  les  ellipses 
analogues  en  éliminant  les  trois  paramètres  indépendants 
auxquels  se  réduisent  les  six  variables  a,b\  a,  {3;  oc1,  fi', 
entre  ces  trois  équations  et  la  suivante  : 

( j 4-  b'  = l1  = const. 

Or  si,  désignant  par  X,,  X,  trois  coefficients  définis  par 


Digitized  by  Google 


d’i'N  cercle  qui  dépend  de  six  DROITES.  1 55 
les  conditions 

! a,  a\  -I-  X,  a,  n\  4-  X,  a,  a\  = i , 

(X)  | X,  4,  4 , 4-  X,  4,  4,  4-  X,  4,  b , zz;  i , 

( X,  (a,  4',  - f-  4,  n,  ) -f  X,  (a,  4',  -+-  4,  a',)  -+-  Xjla,  b\  4-  b, a\  ) = o , 

on  ajoute,  membre  à membre,  les  équations  (i),  (a),  (3) 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  nombres 
X,,  X,,  X,  : le  second  membre  de  l'éi|uation  résultante  de- 
vient, en  vertu  des  relations  que  l’on  vient  d’écrire, 

(«’«’  4-  a’p’)  4-  [b1  a.’'  4-  43p'3) 

= a3  (a3  4-  p’)  4-43( a,J  4-  p'3)  ==  a3  4- 4:; 

toutes  les  variables  se  trouvent  éliminées,  et  l’on  obtient 
cette  équation  du  lieu 

(I)  x,  P,  P1,  4-  X,  P,  P1,  4-  X,  P,  P',  = a>  4-  4’. 

D’ailleurs,  les  termes  du  second  degré  de  cette  équation  se 
réduisent  à x*  -hjf*  en  vertu  des  relations  (X);  le  lieu  con- 
sidéré est  donc  un  cercle,  et  l’on  a ce  théorème  : 

Théorème  I.  — Le.  Heu  îles  centres  îles  coniques  conju- 
guées aux  trois  couples  de  droites  P,  F, , P,  F,,  P3  P',,  et 
dont  les  carrés  des  demi-axes  principaux  conservent  une 
somme  constante,  est  le  cercle  représenté  par  l'équation 


148.  Corollaire  I.  — Si  l’on  appelle  cercle  associé  des 
trois  couples  de  droites  P,  F. , P,  F, , Ps  P',,  le  cercle  déter- 
miné, représenté  par  l’équation 

(H)  y'x,  P,  F,  = o; 

on  pourra  dire  que  la  somme  des  carrés  des  demi-axes 
principaux  d'une  conique  conjuguée  à trois  couples  de 
droites  est  égale  à la  puissance  tlu  centre  de  la  courbe 
par  rapport  au  cercle  associé  de  ces  droites ; ou  encore  que 
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te  cercle  diagonal  d'une  conique  conjuguée  à trois  couples 
de  droites  et  le  cercle  associé  de  ces  droites  se  coupent 
orthogonalement . 

1 19.  Corollaire  II.  — Si  les  droites  conjuguées  P,  et  Pt . 
P,  et  P,,  P,  et  P4  se  confondent  deux  à deux,  le  lieu 
précédent  se  transforme  dans  le  lieu  des  centres  des  co- 
niques inscrites  au  triangle  P,  P,  P,  et  soumises  à la  con- 
dition fl’  -+-  Z>*  = const.  On  retrouve  ainsi  le  cercle 

(!')  ^ X,  Pj  = b'  (n°  90,  p.  77). 

1 50.  Corollaire  III.  — Les  trois  couples  P,  et  P,,  P,  et 
P,,  P,  et  P,  contiennent  seulement  trois  droites  distinctes 
P,,  P,.  P,, si  l’on  a identiquement  P,=P„  Pj^aPj.PjSP,  . 
Le  cercle  représenté  par  l’équation  eoriespondantc 

(I'J  X,  P,  P,  -h  X,  P,  P,  -t-  X,  P3  P,  = n’  -t-  h' 

est  donc  le  lieu  géométrique  des  centres  des  coniques  sou- 
mises à la  condition  a'  4-  Id  = const.  et  conjuguées  au 
triangle  P,  P,  P,  ou  aux  trois  couples  de  droites  Pi  P», 
PrPsiPaPi-  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  123  et  le 
cercle  (F)  sont  concentriques. 

loi.  Sco/ie.  — Il  nous  reste  à construire  le  cercle  (I), 
ou  le  cercle  concentrique 

(II)  Vi.P.P.asO, 

lieu  spécial  des  centres  des  hyperboles  équilatères  conju- 
guées aux  trois  couples  P,  P, , . . . , P5  P4 . 

Soient,  à cet  effet  [pt,  p\\  pt,  p\\  /'si  p,)  les  coordon- 
nées d’un  point  quelconque  du  plan  de  la  ligure,  et 

(2)  X,  ( P , P1,  + p\  P.)  -+- X, (p,  P-, .+  p\  Pj)  +X,(/>4P',  -t- p\  P, ) = O 

la  polaire  de  ce  point  par  rapport  au  cercle  inconnu  (II). 
Si  l’on  pose 

(1'  o =/>,=//,, 
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le  point  dont  il  s’agit  n’est  autre  que  le  sommet  de  l’angle 

formé  par  les  droites  de  la  première  couple;  cl  sa 
polaire,  représentée  par  l’équation 

X,  ! p , P1,  4-  p,  P, ) 4-  X, (/',  P',  4-  //,  P,)  = o , 

passe  par  l’intersection  des  polaires  pt  P'j  4-  p\  P,  = o, 
/js  P1,  4-  p,  P s = o de  ce  même  point  (i)  par  rapport  aux 

angles  P,  P’,,  P,  P',  des  deux  couples  restantes. 

Les  points  d'intersection 

i = P,  P', , a = P,  P', , 3 = P,  P'J 

des  deux  droites  de  chaque  couple,  et  les  points  de  con- 
cours 

y,  *2',  3' 


des  polaires  des  précédents  1,9,3  par  rapport  aux  angles 
formés  des  deux  droites  de.  chacune  des  couples  restantes, 
déterminent  donc  trois  systèmes 

1,1',  2,-2',  3,3' 

de  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  (II).  Et  celui-ci 
n’est  autre  que  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  dé- 
crits sur  les  segments 

11',  22',  33' 

comme  diamètres . 


lo2.  Théorème  II.  — Le  lieu  des  centres  ries  coniques 
conjuguées  aux  quatre  cou  pies  P,  P'| , . . . , P,  P",  n'est  autre 
que  la  droite  déterminée  représentée  par  l'équation 

(«)  X.P.P^O 

ou  l'axe  radical  commun  à tous  les  cercles  contenus,  en 
nombre  infini,  dans  cette  même  équation , et  parmi  les- 
quels se  trouvent,  au  nombre  rie  quatre,  les  cercles  asso- 
ciés de  troir  quelconques  des  quatre  couples  données. 

La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux  de  l’une 
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quelconque  des  coniques  actuelles  est  effectivement  mesurée 
(n°  148,  p.  1 55 ) par  la  puissance  du  centre  de  celte  conique 
par  rapport  à l’un  quelconque  de  ces  derniers  cercles 


N 

\ X,  P,  P',  = O, 

(3) 

y fi,  p,  p, = o. 

Le  centre  de  l’une  quelconque  de  ces  coniques  appartient 
donc  à l’axe  radical  de  ces  cercles  ou  A la  droile  représentée 
par  l’équation  (t).  Et  puisque  l’on  sait  construire  ( n°  151, 
p.  i5y)  chacun  des  cercles  (a),  (3),  on  saura  de  même 
construire  leur  axe  radical,  ou  la  droile  associée  des  quatre 
couples  données  représentée  par  l'équation  (i). 

153.  La  droite  associée  de  quatre  couples  de  droites, 
A = o,  représente  encore  la  corde  commune,  située  à dis- 
tance finie,  de  deux  coniques  homothétiques  respectivement 
circonscrites  à deux  quadi  ilalères  dont  les  couples  de  côtés 
opposés,  reproduiraient,  dans  un  oidre  quelconque,  les 
quatre  couples  données.  La  définition  de  cette  droile  en- 
traîne effectivement  fidentilé 

(■')  (X,  P,  P,  + P,  p,)  -t-  (X,  P,  P,  -t-  X,  P.  P',)  = A, 

et  sa  construction,  la  construction  de  ce  problème  : 

Circonscrire  à dnuc  quadrangles  donnés  un  système  de 
deux  coniques  homothétiques. 

154.  Les  deux  cercles  de  rayon  nul,  ou  les  points  limites 
des  cercles  de  la  série  (t),  représentés  par  l’équation  par- 
ticulière 

(i"j  o = yx,P,P,s(J:-A)1  + (y-B)’, 

seront  fournis  par  les  points  de  commune  intersection  des 
quatre  cercles  associés  de  trois  quelconques  des  couples 
données. 
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Dans  le  cas  spécial  où  trois  des  quatre  couples  sont  for- 
mées de  droites  coïncidentes,  ces  points  limites 

(«•)  °=^‘>.p;  + >,p,p'4^(x-A)*+(r-  b); 

se  peuvent  déterminer  à priori,  et  leur  situation  sur  trois 
cercles,  qu’il  est  facile  d’apercevoir,  entraîne  le  théorème 
suivant  : 

<37  \ , 2,  3 désignent  les  sommets  d’un  triangle  quel- 
conque P,  P,  Ps  = o et  ! 2',  3'  les  traces,  'sur  les  côtés 
opposés,  des  polaires  de  ces  sommets  par  rapport  à un 
même  système  de  deux  droites  P,  P'1  = o : les  cercles 
décrits  sur  les  segments  H 22',  33'  comme  diamètres,  se 
coupent  suivant  les  deux  memes  points. 

155.  Théorème  111.  — Le  centre  d’une  conique  drjinie 
par  cinq  couples  de  droites  conjuguées  P,  P1,,. . . ,P,  P§, 
n'est  autre  que  le  point  de  concours  de  toutes  les  droites 
ou  le  centre  radical  de  tous  les  cercles  contenus  en  nombre 
infini  dans  l’équation 


Et  le  cercle  diagonal  x'  +y*  — «*  -+-  b*  de  celte  conique 

j-î  yl 

— -h  y- 1=  i coupe  orthogonalemenl  tous  les  cercles  de  la 
a7  b"1  ' ° 

série . 

On  pourra  donc  construire,  par  la  règle  et  le  compas,  le 
centre  et  le  cercle  diagonal  d’une  conique  définie  par  cinq 
couples  de  droites  conjuguées.  ISous  verrons  plus  loin  que 
la  détermination  du  cercle  osculatcur  en  un  point  quel- 
conque d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  dépend  de 
cette  seule  construction. 

136.  Considérons  six  couples 

P,  P',  = o,...,  P.  P,  = o 
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de  droites  conjuguées  par  rapport  à une  même  conique. 
En  vertu  du  iliéorème  précédent,  chacun  des  diamètres  de 
la  combe  pourra  être  représenté  par  l’une  ou  l'autre  des 
équations  , 


y 


p,  p’, 


Àmà-i 


p,  P,  P’.  = o; 


et  celles-ci  étant  équivalentes,  on  aura  l'identité 
Y''* 

> i,P,  P',  = o. 

ÂmJl 


Telle  est  donc  l’expression  analytique  des  dépendances 
existant  entre  six  couples  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à une  même  conique,  que  les  produits  des  distances 
d'un  point  Quelconque  du  plan  de  la  courbe  aux  deux 
droites  de  chaque  couple  soient  liés  par  une  même  relation 
linéaire  et  homogène 


157.  Réciproquement,  six  couples  de  droites  qui  don- 
nent lieu  à l’identité 


Y*  >,P,  P',  = o, 


J ont  toujours  six  couples  conjuguées  à une  même  conique. 

Le  centre  de  la  courbe  déüuie  par  les  cinq  couples  de 
droites  conjuguées  1,  2,  3.  4,5  se  trouve  en  effet  au  point 
de  concours  de  tontes  les  droites  contenues  dans  l’équation 

(2)  Y>,P,P'.=o; 

le  centre  de  la  courbe  définie  par  les  couples  2,  3,  4,  5,  6 au 
point  de  concours  de  toutes  les  droites 


(3) 


o. 


Or  ces  deux  séries  de  droites  coïncident,  en  vertu  de  l’idcn 
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ti lé  supposée  (i).  Et  les  deux  coniques  précédentes,  ayant 
le  môme  centre  et  quatre  couples  de  droites  conjuguées 
communes,  se  confondent. 

158.  Corollaire.  — Pour  que  l’on  puisse  circonscrire  à 
trois  quadrilatères  donnés  trois  coniques  qui  se  coupent 
suivant  les  quatre  mômes  poiuts,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
côtés  opposés  de  ces  quadrilatères  forment  six  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à une  môme  conique. 

159.  Lorsque  cinq  couples  de  droites  donnent  lieu  à 
l'identité 

(») 

toute  conique  conjuguée  aux  deux  droites  de  quatre  de  ces 
couples  est  par  cela  même  conjuguée  aux  deux  droites 
de  ta  cinquième. 

Car  si  l’on  imagine  l’une  quelconque  des  coniques  conju- 
guées aux  quatre  couples  P,  P, , . . . ,P;  F,,  et  que  AA',  BIP, 
désignent  deux  autres  couples  de  droites  conjuguées  à cette 
conique,  pu  aura  identiquement,  par  le  théorème  du  nu150, 
p.  160, 

(a)  AA'-+-BB'==o. 

Et  si,  entre  cette  identité  et  la  précédente  ( i ) , on  élimine 
le  rectangle  P,  F,,  on  aura  encore  identiquement 

(3)  Yv1P,P'1  + AA'4-BB'=o. 

Les  deux  droites  Ps,  P,,  qui  n’entraient  point  dans  l’iden- 
tité (a),  mais  qui  figurent  dans  celle-ci,  se  trouvent  donc 
conjuguées  par  rapport  à cette  conique  particulière  que 
nous  avions  considérée  d’abord  et  qui  n’était  autre  que 
l’une  quelconque  des  coniques  conjuguées  aux  quatre  cou- 
ples P,  F, , . . . , P,  F, . Donc,  etc. 

1 1 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  V. 


16a 

1(50.  De  là  un  théorème  important,  et  dont  nous  rencon- 
trerons, parla  suite,  de  nombreuses  applications. 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'une  droite  fixe 

A — o , 

par  rapport  à toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites 

P,  P',  = o , . . . , P,  P',  = o , . 

t 

n'est  autre  que  la  droite  A'  = o définie  par  l'identité 
(i)  y >,  P,  P",  + AA'=o. 


§11.  — - Théorème  corrélatif,  ou  propriété  de  six  couples 

de  points  conjugués  par  rapport  à une  conique. 

• 

ltil,  La  propriété  de  six  couples  de  droites  conjuguées 
se  peut  établir  à priori , d’une  manière  synthétique,  et  in- 
dépendamment des  problèmes  qui  nous  y avaient  conduit. 
C’est  aussi  la  seule  marche  que  nous  ayons  à suivre  pour 
rétablissement  du  théorème  corrélatif  qui  est  le  suivant. 

Théorème.  — La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  douze  points  représentés  pap  les  équations  tan- 
gentielles 

P'  P'i  = o . • • • , P.P',=  o, 


fassent  six  couples  de  points  lonjugués  par  rapport  à une 
même  conique  est  qu'il  existe  une  relation  linéaire  et  ho- 
mogène 


(1) 


entre  les  produits  ries  distances  des  deux  points  de 
chaque  couple  à une  droite  tracée  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  de  la  courbe. 

Soient,  en  effet, 


3.1 

If 
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la  conique  considérée,  et  (x,,  y,),  (a',  ; . . . ; (x6,  j6), 

(x,,y,)  six  couples  de  pointsronjuguéspar  rapport  à cette 
courbe;  on  aura  les  égalités  suivantes  : 


(>) 

■*«*.  r.r, 
. 6’ 

(6) 

x.  *,  y,  r\ 
u > b‘ 

D’ailleurs,  pour  que  les  distances  de  ces  points  à une 
droite  quelconque 

A*  + B.r  -4-  C =:  O 

vérifient  l’identité  (I),  il  faut  et  il  suffit  que  la  relation 

(I')  ^ X (Ax,  H-  B/,  -+•  C)(A.r,  -t-  B/,  4-  C)=so 

soit  vérifiée  indépendamment  des  valeurs  de  A,  R,  C;  ou 
que  les  six  équations  obtenues  en  égalant  à zéro  les  coeffi- 
cients des  termes  en 


A’,  B’,  C-,  AB,  BC,  AC 

admettent  en  X,, . . ..X»  une  solution  commune;  ou  enfin 
que  ces  six  équations  se  réduisent  à cinq  par  la  réduction  à 
la  forme  identique  o = o de  l'une  de  leurs  combinaisons. 
Or  c’est  justement  ee  qui  se  produit  ici,  aussitôt  du  moins 
que  l’on  a égard  aux  relations  données  (i), . . . , (6). 

Trois  des  six  équations  en  X, , ... , X„  sont  effectivement 


dont  la  combinaison 


v* 


•?  *1  *,  -î  x,  r,  /, 


se  réduit  à l’identité 

o — o, 

ainsi  que  cela  résulte  des  égalités  (i),  (a), . . . , (6)  mulli- 

1 1 . 
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pliées  respcclivcment  par  les  nombres  et  ajou- 

tées membre  à membre.  Donc,  etc. 

La  proposition  réciproque  s’établirait  d’une  manière 
analogue. 


162.  Lorsque  cinq  couples  de  points  donnent  Heu  à 
F identité  tangcnlielle 


o, 


toute  conique  conjuguée  aux  deux  points  de  quatre  de  ces 
couples  est  par  cela  même  conjuguée  aux  deux  points  de 
Us  cinquième  (p.  161,  n°  159). 

Scolie. — L’enveloppe  des  polaires  d'un  point  fixe  A = o 
par  rapport  à toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  points  P,  , . . . , Pt  P', , n'est  autre  que  le  point 
A'=o  défini  par  l'identité  langentielle 


À,  P,  P,  -4-  A A'  = 


o. 


§ 111.  — Du  lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  èquilatères 
conjugués  à six  couples  de  plans,  ou  de  la  sphère  défi- 
nie par  l'équation 


Théorèmes. 

163.  Du  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  à six  couples  de  plans,  et  dont  les  carrés  des 
demi-axes  principaux  conservent  une  somme  constante. 

i).  I.emme.  — Le  produit  des  distances  du  centre  d’un  el- 
lipsoïde à deux  plans  conjugués  quelconques  est  égal  à la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  carré  de 
chacun  des  demi-axes  principaux  de  la  surface  parle  pro- 
duit des  cosinus  des  inclinaisons  de  cet  axe  sur  les  normales 
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aux  deux  plans  conjugués  donl  il  s'agit  : 

i P.P’^o’cos  N,  ct)cos  (N\fl) 

(1)  -t-  i>1cos(N,  é)cos(N',è) 

' -h  r’cos(iN,  c)  cos  (N',  c-). 

Rapportant,  en  effet,  ccs  deux  plans  aux  axes  de  la  surface 
conjuguée 


par  les  équations 

jtcosA  -f-_rcosB  -+-  icosC  — a = o, 
j- cos  A'  -t-_vcosB'-+-  irosC' — a'=  o ; 

cl  exprimant  que  le  pôle  de  l’un  de  ces  plans,  par  rap- 
port à la  surface,  appartient  à l’autre,  on  obtient  la  con- 
dition 

(!')  o.ct'  =: /l’cos Acos A'-l-  6;cosBcosB' -+-  c’cosCcosC'. 

Ur  les  relations  (I),  (I')  sont  équivalentes,  et  la  première  est 
applicable  à un  système  quelconque  d’axes  coordonnés. 

2).  Soient  donc,  par  rapport  à des  axes  rectangulaires 
quelconques  ox,  or,  oz, 

P,  P*,  = o , P;  P’,  = o , . . . , P,  P',  = o , 

six  couples  de  plans;  chacune  des  fonctions  P„,  P„  étant 
de  la  forme 

P„  = a„  x -+•  b, y -4-  c„  z — cr„ , P’,  = <i„  x 4-  b'„  y ■+-  r„  i — o'„  ; 

et  an,  b„,c„ , n„ , b'n , c'n  désignant  les  cosinus  des  inclinai- 
sons respectives,  sur  ox,  oy,  oz,  des  normales  IS,  N'  aux 
plans  considérés,  ou  les  cosinus  directeurs  de  ccs  nor- 
males. 

Si  a,[ 3,  y,  a', -fi',  y',  a.",  fi",  y" désignent  de  même  les  co- 
sinus di lecteurs  de  chacun  des  axes  principaux  ia,  ib,  2 c 
d’un  ellipsoïde  conjugué  aux  deux  plans  de  chaque  couple;  011 
aura,  pour  le  produit  de?  distances  du  centre  (x,  y,  ")  de 
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cet  ellipsoïde  à ces  deux  plans,  celle  double  expression  : 

P„  P„  :=  «’ros(N,  a)  cos  (N1,  a) 

+ è’oos(N,  i)cos( N',  b) 

-4-  cH’osf  N,  c)  cos(  N',  c), 

ou,  en  développant  les  cosinus, 

. P„  P’„  fl*  (<7„  X -h  b„  p -h  c„ y ) (o'„a  b'„  P -+■  emy) 

( n ) ■ -+■  b1  (a„x'-\- b,p' -hr,-/){n'„a  -h  b'np' -h  c„y' ) 

I + c>(,,na'’  + b„p  '-t-c„v")  (*„a*4-  b'„p"  + c„y"). 

Appliquant  successivement  celle  relation  aux  deux  plans 
P,  et  P,.  , Pc  et  P’t  de  chaque  couple,  il  vient 


(>) 

P,  P',  = ■ • ■ , 

(a) 

p.  k = • ■ . 

(6) 

P.  K = • • 

El  l’on  aura 

le  lieu  des  centres  (u'/.c)  de  tous  les  ellipsoïd 

analogue^  en  éliminant  les  six  paramètres  indépendants 
auxquels  se  réduisent  les  douze  variables  n,  /'.c,  y, 
a',  fi',-/,  a",  fi",  y"  entre  ces  six  équations  cl  la  suivaule  : 

( 7 ) «’  -4-  i5  -4-  c1  = const. 

Or  si  l’on  désigne  par  X,,.  . . ,X6  six  coefïicients  définis 
par  les  conditions 


et  que  l’on  ajoute,  membre  à membre,  les  équations  , 
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d’une  sphère  qui  dépend  de  douze  plans.  167 
(1),  (2),  . . .,(6),  multipliées  respectivement  par  les  nom- 
bres X,, ...  : le  second  membre  de  l’équation  résul- 

tante devient,  en  vertu  des  conditions  ().), 

«’(*’  + P’-l-vM  + *’(«'»+  P'’-4-7's)  -+-  c1  ( -I-  P"’  -4- y"1) 

= -t-  A*  -4-  c2  ; 

toutes  les  variables  se  trouvent  donc  éliminées:  et  il  vient, 
pour  l’équation  du  lieu, 


= -4-  A1  -4-  c ’. 


D'ailleurs  les  termes  du  second  degré  de  celte  équation  se 
réduisent  à x'  +y*  -f-  z’,  en  vertu  des  relations  (});  le 
lieu  trouvé  est  une  sphère,  et  l’on  a celte  proposition  : 

Théorème  I.  — Le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes , con- 
jugués aux  six  couples  de  plans  P,  P^, . . . , P,  Pt , et  dont 
les  carrés  des  demi-axes  principaux  conservent  une  somme 
constante , n'est  autre  que  la  sphère  déterminée,  représen- 
tée par  l'équation 

(I)  P,  P',  =:  -f-  A1  -4-  C 

16t.  Corollaire  I.  — Si  l’on  appelle  sphère  associée 
des  six  couples  de  plans  P,  P, .... , P(i  Pf  la  sphère  unique 
et  déterminée,  représentée  par  l’équation 

(II)  Vx,P,Pr,  =0: 


on  pourra  dire  que  la  somme  des  carrés  des  demi  axes 
principaux  d'un  ellipsoïde  conjugue  à six  couples  de 
plans  est  égale  à la  puissance  du  centre  de  cet  ellipsoïde 
par  rapport  à la  sphère  associée  de  ces  plans ou  encore 
que  la  sphère  diagonale  d'un  ellipsoïde  conjugué  à six 
couples  de  plans  et  la  sphère  associée  de  ces  plans  sont 
orthogonales. 

16o.  Corollaire  II.  — Si  les  deux  plans  de  chaque 
couple  se  confondent,  P,=  Pi . . . . , P,  = P, , le  lieu  pré- 
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codent  se  transforme  dans  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes 
inscrits  à l'hexaèdre  P, . . . P, , et  soumis  à la  condi- 
tion a'  -+-  h* -+-  c*  = const.  On  retrouve  ainsi  la  sphère 

PJ  = a*  -t-i'+c'  (n°  1 10,  p.  io5). 

Et  si  les  douze  plans  des  six  couples  données  se  réduisent 
à quatre  plans  distincts,  P,, . ..  , P4,  lesquels,  combinés  deux 
à deux,  forment  en  effet  les  six  couples  P,  Pt,  P,  Pj,  P,  Pt, 
Pi  P«.  Pj  Pi5  P*  P»;  le  lieu  précédent  se  transforme  dans  le 
lieu  des  centres  des  ellipsoïdes , conjugues  au  tétraèdre 
P,  . . . P4,  et  soumis  à la  condition  os  -4-  ld  c*  = const. 
On  trouve  ainsi  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre , 
si  la  constante  est  nulle;  ou  une  sphère  concentrique 

\ Xl(  P,  P,  = «*  -t-  b * -t-  c’,  dans  le  cas  contraire. 

160.  Scolie.  — 11  resterait  à conslruircla  sphère  (1),  ou 


seulement  la  sphère  concentrique^  P,  P,  = o;  et 


c est 


à quoi  l’on  peut  parvenir  de  deux  manières  différentes 
dont  l’une  offre  quelque  analogie  aveo>  la  méthode  par  éli- 
mination usitée  en  algèbre. 

i).  Supposons  d’abord  que  cinq  des  six  couples  données 
soient  formées  de  plans  coïncidents,  ou  que  l’on  ait  à con- 
struire la  sphère  représentée  par  l’équation 


(') 


À,  PJ  -4-  PP'=  o. 


On  reconnaîtra  aussitôt  que  le  p/un  polaire,  relatif  à lu 
surface  (i),  de  chacun  des  dix  sommets  du  pentaèdre 

P i P j Pj  P*  P&  ~ o , 

passe  par  la  trace  de  Y arête  opposée  sur  le  plan  polaire  du 
même  sommet  par  rapport,  au  dièdre  'Y , P'  : 

O = />,  = />,=/>,,  ).,/>,P,  (/»P'  + />'P)  = O. 

On  connaît  donc  ici  dix  couples  de  points  conjugués,  ou 
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dix  sphères  orthogonales  à la  sphère  cherchée;  et  l’on  a 
en  même  temps  ce  théorème  : 

Si  l'on  nomme  diagonales  de  la  figure  formée  d’un  pen- 
taèdre et  d’un  dièdre  chacune  des  droites  menées  de  l'un 
quelconque  des  sommets  du  pentaèdre  à ta  trace  de  /’arète 
opposée  sur  le  plan  polaire  de  ce  sommet  par  rapport  au 
dièdre  donné  ; on  pourra  dire  que  les  dix  sphères  décrites 
sur  chacune  des  diagonales  d'une  telle  figure  comme  dia- 
mètre sont  orthogonales  à une  meme  sphère  : la  sphère  (i), 
lieu  géométrique  des  centres  des  hjpcrholoïdes  cqui/atères 
inscrits  au  pentaèdre  et  conjugués  ah  dièdre  donnés. 

La  sphère  précédente  peut  d’ailleurs  se  réduire  à un 
plan  : le  plan  médian  de  la  figure,  et  qui  contient  alors, 
en  même  temps  que  les  points  milieux  de  toutes  les  diago- 
nales, les  cenlres  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
inscrites  au  pentaèdre  et  conjuguées  au  dièdre  donnés.  Dans 
ce  ras,  les  divers  plans  de  la  figure,  transportés  paral- 
lèlement à eux-mêmes  en  un  même  point  de  l'espace,  y 
déterminent  cinq  plans  tangents  et  un  dièdre  conjugué  à 
un  même  cône  du  second  ordre. 

2).  Supposons,  en  second  lieu,  que  quatredes  six  couples 
'données  soient  formées  de  plans  coïncidents;  ou  que  l’on 
ait  à construire  la  sphère 


^\p;  ■+•  PP'-t-  QQ'=  o. 


On  reconnaît  encore  que  le  plan  polaire,  relatif  à la  sur- 
face (2),  de  chacun  des  sommets  du  tétraèdre  P,  P,  P9  Pt 
passe  par  le  point  de  concours  de  la  face  opposée  cl  des 
plans  polaires  de  ce  même  sommet  par  rapport  aux  dièdres 

O',  <M>'  : 

o=p,  =p,=j> ,,  P,  -f-  (/>P’4-  p'  P)  -4-  (yQ'-W/'Q)  = O. 


On  connaît  donc  quatre  couples  de  points  conjugués,  ou 
quatre  segments  conjugués,  par  rapport  à la  sphère  que 
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l'on  cherche,  et  qui  n'est  autre,  dès  lors,  que  la  sphère  or- 
thogonale aux  quatre  sphères  décrites  sur  chacun  de  çes 
segments  comme  diamètre. 

3).  Supposons  encore  qu’il  s’agisse  de  la  sphère  repré- 
sentée par  l’équation 

(3)  ^ X,  PJ  -t-  PP'  + QQ'  -+-  RR'  = o ; 

et  faisant  intervenir,  en  même  temps  qu’un  plan  auxiliaire 
quelconque  P4  = o,  la  sphère  suivante  que  nous  savons 
construire, 


(?.)  N u,  Pî-t-  m.PP'  4-  /n'.QQ'=  o : 

Lu, 

éliminons  le  rectangle  PP'  entre  les  équations  (a)  et  (3). 
L’équation  résultante 

(a')  V‘,,P;  + /i.QQ'-+-  »'.RR'  = o 

Lu, 

représentera  une  sphère  ayant  un  même  cercle  radical 
avec  les  précédentes  (a),  (3),  et  que  nous  saurions  con- 
struire comme  la  sphère  (a).  Construisant  dès  lors  chacune 
des  sphères  (2),  (a')  et  leur  cercle  radical  ; nous  aurions,, 
dans  celui-ci,  un  premier  cercle  appartenant  à la  sphère  (3) 
que  nous  cherchons.  Un  autre  cercle,  appartenant  à la 
même  sphère,  résulterait  encore,  par  des  considérations 
toute  semblables,  de  l’élimination  du  rectangle  QQ'  entre 
les  équations  ( a),  (3)  ; et  ainsi  de  suite. 

iü7.  Mais  la  sphère  générale\  A,  P,  F,=  o est  suscep- 
tible d’une  détermination  directe  dont  la  simplicité  con- 
traste d’une  manière  remarquable  avec  la  multiplicité  des 
données  de  la  question. 

Que  l’on  coupe,  en  effet,  la  sphère  inconnue 
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par  l’un  des  plans  P6  ou  P',  = o : la  section  résultante  sera 
l’un  des  cercles  contenus  en  nombre  infini  dans  l'équa- 
tion 


Or  tous  les  cercles  (i')  sont  orthogonaux  à un  cercle  dé- 
terminé que  nous  avons  appris  à construire,  car  il  n'est 
autre  que  le  cercle  diagonal  de  l’ellipse  conjuguée  aux  cinq 
couples  de  droites  II,  IT, , . . . , II,  IT,  (n°  ISS,  p.  i5 9). 

On  pourra  donc  construire  le  centre  et  le  rayon  p6  de 
ce  cercle  diagonal;  et  l’on  aura,  dans  la  sphère  de  même 
centre  et  de  même  rayon,  une  première  sphère  fl6  ortho- 
gonale à celle  que  l’on  cherche. 

Cette  même  construction  répétée  nous  pourra  fournir 
quatre  sphères  analogues,  orthogonales  à la  sphère  cher- 
chée, et  qui  suffisent  à sa  détermination. 

Si  la  sphère  précédente  se  réduit  accidentellement  à un 
plan,  la  trace  de  celui-ci  sur  l’un  quelconque  des  plans 
donnés,  tels  que  P8  ou  P",,  sera  l’une  des  droites  conte- 
nues en  nombre  infini  dans  l'équation 


Mais  toutes  ces  droites,  comme  l’on  sait,  concourent  en  un 
même  point  que  l’on  peut  construire  : car  il  n’est  autre  que 
le  centre  de  la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de 
droites  résultant  des  traces  du  plan  P,  ou-P1,,.  que  l’on  aura 
choisi,  sur  les  plans  P,  .Iy, . . . . , P5  .F,  des  cinq  autres 
couples.  O11  pourra  donc  obtenir  de  la  sorte  6x2  ou 
12  points  du  plan  cherché  dont  la  détermination  est  d’ail- 
leurs comprise  dans  celle  de  la  sphère  précédente.  Car  si 
les  quatre  sphères  orthogonales,  à l’aide  desquelles  on  dé- 
terminait celle-là,  ont  leurs  centres  sur  uu  même  plan,  ce 
plan  se  substitue  à la  sphère  cherchée;  et  telle  est  d’ail- 
leurs la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  celle 
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réduction  sc  produise,  que  les  douze  plans  donnés,  trans- 
portés parallèlement  à eux-mèmes  en  un  même  point  de 
l’espace,  y déterminent  six  couples  de  plans  conjugués 
à un  même  cône  du  second  ordre. 

1(58.  Théorème  II.  — Le  lieu  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  aux  n cou/des  de  plans  P,  Ft ,.. ., 
P„  P'„  ( n = y,  = 8)  ; ou  le  centre  unique  de  ta  surface  qu'ils 
déterminent  (n  = p),  coïncident  avec  le  plan,  /'axe  ou  le 
centre  radical  de  toutes  las  sphères  contenues  dans  l’é- 
quation 


et  le  plan  déterminé  que  représente  celle  équation  pour 
n = y,  ta  droite  ou  le  poinld'iuiersection  de.  toits  les  plans 
qui  y sont,  contenus  pour  n = 8 ou  n = 9,  ont  la  même  si- 
gnification. 


169.  Théorème  III.  — La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  dix  couples  de  plans  soient  conjuguées  à 
une  même  surface  du  second  ordre  est  qu'il  existe  une  re- 
lation linéaire  et  homogène 


S 


'a,  P,  P',  = o 


entre  les  produits  des  distances  d'un  point  quelconque  de 
l'espace  aux  deux  plans  de  chaque  couple  (n°  KM,  p.  90); 
et,  si  n couples  de  plans  donnent  Heu  à l’identité  ana- 
logue 


toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux.  deux  plans 
de  n — 1 de  ces  couples  sera  d' elle-même  conjuguée  aux 
deux  plans  de  la  n‘imr  (n°  159,  p.  161). 

Scolie.  — Le  lieu  des  pôles  d' un  plan  fixe  A — o par 
rapport  à toutes  les  surfacty  du  second  ordre  conjuguées 
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aux  sept  couples  de  plans  P,  F,,. . P,  F,,  n’est  antre 
que  le  plan  A'  = o défini  par  l’identité 


P,  F,  •+-  AA'  = 


O. 


§ IV.  — Théorèmes  corrélatifs , ou  propriété  de  dix  cou- 
ples de  points  conjugués  par  rapport  à une  surface 
du  second  ortlre. 

170.  Théorème  I.  — La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  dix  couples  de  points  définies  parles  équa- 
tions tangenlielles 

P,  F,  = o P„  F,  ,=  o, 


soient  conjuguées  à une  même  surface  du  second  ordre , est 
qu’il  existe  une  même  relation  linéaire  et  homogène 


o 


entre  les  produits  des  distances  des  tleux  points  de  chaque 
couple  à un  plan  quelconque 

Dix  couples  de  points  conjugués  par  rapport  h la  sur- 
face 


X* 

«' 


4- 


b’ 


donnent  naissance  aux  égalités 


et  celles-ci,  quels  que  soient  les  multiplicateurs  employés, 
entraînent  la  relation 


* si 


■ V " • S 
■4I 


Digitized  by  Google 


J CHAPITRE  V. 

D'un  autre  côté,  pour  que  les  produits  des  distances  des 
deux  points  de  chaque  couple  à un  plan  quelconque 

Ax  -f-  B/  -t-  Cs  4-  H = o 

soient  liés  par  une  relation  linéaire  et  homogène 
'V'  X,  ( A xt  -f-  B^y  , -t-  Cz,  -t-  H)  (A  j*,  -t-  B/ , -t-  Cz,  -+-  II)  - --  o, 

i>ji 

il  faut  et  il  suffit  que  les  dix  équations  homogènes  obte- 
nues en  égalant  à zéro  les  coefficients  des  termes  en 

A»,  B-,  C!,  H3,  AB,  BC,  AC,  AH,  BH,  CH, 

se  réduisent  à neuf  par  la  réduction  .à  la  forme  identique 
o = o de  l’une  de  leurs  combinaisons;  et  c'est  justement  ce 
qui  se  produit  ici. 

Quatre  des  dix  équations  en  X,,. . . , X10  sont,  en  eflet, 

V X,  x,  .r\  = o , V >,j,y,=:0, 

Y''"> 

\ X,  Z,  2,  =0,  y X,  =0, 
dont  la  combinaison 


-!*X,.r,  jr\  , s;«x,  V,  y,  ï|  * X,  2,  i, 


-I  *•  = O 


sc  réduit  à l’identité 


eu  vertu  de  l’égalité  (I).  Donc,  etc. 

La  proposition  réciproque  s’établirait  d’une  manière 
semblable. 

171.  Lorsque  n couples  de  points,  définies  par  les  équa- 
tions tangenticlles  1*,  Iy  = o, . . . , P„  ly„  = o donnent  lieu 
à l'identité 

S\  P,  P',  = o. 
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toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux  deux  plans 
de  n — 1 de  ces  couples  est  d'clle-méme  conjuguée  aux 
deux  plans  de  la  n'imt  (n°  159,  p.  161). 

Les  limites  normales  de  ce  théorème  sont  comprises  dans 
les  trois  hypothèses  n — 8,  = 9,  = 10.  Toutefois  l’identité 
précédente  peut  être  vérifiée  accidentellement  pour  l’une 
quelconque  des  valeurs  7,  6,  5,  4 de  l’indice  n. 

Corollaire.  — L’enveloppe  des  plans  polaires  d’un 
point  fixe  A = o,  par  rapport  A toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  aux : sept  couples  de  points 
P,  F, , . . . , P7  P. , n'est  autre  que  le  point  A!  = o défini  par 
l'identité  tangentielle 

^\p,  P1,  -+-  A A'=  o. 

§ V.  — Des  n éléments  communs  aux  courbes  ou  aux 
surfaces  conjuguées  à n couples fixes,  et  de  la  réduction 
d'une  somme  de  n rectangles  en  une  somme  de  n 
carrés  : 

^W.-JVxï. 

172.  Théorème.  — Toutes  les  coniques  conjuguées,  en 
nombre  infini,  aux  quaire  couples  de  points  P,  P'i>. . ., 
Pk  Pj , se  coupent  suivant  les  quatre  memes  points  réels  ou 
imaginaires , et  qui  sont  tes  quatre  points  distincts  X — o 
défais  par  T identité  tangentielle 

V>,  P,  P',  = X1. 

JmmJl 

Si  l’on  exprime,  en  effet,  que  la  courbe  à coefficients 
indéterminés 

fl)  az’-f-  ibxy  -+-  çx3-t-  îdx-\-ier  -+-/=  o 

est  conjuguée  aux  deux  points  1,1',...,  -i,  4' de  chacune 
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des  couples  données;  et  que  l’on  résolve  les  relations  ré- 
sultantes 

ox,  x\  -4-  b (x,/,  -4-  x\  y,) 

-4-  ey, X,  -+-  d ( x,  -4-  x\)  -f-  e (y,  -»-/,)+/  = o, 


ax,  x\  -4-  b (x,y,  + x',y,) 

+ cy,y,  -4-  </(•*, -4-  x',)  -+-/r(ri  + y|)-(-/  = o, 

par  rapport  à quatre  quelconques  des  six  coefticieuls  n,  b, 
c,. . on  pourra  les  exprimer  linéairement  en  fonction 
des  deux  autres,  tels  que  a et  c\  et  ces  diverses  expres- 
sions étant  substituées  dans  l’équation  (1),  elle  prendra  la 
forme 

(1')  af[*>X)  -+•  cf  (•*>/)  = o. 

Telle  est  donc  l’équation  générale  des  courbes  considéiées, 
et  l’on  voit  qu’elles  passent  toutes  par  les  quatre  points  de 
rencontre  des  deux  suivantes 

f(r,y)  = °,  ?(*»/)=<>. 

Quant  à la  seconde  partie  du  théorème,  elle  résulte  de  la 
signiGcation  déjà  connue  de  l’identité  tangentielle 


et,  comme  elle  exprime  que  toute  conique  conjuguée 
aux  quatre  couples  de  points  P,  F,, . . . , Pt  P',,  est  aussi 
conjuguée  aux  deux  points  X,  Y ; que,  d’ailleuis,  cinq  cou- 
ples de  points  conjugués  par  rapport  à une  série  de  co- 
niques donnent  toujours  lieu  à une  telle  identité  : on  voit, 
en  supposant  les  deux  points  X,  Y confondus  en  un  seul, 
X=Y,  que  l’un  quelconque  des  points  X = o communs  à 
toutes  les  courbes  précédentes  sera  défini  par  une  identité 
de  la  forme 
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Il  existera  donc,  en  général,  quatre  déterminations,  et 
quatre  seulement,  du  point  inconnu  X défini  par  cette  iden- 
tité. 


173.  Sco/ie.  — Si  l’on  pose  m -I-  n = 4,  on  pourra  dire 
que  toutes  les  coniques  conjuguées  aux  m couples 
P,  P,, . . . , P„  P„,  et  passant,  en  outre,  par  les  n points 
At,...,An,  passent  d’elles-mémes  par  chacun  des  m 
points  X •=  o définis  par  l'identité 


2>p',,'h-X 


a,  a; 


=x>. 


Nous  aurons,  d’ailleurs,  A revenir  sur  la  détermination 
graphique  de  ces  points. 

174.  Le  théorème  précédent  contient  la  définition  gé- 
nérale des  courbes  contenues  dans  V équation  tangentielle 


et  comme  on  voit  tout  d’abord,  par  le  nombre  des  para- 
mètres qui  y sont  contenus,  que  toutes  les  courbes  repré- 
sentées par  celte  équation  remplissent  déjà  deux  condi- 
tions communes;  si  l’on  demande  quelle  en  est  la  nature, 
on  pourra  répondre  que  toutes  ces  courbes  admettent  deux 
couples  communes  de  droites  conjuguées,  ou  cpi  elles  sont 
conjuguées  à un  même  quadrangle,  lequel  a pour  sommets 
les  quatre  points  communs  à toutes  les  coniques  conju- 
guées aux  quatre  couples  de  droites  P,  Pt, . . . , P4  P, . 

Si  X,, . . . , X4  désignent,  en  effet,  ces  derniers  points, 
on  aura  par  le  théorème  précédent 

^‘v,p,p’,~x;,  Vo,  P,  P",  = X | ; 

et  si,  résolvant  ces  identités  par  rapport  aux  rectangles 
P,  P, , . . , P4  P', , on  substitue  les  valeurs  résultantes  dans 

1 2 
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l’ équation  (i),  clic  devient 

(.')  ^V,x;  = o, 

où  l’on  reconnaît  l’équation  générale  des  coniques  conju- 
guées au  quadrangle  Xt . . . X*  = o. 

175.  Théorème  corrélatif.—  Les  coniques  conjuguées 
aux  quatre  couples  de  droites  P,  P', , . . . , 1\  F,  s'inscrivent 
d' elles-mêmes  à un  quadrilatère  déterminé  dont  les  cotes 
sont  les  quatre  droites  X = o définies  par  la  relation  iden- 
tique 


^\p1P'1==X’, 


et  dont  les  diagonales  sont  divisées  harmoniquement  par 
chacune  des  coniques  contenues  dans  l équation 


^V.p.  p',  = °- 


176.  Théorème.  — Toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  aux  sept  couples  de  points  P,  F, , . . . , Pt  F, , 
passent  d' elles-mêmes  par  huit  points  déterminés  et  qui 
sont  les  huit  points  distincts  X = o définis  par  l'identité 
tangenlielle 

SW.-*. 

Si  l’on  exprime,  en  effet,  que  la  surface 

^ ax'1  4-  d y'  4-  a"?  4-  2 byz  4-  2 b’  zx  -+-  2 b”x y 
i1)  | + 2 ex  -t -ie'y  4-  s c"z  4-  rf  -=  o 

est  conjuguée  aux  deux  points  1,  l':...;7,7'  de  chacune  des 
couples  données,  et  que  l oti  résolve  les  équations  résul- 
tantes 

ax{  x,  4-  a' y ,y't  -t-  a"  z,  z,  4-  b [y,  4-  z , /,)  4-  . . . 

-t-  c"(z,  -t-  z',)  -h  d — o, 


ax:  x\  4-  a'y,y\  4-  a"z,  z,  + b (/,  z,  4-  z,  y ,)+••• 

4- c"(*,  ■+-*',)  4-  rf=o. 
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de  l'identité  2j  X,  P,  P’|  = 2J  ft,  XJ.  179 
par  rapport  à sept  quelconques  des  six  cocflicienls  a.  a', 
<1  . . , c , c' ,c" , d\  on  pourra  les  exprimer  linéairement 

en  fonction  des  trois  autres,  tels  que  a,  a',  a":  et,  ces  di- 
verses expressions  étant  substituées  dans  l’équation  (1), 
celle-ci  pourra  s’écrire  ' 

(«')  ,-)  ■+*  a' fi  (-rj y > *)  + «Vî(-r.r»*)  = °- 

Telle  est  donc  l’équation  générale  des  surfaces  considé- 
rées, et  l’on  voit  qu’elles  admettent  huit  points  communs  : 
les  huit  points  associés  suivant  lesquels  se  rencontrent  les 
trois  surfaces 


*)  = o.  f — o,  f,—  o. 

Mais,  en  outre,  comme  par  un  théorème  antérieur  l’i- 
dentité tangentiellc 


exprime  que  toute  surface  du  second  ordre  conjuguée  aux 
sept  couples  de  points  P,  P,,...,P7P',  est  aussi  conjuguée 
aux  deux  pointsX,  Y;  que,  réciproquement,  huit  couplesde 
points  conjugués  analytiquement  réductibles  à septdonnent 
toujours  lieu  à une  identité  de  celte  forme  : on  voit,  en 
supposant  les  deux  points  X,  Y confondus  en  un  seul, 
X = Y,  que  l’un  quelconque  des  points  X = o communs  à 
toutes  les  surfaces  précédentes  sera  défini  par  une  identité 
de  la  forme 


P,  P’,  = X-. 


Il  existera  donc,  en  général,  huit  déterminations  dis- 
tinctes, et  huit  seulement,  du  point  X = o défini  par  cette 
identité. 


177.  Corollaire  I.  — Si  l’on  pose  m + n = y,  on 
pourra  dire  que  tonies  les  surfaces  du  second  ordre  con- 
juguées aux  rn  couples  P,  P',. . Pm  Pm  et  passant,  en 
outre,  par  les  n points  A,,. . . , A„,  passent  d' elles-mêmes 

12 
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par  chacun  des  ni  -+- 1 points  X = o définis  par  l'identité 

> i,p,p',  + > «,a;  = x’. 

178.  Corollaire  II.  c—  L’équation  tangenticlle 

y\ p.  p',=o 

est  réJuclible  de  huit  manières  différentes  à la  forme 

]£V.XÏ  = o} 

et  les  huit  fonctions  linéaires  X,,. . . , X7,  X4,  propres  à 
cette  réduction,  ne  sont  autres  que  celles  des  huit  points 
communs  à toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées 

aux  sept  couples  P,  P1, , . . . , P,  P', . 

* 

179.  Théorème  corrélatif.  — Les  surfaces  du  second 
ordre  conjuguées  aux  sept  couples  de  plans  P,  P'l , . . . , 
P,  IyI,  touchent  d' elles-mêmes  chacun  des  huit  plans 
X = o définis  par  l’identité 


V~!’ 

2^  l.P.P’.sX’, 


et  l'équation  générale 


1 


P,  P',  = o 


se  peut,  réduire,  de  huit  manjèrcs  différentes,  à la  J orme 
équivalente 

x> = °- 

En  particulier,  les  surfaces  inscrites  à l’hexaèdre  P, ...P,, 

/S 

et  conjuguées  au  dièdre  AA',  touchent  d’elles-mèmes  cha- 
'cun  des  deux  plans  X = o,  définis  par  l’identité 

V X,  PJ  = A . A'  -4-  X1, 
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et  dont  la  construction  entraînerait  celle  du  cône  du  se- 
cond ordre  conjugué  à l'hexaèdre  P,  ...Pe  et  inscrit  au 

dièdre  AA'. 

§ VI.  — Application  des  principes  précédents. 

180.  Théorème. — Deux  triangles  réciproquement  con- 
jugués par  rapport  à une  conique  sont  hoinologiques.  Il 
en  est  de  même  d’un  triangle  et  d'un  trièdre  réciproque- 
ment conjugués  par  rapport  à une  surface  du  second 
ordre,  et  les  droites  qui  réunissent  les  sommets  homologues 
dis  deux  tétraèdres  réciproquement  conjugués  par  rapport 
à une  telle  surface,  font  toujours  quatre  génératrices  d’un 
même  hyperboloïde. 

i).  Soient,  en  premier  lieu,  abc,  a'b'c1  les  triangles 
considérés  et  A.B.C  = o,  A'.B'.C'=o  leurs  côtés  ics- 
peclifs.  Puisqüc  ces  triangles  sont  réciproquement  conju- 
gués par  rapport  à une  certaine  conique,  chacun  des  som- 
mets a',  ou  o = B'=C#-,  de  l’un,  est  le  pôle  de  l’un  des 
côtés  bc , ou  A = o,  de  l’autre.  Les  six  côtés  des  deux 
triangles  donnent  donc  naissance  à six  couples 

A.B'etA.C',  B.C'ctB.A',  C.A'elC.B' 

de  droites  conjuguées  par  rapport  à une  même  conique, 
et  celles-ci  (n°  150,  p.  160),  à l’identité 

(1)  A (B'-f-  C')  + B(C'-+-  A')  -t-  C(A'+  B')==o. 

Mais  celte  fonction,  qui  doit  être  identiquement  nulle  pour 
tous  les  points  du  plan  de  la  figure,  se  réduit  à son  premier 
terme,  A ( B'  —H  C'),  pour  le  point  a (o  = B = C).  Ce  pre- 
mier terme  doit  donc  s’évanouir  en  même  temps  : ce  qui 
exige,  les  dimensions  du  triangle  abc  étant  finies  et  le  som- 
met a extérieur  au  côté  A = o,  que  la  droite  B'-f-  C'=  o 
passe  par  le  sommet  a.  Mais  celte  droite  passe  déjà  par  le 
sommet  homologue  a'  du  second  triangle,  elle  se  confond 


Digitized  by  Google 


* 

>8ï  CHAPITRE  V. 

«lès  lors  avec  aa',  et  les  droites 

(H)  B'h-C'  = o,  C'-t-A'  = o,  A'-+-B'  = o, 

qui  figurent  dans  l’identité  (I),  ne  diffèrent  pas  de  celles 

(H')  aa',  bb',  cc', 

qui  réunissent  les  sommets  homologues  des  deux  triangles. 
Or  l’identité  (1)  exprime  que  les  trois  couples  de  droites 
A ( 15'+  C')  = o,  B (C'-|-  A')  = o,  C ( A'-f-  B')  = o passent 
par  les  quatre  mêmes  points  : les  quatre  droites  de  deux 
de  ces  couples  formant  les  côtés  opposes,  et  les  deux  droites 
de  la  dernière,  les  diagonales  A' on  même  quadranglc. 

Les  droites 

C = o , A'-t-  B'=  o 

représentent  donc  les  deux  diagonales  du  quadranglc  dont 
les  côtés  successifs  seraient 

A.B.(B'-t-  C').(C'-f-  A')  =o. 

Et  comme  la  diagonale  C = o ne  peut  contenir  le  sommet 
A. B de  ce  quadranglc,  parce  que  le  triangle  ABC  ne  se  ré- 
duit pas  à un  point;  ce  même  sommet  et  le  sommet  opposé 
o=  B'+C'=  C'-+- A'  appartiennent  à la  seconde  diago- 
nale A'-t-  B'=  o:  et  les  trois  droites 

(A'-t- B')  (B'4-C')  (C'-t-A')=o 

concourent  en  un  même  point. 

a).  Considérons,  en  second  lieu,  un  triangle  et  un  trièrlre 
réciproquement  conjugués  par  rapport  à une  surface  du 
second  ordre,  de  telle  sorte  que  les  sommets  a,  b,  c du 
triangle  représentent  les  pôles,  relatifs  à cette  surface,  des 
plans  BOC,  COA,  AOB  des  différentes  faces  du  trièdre. 

Si  a’b'c1  désigne  la  trace  du  trièdre  sur  le  plan  abc  du 
triangle,  les  triangles  abc  et  a'  b'c' , réciproquement  con- 
jugués par  rapport  à la  section  déterminée  dans  la  surface 
par  le  plan  abc,  seront  liomologiques;  les  droites  au',  bb', 
cc'  se  coupent  donc  suivant  un  même  point  /;  les  plans 
(OA,  a),  (OB,  b),  (OC,  c),  suivant  une  même  droite  O»; 
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et  c’est  dans  ce  sens  que  le  triangle  abc  et  le  trièdre 
(OA,OB,  OC)  sont  dits  homologiquetf’.  On  peut  ajouter  que 
les  traces  fies  côtés  du  triangle,  sur  les  faces  homologues 
du  trièdre , sont  trois  points  en  ligne  droite. 

3).  Soient  enfin  abcd  et  a'b'c'tV  deux  tétraèdres  réci- 
proquement conjugués  par  rapport  à une  même  surface 
du  second  ordre;  et  ««',  bb’ , ce',  dd'  les  droites  qui  réu- 
nissent les  sommets  homologues  des  deux  tétraèdres. 

Le  trièdre  ( da , db,  de)  et  le  triangle  a' b' c'  étant  réci- 
proquement conjugués  par  rapport  à la  môme  surface,  ce 
trièdre  et  ce  triangle  sont  bomologiques  ; les  trois  plans 

{fia,  a'),  (db,  b'),  (de,  c') 
se  coupent  suivant  uqe  môme  droite 

dS-, 

et  il  résulte  immédiatement  de  la  définition  de  celte  droite 
qu’elle  s’appuie  sur  chacune  des  proposées 

au',  bb',  ce’,  dd'. 

D’ailleurs,  comme  on  peut  définir  d’une  manière  sem- 
blable trois  autres  droites 

a a,  bp,  cy 

qui  présentent  la  môme  propriété,  on  voit,  en  prenant 
trois  quelconques  de  ces  nouvelles  droites  pour  directrices 
d’un  hyperboloïde  gauche,  que  les  proposées  un',  blé,  ce', 
dd'  en  font  quatre  génératrices. 

181 . Le  théorème  que  l’on  vient  d’établir  donne  lieu  à 
quelques  remarques  utiles. 

i).  Trois  plans  quelconques  et  leurs  pôles  respectifs 
étant  donnés,  la  surfaeecorrespondante  est  — impossible,  si 
le  triangle  et  le  trièdre  résultants  des  données  ne  sont  pas 
homologiques  — indéterminée,  dans  le  cas  contraire. 

a).  Deux  plans  quelconques  A,  B et  leurs  pôles  respectifs 
a,  b étant  donnés,  le  plan  polaire  d’uu  troisième  point  c 
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passe  par  un  point  déterminé,  et  le  pôle  d'un  troisième 
plan  C appartient  à un  plan  que  l’on  peut  construire. 

Dans  le  premier  cas,  en  effet,  le  triangle  abc  est  connu, 
ainsi  que  les  deux  premières  faces  A,  B du  trièdre  hoino- 
logiqne;  et  si  l’on  réunit  par  une  droite  les  traces  des  cô- 
tés cb,  ca  du  triangle  sur  les  faces  correspondantes  A,  B du 
trièdre,  la  droite  résultante  ira  couper  le  troisième  côté 
ab  en  un  point  appartenant  à. la  troisième  face. 

Dans  le  second  cas,  on  connaît  le  trièdre  ABC  et  les  deux 
premiers  sommets  a,  b du  triangle  homologique;  et  si 
l’on  détermine  la  droite  d'intersection  des  plans  menés 
par  les  sommets  a,  b du  triangle  et  les  arêtes  homologues 
B.C,  A. Cdu  trièdre,  le  plan  mené  par  la  droite  résultante 
et  la  troisième  arête  A. B contiendra  le  troisième  sommet  c. 

3) .  Deux  groupes  homologiqucs  formés  de  trois  points 
quelconques  cl  de  leurs  plaus  polaires  étant  donnés,  le 
plan  polaire  d’un  quatrième  point  passe  par  trois  points 
en  ligne  droite  que  l’on  peut  construire,  ou  par  une  droite 
déterminée;  et  le  pôle  d’un  quatrième  plan  appartient  à 
une  droite  que  l’on  peut  définir  par  trois  de  ses  points. 

4) .  Une  surface  du  second  ordre  étant  définie  par  un  té- 
traèdre conjugué,  un  plan  P et  son  pôle  p : le  plan  polaire 
d’un  point  quelconque  p'  est  déterminé  par  quatre  de  ses 
points;  et  le  pôle  d’un  plan  quelconque  P'  est  au  point  de 
concours  de  quatre  plans  que  l’on  peut  construire. 

Que  a,  b,  c,  d et  A,  B,  C,  D désignent  effectivement  les 
sommets  et  les  faces  du  tétraèdre  donné,  et  soient  P le 
plan  polaire  du  point  p , P' celui  de  p'. 

Les  triangles  et  trièdres  suivants 

app  et  A PP',  bpp'  et  BPP',  cpp'  et  CPP’,  dpp'  et  PPP' 

formant  autant  de  groupes  homologiqucs,  chacun  de  ces 
groupes  fournira,  par  la  construction  a),  un  point  du  plan 
polaire  P',  si  c’est  ce  plan  que  l'on  cherche;  ou,  s’il  est 
donné,  un  plan  qui  renferme  son  pôle  p'. 
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182.  Notons  encore  que  la  donnée  des  polaires  A,  A! 
de  deux  points,  par  rapport  à une  conique,  détermine  un 
diamètre  de  la  courbe.  Car,  si  l’on  mène,  par  chacun  des 
deux  pôles  a,  a',  deux  droites  quelconques  B et  C,  B'  et  C', 
les  quatre  couples  de  droites  conjuguées 
AB,  AC,  A' B',  A'C' 
permettent  de  satisfaire  à l’identité 

AB  •+•  AC  -4-  A' B'  4-  A'C'ssD, 
ou 

A (B  -4-  C)  + A'  (B'  -+-  C')  = X, 

et  il  est  aisé  de  reconnaître,  dans  la  seule  détermination 
possible  de  la  droite  X = o définie  par  cette  identité,  l’ex- 
pression de  ce  théorème  : Étant  données  les  polaires  de 
deux  points  par  rapport  à une  conique  ; si,  par  chacun  de 
ces  points,  on  mène  une  parallèle  à la  polaire  de  l’autre , 
la  droite  menée  du  point  de  concours  de  ces  nouvelles 
droites,  au  point  de  concours  des  proposées  est  un  dia- 
mètre de  la  courbe. 

Le  centre  d’une  conique  définie  par  un  pentagone,  con- 
jugué se  peut  obtenir  à l’aide  de  ce  théorème.  Et  comme 
chacun  des  sommets  d’un  tel  pentagone  est  le  pôle  du  côté 
opposé  par  rapport  à la  courbe  (Jig.  a4),  si  l'on  mène  par 

Fig.  34. 


t 


deux  sommets  consécutifs 


5.1,  2.1 

du  pentagone,  des  parallèles  aux  côtés  opposés 

3,  4, 
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l’on  aura,  dans  la  droite  menée  du  point  de  concours  de 
ces  parallèles  au  point  de  concours  de  ces  côtes , un  pre- 
mier diamètre  X de  la  courbe. 

Dans  l'espace,  la  donnée  des  plans  polaires  A,  À'  de 
deux  points  détermine  de  même  un  plan  diamétral  de 
la  surface.  Car  si  l’on  mène,  par  chacun  des  pôles  a,  a', 
trois  plans  quelconques  B,  C,  1)  et  B',  C',  D';  les  six  couples 
de  plans  conjugués  AB,  AC,  AD  et  A'B',  A'C',  A'D'  per- 
mettent accidentellement  de  satisfaire  à l’identité 

AtB+C  + Dl  + A'fB'+C'+DjsX; 

et  la  seule-détcrminaiion  possible  du  plan  X = o défini 
par  cette  identité  entraîne  encore  ce  théorème:  Étant  don- 
nés les  plans  polaires  de  deux  points  par  rapport  à une 
surface  du  second  ordre,  si  l'on  mène  par  chacun  de  ces 
points  un  plan  parallèle  au  plan  polaire  de  l'autre , le 
plan  conduit  par  l'intersection  de.  ces  nouveaux  plans  et 
celte  des  deux  proposés  contient  le  centre  de  la  surface. 

i83.  Un  tétraèdre  P,  P,  Ps  P4=  o et  un  trièdre  ABC  = o, 
conjugués  l’un  et  l’autre  à une  surface  du  second  ordre, 
déterminent  celle  surface;  et  l’on  peut  se  proposer  de  con- 
struire le  plan  polaire  correspondant  au  sommet  du  trièdre 
donné:  problème  identique  au  fond,  comme  on  le  verra 
par  la  suite,  à celui  qui  aurait  pour  objet  la  détermination 
du  huitième  plan  tangent  commun  à toutes  les  surfaces 
inscrites  à l’heptaèdre 

P,  P,  P,  P,  ABC  = 0. 

Or  la  surface  proposée  admettant  neuf  couples  de  plans 
conjugués  connus 

P,  P»,  P,  P.,  P,  P.;  P.  P„  P, P.,  P,  P, 
et 

AB,  BC,  CA; 

le  pôle  de  l’une  quelconque  des  faces  du  trièdre,  telle  que 

C = o, 
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coïncidera  avec  la  trace  de  l'arête  opposée 


1 87 


o A B 


sur  le  plan 


7 = 0, 


lieu  géométrique  des  pôles  du  plan  C par  rapport  à loutes 
les  surfaces  conjuguées  aux  sept  couples 


P,  P„  P,P„  P,P„  P,P„  P,P„  P,P„  AB, 

et  que  l’un  des  théorèmes  antérieurs  (n°  169,  p.  17a)  nous 
montre  comme  défini  par  lidentité 

P,(P,+  Pl+  P,)  -4-  P,  P, -F-  P,  P,  4-  P,  P,  = AB  -h  Cv. 

Les  traces  du  plan  auxiliaire  y sur  les  différentes  faces  du 
tétraèdre  donné  1 2 3 i s’obtiennent  d’ailleurs  aisément.  Et 
si  l’on  fait,  par  exemple, 

P,  = o 

dans  les  deux  membres  de  l'identité  précédente,  on  a encore 
identiquement 

P',  p;  -4-  P",  P’,  + P’,  P’,  = A'  B'  -t-  C'  7'. 

La  droite  y'  est  donc  connue  par  deux  de  ses  points  qui 
sont  (Jig.  a5)  les  deux  dernières  traces  des  droites  A',  IV 
FiB.  i5. 


sur  une  conique,  circonscrile  au  trianglé  2 3 i,  et  passant, 
en  outre,  par  les  points  A'C'  ou  b' , B'Cr  ou  a' . 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  V. 


■ 88 

La  substitution  P,  = o,  ou  une  construction  semblable 
effectuée  dans  le  plan  3 4-1,  nous  fournirait  ensuite  une 
seconde  droite  du  plan  y,  ce  plan  lui-uiême;  et,  par  sa 
trace  c sur  l'arètc  dc(o  = A = B)  du  trièdre  donné,  un 
premier  point  du 'plan  polaire  abc  que  nous  cherchons. 
Donc,  etc. 

184.  Une  droite  P et  sa  polaire  Q,  par  rapport  à une 
surface  du  second  ordre,  forment  un  systèmede  fieux  droites 
que  l’on  peut  dire  conjuguées  par  rapport  à la  surface,  et 
dont  la  donnée,  équivalente  à celle  de  quatre  couples  de 
plans  ou  de  points  conjugués,  équivaut  à quatre  conditions  : 
les  points p,,  ...;p»,  17  ; ou  les  plans  P,,  Q,;...;  P,,  Q,  de 

chaque  couple  étant  pris  arbitrairement  sur  chacune  des 
droites  données,  ou  menés  arbitrairement  par  chacune 
de  ces  droites.  On  peut  donc  se  proposer  le  problème  sui- 
vant : 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  du  second  ordre 
conjuguées  à deux  droites  P,  Q et  à un  trièdre  donné 
ABC  = o. 

La  solution  est  d'ailleurs  comprise  dans  le  théorème  gé- 
néral du  n°  168,  p.  172.  Et  puisque  la  donnée  des  droites 
P,  Q équivaut  à celle  de  quatre  couples  P,  Q,, . . . , P,  Q, 
de  plans  conjugués,  menés  deux  à deux  par  l’une  ou  l’autre 
de  ces  droites;  la  donnée  du  trièdre  ABC,  à celle  de  trois 
autres  couples  AB,  BC,  CA  : le  lieu  dont  il  s’agit  n’est  autre 
que  le  plan  X,  lieu  géométrique  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  conjuguées  à sept  couples  données,  et  que  nous 
savons  être  défini  par  l'identité 

(/)  + AB+BC  + CA  = X. 

Or  nous  allons  voir  que  cette  identité  renferme  effective- 
ment la  détermination  du  plan  X.  Si  nous  considérons, 
pour  cela,  les  deux  surfaces  représentées  par  l'une  ou 
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l'autre  des  équations 

(1)  V X,  P,  Q,  = o, 

(2)  AB  -I-  BC  -I-  CA  = o, 

nous  reconnaîtrons  immédiatement  : dans  la  seconde,  un 
cône  circonscrit  au  trièdre  donné  ABC  = o;  dans  la  pre- 
mière, et  parce  que  la  fonction  N P,  Q,  s'annule  iden- 
tiquement pour  chacune  des  substitutions 

P,...P4=o  ou  Q....Q,  = 0,. 
un  hypei  boloïde  à une  nappe  passant  par  chacune  des 
droites  P et  Q. 

D’ailleurs,  en  vertu  de  l’identité  [!),  ce  cône  et  cet  hy- 
perboloïde  sont  homothétiques;  leur  courbe  d’intersection 
est  située  dans  le  plan  X que  l’on  cherche,  et  bien  que  ces 
deux  surfaces,  prises  isolément,  demeurent  partiellement 
indéterminées,  chacune  d’elles  peut  tirer,  des  éléments  déjà 
connus  de  l’autre,  des  données  complémentaires  qui  suffi- 
sent à son  entière  détermination  : l'hypcrboloïde  (i)  tece- 
vaut  du  cône  trois  génératrices  d’un  même  mode  de  géné- 
ration, savoir  les  trois  arêtes  a,  fi, y du  trièdre  ABC, 
transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  a',  fi',  y'  de 
manière  à s’appuyer  sur  les  génératrices  P et  Qdu  deuxième 
mode;  et  le  cône  (a)  recevant,  des  génératrices  P et  Q de 
l’hyperboloïde,  deux  nouvelles  génératrices,  P'  et  Q',  me- 
nées, parallèlement  à celles-là,  par  le  sommet  du  cône 

Fig.  aG. 


r 


[fig.  26).  Les  Jeux  surfaces  se  trouvent  donc  déterini- 


t 
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nées;  et  il  est  facile  d’obtenir  trois  points  de  leur  courbe 
d’intersection,  ou  trois  points  du  plan  cherché  X = o.  Le 
plan  mené  par  les  génératrices  parallèles  a,  a' du  cône  et 
de  l'hyperboloïde,  coupant  en  effet  les  génératrices  (3',  y'  de 
ce  dernier  en  deux  points  que  l’on  peut  construire  et  réu- 
nir par  une  droite;  celte  droite  coupera  la  génératrice  a du 
cône  en  un  premier  point  .r  appartenant  à l’intersection  des 
deux  surfaces  ou  au  plan  cherché  X = o.donl  deux  autres 
points  se  détermineront  de  la  même  manière,  à l’aide  de 
deux  autres  plans  menés  parles  génératrices  ji  et  fi',  y et  y' 
du  cône  et  de  l'hyperboloïde. 

Corollaire.  — Étant  donnes  un  Irièdre  et  un  tétraèdre 
conjugues  à une  surface  du  second  ordre , le  centre  de  la 
surface  est  au  point  de  coticours  de  trois  plans  X,  X',  Xff 
que  l'on  sait  construire. 

18o.  La  même  analyse  s'appliquerait  à la  détermination 
du  plan  lieu  géométrique  des  pôles  d’un  plan  fixe  R — o 
par  rapport  à toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées 
à deux  droites  P,  Q et  à un  triedre  donnés  A BC  = o. 

Ce  nouveau  lieu,  en  effet,  ne  diffère  pas  du  plan  X = o 
défini  par  l’identité 

^'x,  P,  Q, -i- AB  + BC  + AC  = RX. 

L'hyperboloïde  à une  nappe  et  le  cône  représentés  par  les 
équations 

(o  y x,  p,  Q, = o , 

( 2 ) AB  4-  BC  -4-  AC  - o , 

se  coupent  donc  suivant  deux  courbes  planes  situées,  l’une 
dans  le  plan  donné  R = o,  l’autre  dans  le  plan  X que  l'on 
cherche.  En  outre  il  existe  encore  une  telle  réciprocité 
entre  les  deux  surfaces,  que  chacune  d’elles  peut  tirer  de 
l’autre  le  complément  de  sa  détermination  : l’hyperboloïde, 
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par  exemple,  recevant  trois  génératrices  du  second  mode 
de  génération,  des  droites  a',  fi',  -/  menées,  de  manière  à 
s’appuyer  sur  les  génératrices  P,  Q du  premier  nfbde,  par 
les  traces  sur  le  plan  R des  trois  génératrices  du  cône  diri- 
gées suivant  les  arêtes  a,  (3,  y du  trièdre  donné.  Les  deux 
surfaces  se  trouvent  donc  déterminées,  et  il  est  facile  de 
définir,  par  trois  de  ses  points,  le  plan  X de  leur  courbe  de 
sortie.  Que  l’on  mène,  en  effet,  par  les  génératrices  con- 
courantes a,  a'  des deux  surfaces,  un  premier  plan  (a,  a'), 
et  que  l’on  réunisse  par  une  droite  les  traces  sur  ce  plan 
des  génératrices  y' de  l’hyperboloïde  : la  génératrice  du 
cône,  désignée  par  a,  coupera  la  droite  résultante  en  un 
premier  point  x du  plan  cherché  dont  deux  autres  points 
s’obtiendront  ensuite  de  la  même  manière. 

Corollaire.  — Étant  donnés  un  trièdre  et  un  tétraèdre 
conjugués  à une  surface  du  second  ordre,  le  pôle  relatif 
d'un  plan  quelconque  R est  au  point  de  concours  de  trois 
plans  X,  X',  X"  que  l’on  sait  construire. 

18G.  Problème.  — Déterminer  la  droite  des  centres  de 
toutes  les  surfaces  du  second  ordre  conjuguées  aux  deux 
couples  de.  droites  P et  Q,  R et  S : ou  la  droite  de  commune 
intersection  de  tous  les  plans  X = o définis  par  l'identité 


dans  laquelle 


P,,. ...P,;  Q.,  • • • ,Qô  R|,...,R*;  S,,...,Sf 

désignent  des  faisceaux  de  quatre  plans  conduits  à volonté 
par  chacune  des  droites  P,  Q,  R,  S.  Que  l’on  considère,  à 
cet  effet,  les  surfaces  représentées  par  les  équations 


(«) 

V Pi  Qt  — ® > 

(2) 

^ p t Ri  Si  = o. 
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On  recounail  aussitôt  deux  hyperboloïdes  à une  nappe, 
passant,  le  premier,  par  les  droites  données  P et  Q,  le  se- 
cond paf  les  droites  R et  S;  homothétiques  entre  eux, 
d’après  l’identité  (i),  et  dont  la  courbe  d’intersection  est 
située  dans  l’un  des  plans  ^#=0  dont  on  cherche  l’enve- 


F'C- 

0 


S’  d 


a K' 


b I.  ^ b '' 

0 d'  Q 


V 


\ / 


loppe.  D’ailleurs,  bien  que  l’on  ne  connaisse  à priori  que 
deux  génératrices  de  chacun  de  ces  hyperboloïdes,  il  est  aisé 
d’en  découvrir  deux  autres,  ou  de  reconnaître  qu’ils  passent 
respectivement  par  les  côtés  de  deux  quadrilatères  gauches 
homothétiques  ( fig . 27), 

PR'QS'  (ou  ubcd) , RP'SQ'  (ou  a b'c'd1), 

ayant  deux  de  leurs  côtés  opposés  dans  les  droites  P et  Q, 
R et  S de  l’une  ou  de  l’autre  couple,  et  que  détermine  la 
seule  donnée  de  ces  droites.  Le  problème  que  nous  nous 
étions  proposé  se  ramène  donc  au  suivant  : 

Deux  séries  tT hyperboloïdes , homothétiques  deux  à 
deux,  étant  conduits  respectivement  par  les  côtés  de  deux 
quadrilatères  gauches  homothétiques , et  se  coupant  deux 
à deux,  suivant  une  courbe  plane  : construire  la  droite, 
enveloppe  du  plan  de  cette  courbe. 

Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  de  simi- 
litude o des  deux  quadrilatères.  Les  plans  de  leurs  angles 
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A A A A /S  /V  /S.  /\ 

successifs  c,  d , ou  a , b c , d',  pourront  être  définis 
par  les  équations 

,p,  i (A  + i)(B+i)(C  + i)(D+i)  = o, 

| (A+X)(B  +<)(C+t)  (D-4-X)r=o, 

où  A,  B,  C,  D désignent  des  fonctions  homogènes  de  la 
forme 

ax  -+-  a' y -+■  a”  Z, ...  ,d.r  -y-  d')  -4-  d"z. 


et  h le  rapport  de  similitude  des  deux  quadrilatères.  Deux 
quelconques  des  hyperboloïdes  homothétiques  dont  il  s’agit 
seront  représentés  par  les  équations 

(i')  (J  + i)(C  + i)+1(B  + i)(D  + i)  = o, 

(*')  (A-t-*)(C-t-*)-t-'*(B+/)(D+X)  = o, 

et  le  plan  de  leur  courbe  d’intersection  par  la  suivante  : 

(3)  (A  -l-  i)(C  -t- 1)  — (A  4-  X)  (C  -t-  X ) 

-4-  >[(B  -t—  i ) ( D h-  i ) — (B  -î—  A*  ) ( D — t—  A-  ) ] “ o . 

Tous  les  plans  analogues  passent  donc  effectivement  par 
une  même  droite  : la  droite  d intersection  des  deux  plans 

(4)  ( A -t-  i)  (C  -r- 1 ) — (A  -t-  X ) (C  -+-  h)  = o, 

(5)  (B i)(D-4- 1)  — (B-+- X)(D  + X)  = o, 


et  qu'il  reste  seulement  à définir.  Or  la  définition  du 
plan  (4)  est  en  évidence  dans  son  équation  : il  coïncide 
(fig.  28)  avec  le  deuxième  plan  diagonal  de  l’angle 

Fig.  28. 


M 

\ 


\ 


solide  tétraèdre,  à faces  opposées  parallèles,  formé  par 

i3 
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les  plans  successifs  des  angles 


A A A A 

II,  c,  a',  c' 

des  deuxquadrilatères.  Ledeuxième  plan  diagonal  de  l'angle 
solide  tétraèdre  formé  par  les  plans  des  angles 

/s  /\  /\  /s 

b,  d,  b',  d' 

coïncide  de  môme  avec  le  plan  (5).  Et  ces  deux  plans  dia- 
gonaux se  coupent  suivant  la  droite  cherchée. 

Mais  on  peut  achever  autrement  et,  les  équations  (4),  (5) 
simplifiées  étant  écrites 

( 4* } A *4-  C ■+"  * -4-  b O , 

^ 5’  ) B -4-  D -4-  i -f-  k — o , 

on,  d’une  manière  équivalente, 

(4")  (A  + i + A -4-  k ) -H  ( C -f-  I -f-  C -4-  k ) = o , 

(5V)  (b  4*  i + ü -4-  k ) -4-  (ü-l-i-t-D-t-A)  — o , , 

ou  enfin 

(4")  A"  + C"=o, 

(5")  B"  + D"=o, 

reconnaître  dans  celles-ci  les  plans  polaires  de  l’origine  o, 
par  rapport  aux  dièdres  formés  des  plans  des  angles  op- 
posés 

/N  /\ 

a"  et  c , b"  et  d" 

du  quadrilatère  a”b"c"d"  ayant  pour  sommets  les  points 
milieux  des  droites  an',  bb',  cc',  ild' . 

La  droite,  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  du 
second  ordre  conjuguées  d deux  couples  de  droites , se  peut 
donc  obtenir  de  la  sorte  : 

Inscrivant , aux  deux  droites  de  chaque  couple,  des  pa- 
rallèles aux  droites  de  l'autre,  on  détermine  d'abord  le 
centre  de  similitude  o et  le  quadrilatère  médian  a"b"c"il" 
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des  deux  quadrilatères  homothétiques  qui  résultent  de 
cette  construction.  Déterminant  les  plans  polaires  de  ce 
centre  de  similitude,  par  rapport  à chacun  des  dièdres 
diagonaux  du  quadrilatère  médian,  leur  intersection  n'est 
autre  que  la  droite  cherchée. 

Une  analyse  toute  semblable  conduirait  à une  semblable 
construction  de  la  droite,  lieu  géométrique  îles  pôles  d'un 
plan  jixe,  par  rapport  à toutes  les  surfaces  conjuguées 
à deux  couples  de  droites. 


i3. 
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CHAPITRE  VI. 

TRIANGLES  ET  TÉTRAÈDRES  CONJUGUÉS. 

Sommaire.  — Des  foyer»  cl  îles  tangente»  dans  les  coniques;  des  foyers  cl 
des  plans  tangents  dans  les  surfaces  du  second  ordre.  — Triangles  cl 
tétraèdres  conjugués;  théorèmes  et  problèmes.  — Des  n\cs  principaux 
d'un  ellipsoïde  défini  par  trois  diamètres  conjugués,  et  de  leur  constnic 
lion  à l’aide  d'une  hyperbole  et  d’un  cercle. 


§ I.  — Des  propriétés  descriptives  auxquelles  donnent 
lieu  les  foyers  et  les  tangentes  d'une  conique,  les  f'o ) ers 
et  les  plans  tangents  d'une  surface  du  second  ordre. 

187.  L’évidente  généralisation  qu’apportent,  à la  notion 
du  centre  cl  aux  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans 
les  courbes  du  second  ordre,  la  notion  et  les  propriétés  de 
leurs  triangles  conjugués;  la  simplicité  caractéristique  de 
l'équation  de  ces  courbes  rapportées  à l'un  de  ces  triangles, 
la  définition  de  chacun  de  leurs  foyers  par  le  sommet  com- 
mun à une  infinité  de  triangles  conjugués,  rectangles  en 
ce  sommet,  montrent  tout  d'abord  l’importance  du  rôle 
que  peuvent  jouer  ces  triangles  dans  la  théorie  des  coni- 
ques, et  qui  se  précisera  mieux  dans  le  cours  de  ce  Cha- 
pitre. INous  aurons,  en  effet,  à y réunir  les  éléments  néces- 
saires pour  la  détermination,  en  grandeur  et  en  direction, 
des  axes  principaux  d’une  ellipse  ou  d’un  ellipsoïde  définis 
par  leur  centre  et  un  triangle  ou  un  tétraèdre  conjugués. 
Les  belles  recherches  de  M.  H.  Faure  nous  ont  appris  sur 
ce  point  beaucoup  de  choses  fort  cachées,  que  leur  simpli- 
cité range  dans  le  petit  nombre  de  celles  que  la  Géométrie 
doit  retenir.  Nous  reproduirons  dans  ce  Chapitre  ceux  des 
résultats  obtenus  parce  géomètre  qui  se  rapportent  le  mieux 
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à notre  objet,  ainsi  que  l’une  des  additions  qu'y  a apportées 
M.  Painvin  ; niais  nous  y emploierons  seulemeutcette  ana- 
lyse mixte  dont  on  a pu  reconnaître  déjà  la  commodité,  et 
qui  nous  mènera  jusqu’à  la  fin  de  ect  ouvrage. 

188.  Une  courbe  du  second  ordre  étant  rapportée  alter- 
nativement à divers  triangles  conjugués  par  les  équations 
nécessairement  équivalentes 

fi)  n X!  + i Y1  = Z’, 

(i')  a'X"-t-  i'Y'3=Z=, 

* 

les  identités 

iiX’-t-  £Y’==«'X'J  -+-  //Y'1-:. . . 

qui  en  résultent,  entraînent  l'identité  des  diverses  courbes 
'2)  « X!  + 4 Y'  - i, 

fa')  rt'X,J+ è'Y'J=  i. 


et  ce  théorème  : u Toutes  les  couples  de  droites  conjuguées 
à une  conique  fixe  (i),  menées  par  une  même  origine, 
sont  dirigées  suivant  les  diamètres  conjugués  d’une  se- 
conde conique  (2)  qui  se  réduit  à un  cercle,  si  les  droites 
de  deux  de  ces  couples  sont  rectangulaires;  et  l’origine 
considérée  est  alors  l’un  des  foyers  de  la  conique  primi- 
tive. » On  pourra  donc  toujours  substituer,  à la  donnée 
d’un  foyer,  celle  de  deux  couples  de  droites  rectangulaires 
menées  arbitrairement  parle  point  donné  et  conjuguées 
à la  courbe  ; ou  la  donnée  équivalente  d une  seule  couple, 
de  direction  inconnue  ou  indéterminée. 

189.  Si  l’on  cherche,  par  exemple,  le  lieu  des  J»)  ers 
des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  P, ...  P,  = o,  et  que 
l’on  désigne  par  X,  et  Y,,  X,  et  Y,  les  côtés  de  deux  angles 
droits  ayant  pour  sommet  commun  l’un  des  points  du  lien  : 
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on  pourra,  par  un  théorème  antérieur  (n°  15(5,  p.  160), 
écrire  celle  identité 

(0  Vi,P;  = (i,X1Y1+(*,XIYJ. 

Mais  parce  que  les  droites  X,  et  Y,,  X,  et  Y,  sont  rectan- 
gulaires, l'équation 

p.X,  Y.-l-fi,  X,  Y,=  o 

ne  peut  représenter,  quel  que  soit  le  rapport  p,  : ps,  qu'un 
système  de  droites  rectangulaires  XY  = o.  On  peut,  dès 
lors,  poser  identiquement 

p.X.Y.  + p,  X,Y,==XY; 

ce  qui  permet  d’écrire,  au  lieu  de  l’identité  précédente, 

(i')  Y\p;=xy. 

l.e  lieu  considéré  ne  diffère  donc  pas  du  lieu  géomé- 
trique des  points  d’où  l’on  peut  voir  les  trois  diagonales 
du  quadrilatère  proposé  P,  ...P,  sous  des  angles  ayant 
les  mêmes  bissectrices  o = X=Y.  Or  l'équation  de  ce 
dernier  lieu  s’obtient  bien  aisément,  et  l’on  trouve  ainsi 
« une  courbe  du  troisième  degré  passant  par  les  points  cir- 
culaires à l’infini,  par  les  six  sommets  du  quadrilatère  pro- 
posé, comme  par  les  pieds  des  trois  hauteurs  du  triangle 
formé  de  ses  diagonales  (Faure);  et  dont  l'asymptote,  pa- 
rallèle à la  médiane  du  quadrilatère,  ou  aux  diamètres  de  la 
parabole  inscrite  (Ciiemona),  passe  par  le  point  symé- 
trique du  foyer  de  cette  parabole  par  rapport  à la  mé- 
diane. u 

Si  l’une  des  tangentes  données  disparaît  à l’infini,  ou  si 
l’on  a Pv  = const.,  l’identité  (i1)  peut  s’écrire 

( i " ) Y\  P;==XY  + eonst. 
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Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  inscrites  à un  triangle  coïn- 
cide donc  avec  le  lieu  du  centre  des  hyperboles  équilalères 
conjuguées  à ce  triangle;  et  le  problème  ainsi  transformé, 
une  élimination  qui  ne  présente  plus  de  difficulté  le  résout 
par  le  cercle  que  l’on  sait. 

190.  La  donnée  des  deux  foyers  f f d'une  conique 
équivaut  de  même  à celle  de  deux  angles  droits  XY  = o. 
X'Y'  = o,  conjugués  à la  courbe,  indéterminés  de  direc- 
tion et  décrits  respectivement  sur  chacun  de  ces  foyers 
comme  sommets.  De  telle  sorte  que,  si  T = o désigne 
l’une  des  tangentes  de  la  courbe  et  V = o une  droite  quel- 
conque menée  par  son  point  de  contact;  les  deux  couples 
de  droites  conjuguées  T’=o  et  TV=o,  et  les  quatre 
couples  analogues  que  remplacent  XY  et  X'Y'nous  per- 
mettront d’écrire  les  identités  suivantes  : 

XY -t-  X' Y' -r  T5  + TV  = o, 

XY-4-X'  Y'  = T (T  V), 

(i)  XY  -4-  X'Y'=TT'. 

Or  il  résulte  immédiatement  de  celle-ci  que  les  droites 
T,  T'  sont  perpendiculaires  entre  elles,  et  que  les  angles 
droits  XY,  X'Y',  TT'  sont  ceux  que  forment,  avec  les  cô- 
tés X,  X',  T d’un  triangle,  les  hauteurs  (Y,  Y',  T')  res- 
pectivement opposées  à ces  côtés.  Les  deux  foyers  et  le 
point  de  contact  de  la  tangente  représentent  donc  les  pieds 
des  trois  hauteurs  d’un  triangle  dont  cette  tangente  ferait 
l’un  des  côtés  : et  la  propriété  connue  de  la  tangente  est 
comprise  dans  ce  résultat. 

Mais  si  l’on  observe  que  la  polaire  du  point  de  concours 
de  deux  droites  (XY),  par  rapport  à la  conique  formée  de 
ces  droites,  est  indéterminée,  et  que  son  équation  se  réduit 
à l’identité  o = o;  on  conclura  plus  clairement,  de  l’iden- 
tité (i),  que  la  polaire  de  chacun  des  foyers,  par  rap- 
port à l’angle  TT',  passe  par  l’autre  : ou  que  les  deux 
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foyers  sont  conjugués  par  rapport  au  système  formé  de 
chacune  des  tangentes  de  la  courbe  et  de  la  normale  cor- 
respondante : ou,  enfin,  etc. 

Remarque  I . — Connaissant  les  foyers  f,f  d'une  co- 
nique et  une  couple  de  droites  conjuguées  W — o,  le 
pôle  de  l’une  d’elles  A se  trouvera  au  point  de  concours  de 
la  droite  conjuguée  A',  qui  est  donnée,  et  d’une  autre  con- 
juguée A"  qu’il  s’agit  d’obtenir. 

Posant,  à cet  effet,  l’identité 

XY  4-  X'  Y'  = AA'  -t-  AA"  5=  A (A' 4-  A") 
ou 

XY4X,Y'  = AA"; 

on  en  déduit  encore  que  les  polaires  du  foyc rf,  par  rapport 

aux  deux  angles  droits  AA"'  et  X^Y*,  se  confondent:  ou  que 

la  polaire  de  ce  point,  par  rapport  au  seul  angle  droit  A A , 
passe  par  le  second  foyer  f . Le  segment Jf'  est  donc  divisé 
harmoniquement  par  les  droites  A,  Aw,  et  l’on  peut  se  pro- 
curer successivement  un  point  de  la  droite  Aw,  cette  droite 
elle-même  et  sa  trace  sur  la  ligue  donnée  A'  : ou  le  pôle 
cherché.  On  retrouve  en  même  temps  ce  théorème  connu: 
« Les  pôles  d’une  droite  fixe,  par  rapport  à une  série  de 
coniques  homofocales,  appartiennent  à une  seconde  droite 
perpendiculaire  à la  proposée  et  passant  par  le  pôle  de 
celle-ci  par  rapport  au  système  des  deux  foyers.  » 

Remarque  II.  — Connaissant  trois  couples  de  droites 
conjuguées  P,  F, ,. . . , P3  F,  et  l'un  des  foyers  f d’une 
conique,  le  centre  de  la  courbe  est  au  point  de  concours 
de  trois  droites  que  l’on  sait  construire  et  que  l’on  peut 
aussi  définir  en  langage  ordinaire.  L’une  de  ces  droites 
D = o est  définie,  en  effet,  par  l’une  ou  l’autre  de  ces 
identités 

(l)  A,  P,  P',  4-  A,  P, P',  4-  a,  X,  Y,  4-  a, X,  Y»  = D, 

(l')  A,  P,  P',  4-  A,  P,  P',  = XY  4-  D. 
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Or  la  droite  I)  définie  par  l’identité  (i)  est  l'axe  radical 
d’une  série  de  cercles  que  nous  savons  construire  (n°  lo2, 
]>.  137);  et  la  droite  identique  définie  par  l’identité  (i') 
réunit  les  traces  de  l’hyperbole  équilatère  circonscrite  au 
quadrilatère  P,  P,  P’,  P’;  sur  deux  parallèles  à ses  asymp- 
totes, issues  du  foyer  donné.  Les  rayons  conjugués  or- 
thogonaux d'un  faisceau  en  involulion  décrit  autour  du 
foyer  / fourniraient  d’ailleurs  les  directions  X,  Y;  et  en 
mettant  l'identité  (t')  sous  celte  forme 

1,  P,  P',  4-  h P,  P',  — XY  = D, 

on  apercevrait  ensuite  trois  points  distincts  de  la  droite  D, 
savoir  : le  point-milieu  du  segment  qui  aurait  pour  extré- 
mités le  foyer/’,  XY"  = o,  et  le  point  de  concours  des  po- 
laires de  ce  foyer  par  rapport  aux  angles  P,  Pj,  P,  F,  ; le 
point-milieu.  ...  (n°  lui,  p.  i5y). 

191. 1 .es  propriétés  directives  qui  naissent  de  la  considé- 
ration des  deux  foyers  d’une  conique  et  de  deux  de  scs  tan- 
gentes o = T =T',  résulteraient  de  même  de  l’identité 

X.Y  + X'.Y'=m.T!-t-  ///.T'J  = 0.e'. 

Les  deux  foyers  et  le  point  de  concours  des  tangentes  T,  T' 
sont  encore  les  pieds  des  trois  hauteurs  d’nn  triangle  dont 
le  troisième  côté  et  la  troisième  hauteur  ne  sont  autres  que 
les  bissectrices  0,  0'  de  l’angle  des  deux  tangentes  considé- 
rées. 

Mais  l’on  peut  dire  aussi  que  les  foyers  sont  conjugués 
par  rapport  au  système  de  ces  bissectrices  : ce  qui  entraine 
la  svmétrie,  par  rapport  à l’une  quelconque  de  ces  droites, 
des  rayons  menés  de  leur  point  de  concours  aux  deux 
foyers. 

192.  Si  l’on  considère  enfin  deux  tangentes  T. T'=  o. 
leur  corde  de  contact  C — o et  l’un  des  foyers  de  la  courbe  : 
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les  quatre  couples  de  droites  conjuguées  T*,  T'*,  CT,  CT* 
et  les  deux  couples  rectangulaires  X,  Y,,  X,  Y,,  issues  du 
foyer,  entraîneront  encore  l’identité 

»iT>  + m' T1»  + CT  -t-  CT'  = X,  Y,  -4-  X,  Y, = XY. 

Les  équations  équivalentes 

(i)  //»T’+  TO,T',-f-C(T-+-T')=  o, 

(i'J  XY  = o 

représentent  donc  une  seule  et  même  courbe  : un  système 
de  deux  droites  rectangulaires  issues  du  foyer  et  dont  les 
traces  sur  la  corde  C = o sont  harmoniquement  conjuguées 
aux  extrémités  C. T,  C.T'  de  cette  corde:  ainsi  que  cela 
résulte  de  l'hypothèse  C = o introduite  dans  l’équation  (i). 
Les  deux  droites  dont  il  s’agit  coïncident  donc  avec  les  bis- 
sectrices de  l’angle  sous  lequel  la  corde  considérée  est  vue 
du  foyer f\  et  il  résulte  encore, de  l’équation  (1),  que  l’une 
de  ces  droites  ou  de  ces  bissectrices  passe  par  le  point  TT' 
ou  par  le  pôle  de  cette  corde. 

193.  On  vient  de  voir  combien  les  propriétés  directives, 
auxquelles  donnent  lieu  les  fovers  et  les  tangentes  d’une 
conique,  découlent  aisément  de  celui  de  nos  deux  théo- 
rèmes généraux  qui  concerne  six  couples  de  droites  conju- 
guées à une  telle  courbe.  Et  bien  que  ces  propriétés  soient 
des  plus  simples  et  des  mieux  connues,  comme  l’analyse 
par  laquelle  nous  les  avons  établies  paraît  réellement  ana- 
lytique, c’est-à-dire  aussi  propre  à l’invention  même  qu’à 
la  démonstration  ; nous  allons  examiner  si  une  analyse 
semblable  ne  nous  permettrait  pas  de  découvrir  quelques- 
unes  des  propriétés  directives  qui  doivent  exister  entre 
les  foyers  et  les  plans  tangents  d’une  surface  du  second 
ordre. 

On  sait  que  toute  surface  du  second  ordre  admet  une 
infinité  de  fovers  distribués  sur  les  trois  coniques  focales 
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de  la  surface  et  servant  de  sommets  à autant  de  cônes  de 
révolution  circonscrits  à cette  dernière  : de  telle  sorte  que 
la  seule  donnée  d’un  foyer  o équivaut  à deux  conditions: 
à quatre,  la  donnée  double  d'un  foyer  o et  de  l’axe  oz  du 
cône  droit  circonscrit  qui  lui  correspond;  à trois  seule- 
ment, la  donnée  de  l’axe  indéfini  oz,  lorsque  le  foyer  cor- 
respondant demeure  indéterminé. 

La  surface  que  l’on  considère,  rapportée  successivement 
à une  série  de  tétraèdres  conjugués  avant  en  commun  le 
sommet  o et  la  face  opposée  T = o,  donne  lieu,  en  effet, 
aux  équations  équivalentes 

fi)  «X’+iY’+f  Z3  =T, 

{}')  n'X,34-  i'Y'3-f-  <?  Z'3  = T!, 


et  celles-ci  entraînent  les  identités 

nX’  + 6Y’-t-cZ>—  a'  X’3  ■+■  b'  Y'3-f-  c'Z"==.  . 
ou  l’identité  des  diverses  surfaces 

(2)  «X!  + 4Y’+cZ!=i, 

(2')  fl'X,,-4- A'Y',-t-c'Z,,=  i, 

Del  à ce  théorème  : « Les  plans  des  faces  de  tous  les  trièdres 
conjugués  à un  ellipsoïde  fixe  (1)  et  décrits  autour  d’un 
même  sommet  o,  sont  dirigés  trois  à trois  suivant  les  plans 
diamétraux  conjugués  d’un  second  ellipsoïde  (2)  qui  de- 
vient de  révolution  autour  d’un  certain  axe  os,  si  deux  de 
ces  trièdres  conjugués,  ayant  une  arête  commune  oz,  de- 
viennent tri-rectangles  ».  L’origine  considérée  o est  alors 
l’un  des  foyers  de  la  surface  primitive  (1),  et  l’axe  corres- 
pondant représente  simultanément  l’axe  du  cône  droit  cir- 
conscrit 

(3)  «X3  -+-  èY3-t-  cZ’=  o,  ou  X3 -+-  Y3 4-  cZ3  = o, 

et  la  commune  arête  de  deux  dièdres  droits  conjugués  à la 
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surface.  On  pourra  donc  encore  substituer,  aux  quatre 
conditions  qui  résultent  de  la  donnée  d'un  foy  er  o d'un 
ellipsoïde  et  de  l'axe  qui  lui  correspond,  la  donnée  équi- 
valente de  quatre  couples  de  plans  rectangulaires,  conju- 
gués a la  surface , savoir  : 

(F)  XZ.YZ,  XY  et  X,Y,; 

les  trois  premières  couples  résultant  d'un  trièdre  trirec- 
tang/e  XYZ  conduit  à volonté  par  l'axe  donne  oz;  la 
quatrième , d'un  dièdre  droit  X,Y,  mené  arbitrairement 
par  le  même  axe. 

1!H.  Considérons,  par  exemple,  une  série  d’ellipsoïdes 
inscrits  à 1 hexaèdre  P, . . .Pc,  et  ayant  un  foyer  commun  o. 
Si  oz  désigne,  pour  l’une  de  ces  surfaces,  l’axe  correspon- 
dant à ce  foyer,  les  six  plans  tangents  P,,.  . .,  P„  et  les 
quatre  couples  de  plans  conjugués  rectangulaires  (F)  en- 
traîneront, en  même  temps  que  l'identité 

XY  -4-  X|  Y|  *4-  ZX  ZY  -4-  p*  o, 

a_ji  1 

1 identité  des  deux  surfaces 

(')  XY  4-  X,  Y,  -4-  Z (X  -t-  Y)  = o, 


ou  ce  théorème  : Étant  donnés  six  plans  tangents  et  /'un 
des  foyers  o d une  surface  du  second  ordre , l'axe  corres- 
pondant à ce  foyer  est  l'une  des  génératrices  d'un  cône 
circonscriptible  (*)  décrit  autour  du  point  o comme  soin- 


( * ) Le  cône 

ax'  a'»1  a"  z* -T-  ibyz  -+-  zb’  zx  -f - ‘ib"  xy  = o 
Vil  nreonscripublr  à une  infinité  de  triédres  trireclancips  lorsque  la  condition 
-f-  (*'  -f-  fl''  — o 

esl  remplie  : et  cette  condition  résulte,  pour  le  cAnc  (i),  de  l orthoBonalité 
«les  plans  X,  Y,  Z et  X,,  Y,. 
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met  et  conjugué  à l' hexaèdre  résultant  des  six  plans  don- 
nés. On  peut  appliquer  ce  théorème  à la  recherche  du  lieu 
des  foyers  des  surfaces  inscrites  à un  système  de  huit  plans, 
comme  son  analogue,  n°189,  au  lieu  des  foyers  des  co- 
niques inscrites  à un  quadrilatère. 

195.  Les  six  plans  tangents  que  nous  considérions  tout 
à l’heure  se  peuvent  confondre  trois  à trois,  et  les  dix  élé- 
ments qui  se  trouvent  en  présence  sont  alors,  outre  l'un 
des  foyers  o de  la  surface  et  l’axe  oz  qui  lui  correspond, 
deux  plans  tangents  distincts  T.T,=  o et  leurs  points  de 
contact  respectifs  c,c',  ou  la  corde  o=C  = C'  qui  les 
réunit.  Dans  ce  cas,  les  six  couples  de  plans  conjugués 

T,  CT,  C'T ; T'1,  CT',  C'T', 

et  les  quatre  couples  rectangulaires  (F)  provenant  du  foyer 
et  de  l’axe  donnés  entraînent  encore  l’identité  des  deux 
surfaces 


XY  4-  X,  Y,  + Z (X  -+-  Y)  o 


i T(T4-cC-t-c'C')-+-T'(T-l-vC-+-7'C')^o 
(,')  ou 


T8  -4-  T'0'  = o. 


Or  la  première  ne  peut  être  qu’un  cône  circonscriptible 
avant  son  sommet  au  foyer  donné  (X . Y .Z.  X, . Y,  = o ) 
et  l’une  de  ses  génératrices  dans  l’axe  correspondant 
oz  (X.  Y.Xi  Y,  s o)  ; ou  l’unique  variété  que  comporte 
une  telle  surface,  c’est-à-dire  un  système  de  deux  plans 
orthogonaux , dont  l'un  pastè  par  l'axe  oz,  et,  la  com- 
mune intersection,  par  le  foyer  donné  o.  Quant  à l’autre 
surface  (i'),  elle  apparaît  d’abord  comme  un  hyperholoïde 
à une  nappe  passant  par  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 

(Q)  . 'T.T'.fl.O', 
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et,  en  particulier,  par  la  commune  intersection  TT'  des 
plans  tangents  donnés.  Mais  son  identité  avec  la  précé- 
dente exige  premièrement  la  réduction  de  ce  quadrilatère 
en  un  point  unique  par  la  collinéation  des  quatre  plans 
T,  T',  9,  9'  ; ou  la  réduction  parallèle  de  l’hyperboloide  en 
un  cône  dont  le  sommet  serait  en  quelque  point  « de  la 
droite  TT',  et  qui  passerait  par  chacune  des  arêtes  de  l’angle 
solide  tétraèdre  TT' 99'.  Mais  déjà  le  sommet  du  cône  iden- 
tique (i)  est  le  foyer  donné  o,  lequel  n’appartient  pas  à la 
droite  TT'.  Passant  dès  lors  par  la  droite  oz  et  par  la  droite 
TT';  ayant  son  sommet  en  o sur  la  première  droite  et  en  u 
sur  la  seconde,  le  cône  (t)  ou  (i')  se  réduit  à un  système  de 
deux  plans  orthogonaux  R,  R':  le  premier  mené  par  os, 
le  second  par  TT',  et  dont  la  commune  intersection  passe 
par  le  point  o et  s'appuie  sur  la  droite  TT'.  Le  plan  mené 
parcelle  dernière  droite  et  le  point  o représente  donc  l’un 
des  deux  plans  cherchés  R;  le  plan  R' mené  par  la  droite  os, 
perpendiculairement  à celui-là,  représente  l’autre.  D’ail- 
leurs R et  R'  ne  sont  autres  que  les  plans  des  angles  dia- 
gonaux 


TT, 


et  T'  8,  8' T 


de  l angle  solide  TT'SS'  dont  ils  doivent  contenir  les  quatre 
arêtes.  Les  plans  R,  R'  divisent  donc  harmoniquement  le 
troisième  angle  diagonal  du  solide, 

T8  ri', 

ainsi  que  toute  droite  cc'  inscrite  dans  cet  angle.  Or  tel  est 
le  cas  de  la  corde  qui  réunit  les  points  de  contact  c,  c'  des 
plans  tangents  donnés;  cl  l’on  a ce  théorème,  dont  l’analo- 
gie avec  l’une  des  propriétés  focales  des  courbes  du  second 
ordre  est  évidente  : La  corde  de  contact,  cc'  de  deux  plans 
tangents  à une  surface  du  second  ordre  est  divisée  harmo- 
niquement par  un  système  de  deux  plans  rectangulaires 
conduits  : le  premier  par  l'intersection  des  plans  tan-gents 
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considérés  et  l'un  quelconque  des  foyers  de  ta  surface ; 
le  second,  par  l'axe  coircspondant  à ce  foyer  ou  la  tan- 
gente à la  conique  focale  qui  le  contient. 

Corollaire.  — Une  série  de  surfaces  du  second  ordre 
ayant  en  commun  un  foyer  et  l’axe  qui  lui  correspond, 
inscrites,  en  outre,  à un  dièdre  fixe  et  touchant  l’une  de 
sesfaces  suivant  un  pointdonné  (huit  conditions),  touchent 
l’autre  suivant  les  points  d’uue  droite  déterminée  que  l'on 
peut  construire. 

196.  Deux  plans  tangents  T,  T',  deux  foyers  o,  o'  et  les 
axes  oz,  o' z'  qui  leur  correspondent  donneraient  de  même 
naissance  à dix  couples  de  plans  conjugués  par  rapport  à 
la  surface,  ou  à l'identité 

( [X  Y-+-X.Y,  -+-Z(X  + Y)] 
l,/  ( +[X'Y'-t-X',ri  + Z'(X'  + Y')]  = /»Tj-+-/h'T's, 

que  l’on  pourrait  écrire 
( i')  S -i-  S'  = ee' ; 

en  désignant  par  S,  S' les  fonctions  relatives  à deux  cônes 
circonscriptibles  ayant  pour  sommets  respectifs  les  foyers 
o,  o'-,  par  0,  0'  les  plans  bissecteurs  du  dièdre  TT'.  Mais, 
comme  le  plan  polaire  du  sommet  d’un  cône,  par  rapport 
à ce  cône  lui-même,  est  indéterminé,  les  plans  polaires  du 
foyer  o,  par  rapport  au  dièdre  00'  et  au  cône  S',  se  confon- 
draient en  un  seul;  et  deux  quelconques  des  foyers  o,  o' 
d’uue  surface  du  second  ordre  seraient  harmoniquement 
conjugués  par  rapport  aux  plans  bissecteurs  d’un  dièdre 
quelconque  TT'  circonscrit  à la  surface  : résultat  évidem- 
ment contradictoire  avec  l’existence  d’un  nombre  déter- 
miné de  courbes,  lieux  géométriques  de  tous  les  foyers  de 
la  surface.  Et,  comme  les  principes  dont  nous  avons  fait 
usage  paraissent  à l’abri  de  tout  soupçon  ; que,  d’autre  part, 
la  présence,  dans  l’identité  (i),  de  deux  plans  tangents  quel- 
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conques  T,  ï'  amène  nécessairement  la  contradiction  que 
nous  venons  de  remarquer,  ces  fonctions  T,  T'  doivent 
disparaître  de  1 identité  (1);  les  fonctions  ©,  0',  de  l’iden- 
tité (i');  et  l’on  doit  avoir 

{•>.  ) S-t-S'^o,  ou  S = S' 

par  la  réduction  accidentelle  des  huit  couples  de  plans  con- 
jugués qui  résultent  des  deux  foyers  et  de  leurs  axes  en 
huit  couples  associées,  réductibles  à sept  couples  conjuguées 
distinctes  (n°l(51),  p.  172).  Or  les  cônes  circonscripi ibles 
S,  S'  ne  peuvent  devenir  identiques,  s’ils  ne  se  réduisent  à 
un  système  de  deux  plans  orthogonaux  déterminés,  qui 
sont  les  deux  plans  menés  par  le  premier  foyer  o et  l’axe 
o'z'  relatif  au  second,  par  le  second  foyer  o'  et  l’axe  oz 
relatif  au  premier. 

De  là  l’orthogonalité  nécessaire,  et  qui  se  vérifie  effec- 
tivement, des  deux  plans  conduits  suivant  la  corde  qui 
réunit  deux  quelconques  des  foyers  d’un  ellipsoïde,  et  cha- 
cune des  deux  tangentes  menées  par  ces  foyers  aux  coni- 
ques focales  qui  les  contiennent.  La  difficulté  précédente  se 
trouve  donc  éclaircie,  l’identité  (2)  vérifiée;  et  l’on  voit 
que  si  les  identités  (1),  (i'),où  ne  figurent  réellement  que 
sept  couples  distinctes  de  plans  conjugués  et  deux  plans 
tangents  T,  T',  ne  peuvent  exister  quand  il  s’agit  d’une 
seule  et  même  surface  du  second  ordre,  elles  existent  ce- 
pendant pour  deux  plans  T,  T'  qui  toucheraient  à la  fois 
deux  surfaces  distinctes  ayant  en  commun  deux  foyers  et 
les  tangentes  aux  lignes  focales  qui  les  contiennent  (n°  1G9, 
p.  172).  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : Si  une  déve- 
loppable de  la  quatrième  classe  admet,  deux  foyers  o,  o’, 
ou  si  elle  est  circonscrite  à deux  surfaces  du  second  ordre 
dont  les  coniques  focales  aient  deux  points  communs  o,  o', 
et  se  louchent  en  chacun  de  ces  points;  les  plans  F,  F' 
menés  par  chacun  de  ces  foyers  et  l'arête  d'un  dièdre 
quelconque  TT'  circonscrit  à cette  développable  seront 


Digitized  by  Google 


CR01TE  FORMÉ  DE  DEUX  TRIAÏIGLES  COKJIOÜÉS.  SOÿ 

également  inclinés  sur  les  faces  de  ce  dièdre  : 

y\ 

FT  = F' T'. 

§ II.  — Du  triangle  conjugué  à une  conique  et  du  té- 
traèdre conjugué  à une  surface  du  second  ordre. 

197.  Les  points  ou  les  tangentes  d’une  conique  étant 
rapportés  successivement  aux  côtés  ou  aux  sommets  de 
deux  triangles  distincts  A.B.C  = o,  A'.  B'.C'  = o,  tous  deux 
conjugués  à la  courbe;  les  équations  simultanées  résul- 
tantes 

(i)  «A’  6 B1  -+-  cC’  = o, 

(i')  a'A',4-i'B'»-t-c'C',=  01 

entraînent  l’identité 

(I)  «A’+  èBJ4-cCJ  -t-n'A"  + i'B's  4- c'C',==o, 

et  celle-ci  (n°  129,  p.  i3a)  ce  théorème  : Si  deux  triangles 
sont  respectivement  conjugués  à une  même  conique,  leurs 
sommets  font  six  points  et  leurs  côtés  six  tangentes  d’une 
seconde  et  d'une  troisième  conique.  La  réciproque  est 
rendue  évidente  par  notre  analyse.  Et  comme  six  points 
ou  six  tangentes  d’une  telle  courbe  donnent  lieu  à l’i- 
dentité (I)  ; que  celle-ci  se  dédouble  dans  les  équations 
équivalentes  (i),  (i')  : on  voit  encore  que  si  l'on  sé- 
pare six  points  ou  six  tangentes  cl'une  conique  en  deux 
groupes  composés  chacun  de  trois  points  ou  de  trois  tan- 
gentes, les  deux  triangles  résultants  sont  conjugués  à une 
même  conique  ; leurs  côtés  faisant  dès  lors  six  tangentes, 
ou  leurs  sommets  six  points  d'une  troisième  conique. 

198.  Les  théorèmes  précédents  s’appliquant  d’eux- 
mèmes  à la  ligure  formée  de  deux  trièdres  inscrits,  circon- 
scrits ou  conjugués  à un  cône  du  second  ordre;  si  l'on 

•4 
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compare  les  équations 

nx1  4-  b)-'  H-  ex1  i , a'x'7  4-  b'r'7  4-  c’z'7  — i 

<l’un  ellipsoïde  rapporté  successivement  à deux  de  ses 
trièdres  conjugués,  l’identité  résultante 

ax1  4-  bj7  4-  cz7  — (iV  — b'  y'7  — c'z'7~  ô 

se  traduira  par  ce  théorème  : Deux  groupes  de  trois  dia- 
mètres conjugués  d'un  ellipsoïde  font  toujours  six  géné- 
ratrices, et  deux  groupes  de  trois  pians  diamétraux  con- 
jugués six  plans  tangents  d’un  même  cône  du  second  ordre 
(Steiner,  Sjst.  Entwich.,  p.  3i3). 

199.  Une  conique  dont  le  centre  est  connu  est  entiè- 
rement définie  par  la  donnée  complémentaire  d’un  triangle 
inscrit,  circonscrit  ou  conjugué.  On  peut  donc  se  proposer 
de  déduire  directement,  de  ces  données,  les  axes  princi- 
paux de  la  courbe  en  grandeur  et  en  direction.  De  là  trois 
problèmes  que  nous  allons  traiter  successivement,  mais  en 
nous  bornant  à leur  résolution  numérique  et  réservant 
leur  construction  pour  le  dernier  paragraphe  de  ce  Cha- 
pitre. Notre  analyse  reposera  d’ailleurs  sur  les  lemmes 
suivants  : 

Lemme  I.  — Quels  que  soient  les  angles  a,,  a»,  oc,,  on  a 
toujours  cette  identité 

(1)  cosa,sin(a, — a3)  4-  cosa,sin(a,  — a,  ) 4-  cosa5sin(a,  — a;)=o. 

Lemme  II.  — Le  carré  delà  distance  du  centre  d’une 
conique  à l’une  quelconque  de  ses  tangentes  est  égal  à la 
somme  des  carrés  des  produits  obtenus  en  multipliant  cha- 
cun des  demi-axes  de  la  courbe  par  le  cosinus  de  1 inclinai- 
son de  cet  axe  sur  la  normale  correspondante  N (n°82, 
P- 68): 

(2)  P*  = a'cos1  (N,  a)  4-  b7 cos1  (N,  b)  z=  a'c os’a  4-  é’sin3a; 
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200.  Problème  I.  — Former  V équation  aux  carrés,  fies 
axes  principaux  d'une  conique , donnée  de  centre,  et  in- 
ertie à un  triangle  donné. 

Soient,  à cct  effet,  Pl5  P4,  P,  les  distances  données  du 
centre  de  la  courbe  aux  côtés  i,  2,  3 du  triangle  circon  - 
scrit  donné;  a,,  a ,,  a,  les  inclinaisons  des  normales  à ces 
côtés  sur  l’axe  2 a de  la  courbe.  Nous  aurons,  d’après 
le  lcrnme  II, 

PJ  = n’cos’a,  -4-  ô’siira,, 

P’  = «’cos’a,  -4-  ô’sin’a,, 

P’  = flîcos5aJ  4-  ô’sin’a,  ; 

ou  encore,  et  par  une  transformation  évidente. 


De  là,  en  transportant  ces  valeurs  dans  l’identité 

cos  a,  sin  (a,  — a,)  -4-  rosa,  sin  (a,  — z,)  -4-  cos  Zj  sin  (a,  — a,)  5=3  o. 


et  remarquant  d’ailleurs  (jig.  29)  que  les  sinus  des  angles 
a,  — as,  — a,,  a,  — a,,  et  ceux  des  angles  même  1 , 2,  d 

Fijj.  19. 
a 


a 


du  triangle  considéré,  sont  égaux  et  de  signes  contraires; 
on  pourra  remplacer  en  même  temps  tous  les  premiers 

14. 
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sinus  par  les  derniers,  décrire 

sin  1 V?!  — & ■+•  sin  2 y P,  — b1  H-  sin  3 y P J — b2  = o 
ou  encore 

(I)  o,  v^PJ  — b2  -+-  a,  ^/PJ  — b2  -+■  a,  ^PJ  — b'  — o. 

Telle  est  l’équation  aux  carrés  des  demi-axes  ( b ) d’une 
ellipse  inscrite  à un  triangle  en  fonction  des  côtésal,at,al, 
de  ce  triangle  et  des  distances  P,,  P,,  P3  du  centre  de  la 
courbe  à ces  côtés. 

201 . Etant  donnés  six  plans  tangents  et  le  centre  d’une 
surface  du  second  ordre,  comment  obtenir  l’équation  aux 
carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  surface? 

Nous  avons  trouvé  déjà,  bien  que  d'une  manière  in- 
directe, le  second  terme  de  cette  équation  qui  ferait,  dans 
l’espace,  l’analogue  de  la  précédente  (I),  et  qu’il  serait  fort 
intéressant  d’obtenir  tout  entière  : elle  supposerait,  toute- 
fois, une  élimination  qui  parait  offrir  de  très-grandes  dif- 
ficultés. Sous  un  point  de  vue  plus  restreint,  le  théorème 
suivant,  que  nous  nous  contenterons  d’énoncer,  est  aussi 
un  analogue  du  théorème  de  Géométrie  plane  exprimé  par 
la  formule  (I)  : 

Étant  donnés  quatre  plans  tangents  et  le  centre  d'un 
ellipsoïde  de  révolution,  l’axe  double  a b,  ou  le  diamètre 
du  cercle  principal  de  la  surface,  est  défini  par  l'équation 

( I')  ^ sin  (2  3 4)  V^PJ  — b2  = o; 

P,,  P,,  P,,  P*  désignant  les  distances  du  centre  de  l'ellip- 
soïde aux  plans  donnés , et  sin  (23  4)  le  sinus  de  l'angle 
solide  formé  par  les  normales  de  trois  de  ces  plans. 

202.  Problème  II.  — Former  l'équation  aux  carrés 
des  axes  principaux  d'une  conique  donnée  de  centre  et 
circonscrite  à un  triangle  donné. 
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De  l’équation 


d’une  ellipse  rapportée  à ses  axes  (le  figure,  on  déduit, 
pour  le  carré  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  à un  point 
quelconque  de  la  courbe, 

a7  b7 

O1  — ; , 

r n’sin’a  -+-  b1  cos’a 


ou 


cosa  = 


a \j  p1  — b7 


y la7  — b 1 


— A 


Si  donc  on  désigne  par  p,,  p,,  p,  les  distances  du  centre  de 
l’ellipse  considérée  aux  sommets  1 , 2,  3 du  triangle  inscrit; 
par  a,,  oc,  les  inclinaisons  des  diamètres  correspondants 
sur  l’axe  a a de  la  courbe,  on  peut  écrire 


, v'pî-*’ 


P J 


, t/pl  — 


Et  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l'identité 


cos  a,  sin  (a,  — a,)  -4-  cos  a,  sin  {a,  — a,}  -f-cosa,  sin  (a,  — x,)  — o, 
on  trouve  successivement  (Jig . 3o) 


VJ  v/pîirÂ’  • , , 

> ; sin  (a,— a3)  = o, 


P' 


^ ^PÎ—  b*  .f,  p,  sin  (a,  — a,}  = o; 

Fig.  3 o. 

. 

pX\  / y 


ou,  en  remplaçant  enfin  les  produits  p*  p*  sin  (a*  — aa), . 
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par  les  équivalents  a,  P,,  a,  P,,  . . . 

(II)  a,  P,  V^pî  — b7  ■+-  a,  P,  — i>7  ■+■  a.  P,  y'pj  — 02  = o. 

Telle  est  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  (b)  d'une 
ellipse  en  jonction  des  côtés  a ,,  a,,  n,  d’un  triangle  in- 
scrit et  des  distances  P,,  p,  ; Ps,  p,  ; Ps,  p3  du  centre  de  la 
courbe  aux  côtés  et  sommets  de  ce  triangle.  Ces  dernières 
distances  p,,  p,,  p,  disparaissent  d’ailleurs  de  l'équation  (II) 
développée. 

203.  Étant  donnés  quatre  points  et  le  centre  d'un 
ellipsoïde  de  révolution,  Taxe  double  2 b,  ou  le  diamètre 
du  cercle  principal  de  la  surface,  est  défini  par  l’équation 


p, , p,,  p5,  pi  désignant  les  demi-diamètres  menés  du  centre 
aux  quatre  points  donnes , et  sin  (p,  p,  pt)  le  sinus  de 
l’angle  solide  formé  de  trois  de  ces  diamètres  (Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  i865,  p.  208). 


20  t.  Problème  III.  — Former  T équation  aux  carrés 
des  axes  principaux  d'une  conique  donnée  de  centre  et 
conjuguée  à un  triangle  donné. 

Le  problème  actuel  se  peut  ramener  à celui  des  précé- 
dents où  l’on  a déduit  l’équation  aux  carrés  des  demi-axes 
des  seules  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  d’un 


triangle  circonscrit. 

Soient,  en  effet,  p,,p„p^  les  traces,  sur  les  côtés  23, 
31,  12  du  triangle  conjugué  que  l’on  considère,  des  dia- 
mètres ol,  o2,  o3  aboutissant  aux  sommets  opposés;  et 
,'i!rJirs  les  points  délinis  sur  ces  diamètres  par  les  re- 
lations ( Jig.  3 1) 


oi.op,  o’i.op , o'i.op 3 


Les  points  r,,rt,  r,  obtenus  de  la  sorte  appartiennent  à la 
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courbe,  et  les  parallèles  menées  par  ces  points  aux  côtés 
23,  31,  12  du  triangle  conjugué  primitif,  déterminent  un 
second  triangle  l'2'3'  circonscrit  à la  conique  considérée  : 
dont  les  demi-axes  (b)  seront  fournis  dès  lors  par  l'équa- 
tion (I)  (u°  200,  p.  212) 

( I ) a,  )/P ” — b'  H-  (7,  y/p;j  — b1 -h  a3  t/P',' 6=  — o, 

où  at,a,,a „ désignent  les  côtés  de  l’un  (|uelconque  des 
triangles  semblables  12  3,  1 '2'  3';  F, , F,,  P3,  les  distances 
du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  du  second  1 '2'  3'. 


F«C-  •'*!. 


D’ailleurs,  si  par  les  sommets  du  triangle  primitif  I 23, 
et  parallèlement  aux  côtés  opposés,  on  mène  les  côtés  d’un 
troisième  triangle  1"2,,3,/,  les  égalités  de  construction  T[n) 
entraîneront  entre  les  distances  P,,  F,,  P';  P,,  P',,  P*; 
P,,  F,,  F,  du  centre  o de  la  courbe  aux  côtés  des  trois  trian- 
gles, les  relations  équivalentes 


ou  celles-ci 

(«')  + i = 


_ p"  _ p;a  _ p«* 

_hl  p,.p’,  p,. p’  p3.p',’ 

p"  p;-  _ p;2 

P,  (P.  -H  A,  P,  (P,  -F-/!,)  ~ Ps(Pa-i-/î3)  ’ 


les  lettres  /),,  /»*,  //3  désignant  les  hauteurs  opposées  aux 
côtés  «î,  (ia  du  triangle  12  3,  prises  en  valeur  absolue; 
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et  les  distances  P,,  P,,  P,  étant,  comme  à l'ordinaire,  né- 
gatives toutes  les  trois  pour  un  point  o qui  serait  intérieur 
à ce  triangle  (*). 

Or  les  valeurs  résultantes  de  P1,1,  P',1 , P',’  étant  substi- 
tuées dans  la  formule  (I),  elle  devient  successivement 


^ «,  ^/P,  (P,  —t—  A, ) — b'=  o, 
N v ai  l°i  Pi—H«i />,) — = o, 

'V  Pi  ("i  Pi  ■+■  2S)  — A1«J  = o; 
ou,  en  utilisant  la  relation 


fl,  P,  H-  a,  P,  -t-  o,  P,  = — aS, 
et  multipliant  tous  les  termes  par  y — t, 

(III)  ^ -t-  a,  Pi  («i  P=  -t-  «3  P,)  = o. 

Telle  est  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  [b)  d'une 
ellipse  conjuguée  à un  triangle  en  fonction  des  distances 
P,, P,, P,  du  centre  de  la  courbe  aux  cotés  de  ce  triangle 
et  des  nombres  a,,  a„  a , qui  mesurent  ces  côtés. 


(*)  On  a,  dans  la  Jig.  3i, 

P,<o,  P,>of  P,>Oi 
et  le  passage,  plus  explicite,  des  relations 


(«) 


_ u j __ 


o i.opt  o'l.op%  o'S.op, 


aux  relations  (a")  exigerait  que  l’on  écrive  d’abord,  au  lieu  de  ces  der- 
nières, 

p,*  p;f  p,* 


(«*)  -+->=- 


— *.)(—**.)  CP.f*.)P, 
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20o.  Théorème  I.  — La  somme  a * -f-  />'  ries  carrés  des 
demi-axes  principaux  d'une  conique  est  mesurée  par  la 
puissance  du  centre  de  la  courbe  par  rapport  au  cercle 
circonscrit  à l’un  quelconque  de  ses  triangles  conjugués. 

(Fai-re.  ) 

L’énoncé  de  ce  théorème  serait  en  évidence  dans  le  se- 
cond terme  de  l’équation  précédente  développée.  Pour  le 
vérifier  directement,  rapportons  la  courbe  ( fîg . 3a)  à deux 
diamètres  conjugués  Or,  Oj,  dont  l’un  Ox  passe  par  le 
sommet  A du  triangle  conjugué  ABC  que  l’on  considère; 
et  désignons  par  A'  la  seconde  trace  de  ce  diamètre  sur  le 
cercle  circonscrit  à ce  triangle,  La  puissance  u du  centre 
de  l’ellipse  par  rapport  à ce  cercle  sera  mesurée  par  le 
produit  OA . OA', 

( i ) ex  — OA. OA'. 

Or,  le  côté  BC,  parallèle  à Oj,  coupant  l’axe  Ox  au  point 
P,  l’on  a d’abord,  en  posant 

OP  = 

(a)  OA  = ?—• 


La  situation  sur  un  même  cercle  des  quatre  points  A,  A',  B.C, 

Fig.  3t. 


et  la  division  harmonique  (B,  C;  M,  M')  donnent  ensuite 

(J‘8-  3a) 

PA'. PA  - PB. PC  = Pm’=  PM'’  = y*  = ~ (a'1  — a-'1). 
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ai8  en apitke  vi. 

et  l’on  en  déduit  successivement 


PA'~: 


b'*  {a'-  — x'*) 
«'>.PA 


// - a'1 — x'-)  b"'  in” — .r'2)  b'2  r' 

«'■  (OA — OP)  /«'’  ,j  «'■  ’ 


OA'  = OP  -4-  PA'  = *'  -t- 


(«,J-4-  //’)*' 


(3) 


OA'  = 


ffl'=+  b'2)*? 

V2 


Il  ne  reste  plus  qu’à  multiplier,  membre  à membre,  les 
égalités  (i),  (a).  (3);  et  1 ’on  trouve  dans  l’égalité  résul- 
tante, simplifiée, 

( i , 2,  3 ) nr  = a' 5 ■+-  b'1  = <ss  •+-  b1. 

20G.  Une  autre  démonstration  résulterait  encore  des 
considérations  suivantes. 

Que  l’on  imagine  une  ellipse 


et  l’un  de  ses  triangles  conjugués;  cl  que  l’on  prenne 
(Jig-  33)  l’une  des  traces  m du  cercle  circonscrit  à ce 
triangle  sur  le  cercle 

x1  -4-  ) 5 — a5  -4-  b’, 

lieu  géométrique  du  sommet  d’un  angle  droit  circonscrit  à 
la  courbe.  Par  un  théorème  antérieur  (n°  197,  p . 20g) , 
les  .sommets  île  deux  triangles  conjugues  à une  conir/ue 
Jont  six  points  d une  autre  conique.  On  pourra  donc 
prendre  le  point  ni  pour  premier  sommet  d’un  second 
triangle  mnp , conjugué  à l’ellipse,  inscrit  au  même  cercle  C 
que  le  précédent,  et  dont  les  deux  autres  sommets  seront  les 
traces  de  ce  cercle  sur  la  polaire  du  point  m par  rapport  à 
l’ellipse.  Or  si  H est  le  point  milieu  de  la  corde  MP,  la  di- 
vision harmonique  (N,  P;  n,  p)  entraîne  la  relation 

(t)  HN=ÏÏP=ïôi.H^. 
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En  outre,  connue  l’angle  NwP  est  droit,  le  point  H est  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ÿ/nP;  l’on  a 
(a)  HN  = HP  = Hot, 

Fie.  33. 

r. 


o 


et  l’on  peut  écrire  . 

(i,  2)  H ni  = Iln.Hy?. 

La  droite  mH  menée  du  point  m au  milieu  de  la  corde  _^P 
est  donc  tangente  au  cercle  C.  D’ailleurs  cette  droite  pro- 
longée passe  par  le  centre  O de  l’ellipse,  ou  du  cercle 
x*  -i-Jf1  = et  la  tangente  O m,  menée  de  ce  centre 

au  cercle  C,  est  égale  à y a’  -t-  lé  : 

7 

a — Om  — a1  -i-  b1. 

207.  Bemarque.  — Chacun  des  points  d'une  conique 
représente  un  triangle  conjugué  de  dimensions  évanouis- 
santes et  dont  le  cercle  circonscrit  , toujours  orthogonal  au 
cercle  diagonal  de  la  courbe,  est  tangent  à celle-ci  au 
point  considéré.  On  peut  dire  encore,  en  des  termes  équi- 
valents, que  ce  cercle  touche  extérieurement  la  courbe,  et 
que  son  diamètre  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  celle-ci 
pour  le  point  considéré. 

Soient  effectivement  (ftg-  34)  x un  point  extérieur  à 


Fig-  34. 


une  conique, jz  la  polaire  de  ce  point;  et,  sur  celte  po 
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lairc,  y et  z deux  points  conjugués  par  rapport  à la 
courbe.  Le  point  x demeurant  immobile,  si  le  point  y se 
rapproche  infiniment  de  l’une  des  traces  de  la  droite^'*  sur 
la  courbe,  il  en  sera  de  même  du  point  z ; et  l’on  verra,  en 
passant  à la  limite  (Jig-  35),  que  l’une  quelconque  des 


Fig.  35. 


tangentes  menées  à -une  conique  par  un  point  extérieur, 
représente  un  triangle  conjugué  qui  a perdu  l’une  de  ses 
dimensions,  et  dont  le  cercle  circonscrit  passe  par  ce  point 
extérieur  a-,  par  le  point  de  contact  y de  cette  tangente,  et 
touche  en  ce  dernier  point  la  polaire  du  premier  .r.  Or  si 
l’on  conçoit  maintenant,  le  point  y restant  fixe,  que  le 
point. r s’en  rapproche  indéfiniment;  l’élément  linéaire  xy, 
auquel  se  réduisait  le  triangle  conjugué  précédent,  va  se 
réduire  à son  tour  à zéro,  ce  triangle  lui-même  à un  point  ) 
(Jig-  36),  et  son  cercle  circonscrit  qui  touchait  en  ce  point 

Fig.  36. 


la  polaire  du  point  x et  coupait  orthogonalemenl  le  cercle 
diagonal  de  la  courbe,  en  un  cercle,  orthogonal  encore  à ce 
dernier,  et  tangent  à la  courbe  au  point  /. 

On  peut  ajouter  que  ce  cercle  limite  (fig.  36)  et  le  cercle 
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oscillateur  qui  lui  correspond  se  touchent  extérieurement, 
et  que  le  rapport  de  leurs  rayons  est  celui  de  i à 2.  Quelle 
que  soit  en  effet  la  courbe  considérée  (Jig  35),  le  cerclé 
variable,  qui  passe  par  le  point  de  concours  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  et  touche  leur  corde  de  contact 
en  l’une  de  ses  extrémités,  a pour  limite  un  cercle,  tan- 
gent extérieurement  au  cercle  osculaleur,  et  de  rayon 
sous-double. 

208.  Théorème  II.  — La  somme  des  carrés  des  demi- 
axes  principaux  d'un  ellipsoïde  est  égale  à la  puissance 
du  centre  de  la  surface  par  rapport  à ta  sphère  circon- 
scrite à l’un  quelconque  de.  ses  tétraèdres  conjugués. 

Cette  proposition,  obtenue  d’abord  p!(r  M.  Painvin 
( Nouvelles  Annales  de  Mathématiques , 1860,  p.  2yo), 
est  susceptible  de  différentes  vérifications  fort  simples. 

L’ellipsoïde 


étant  rapporté  d’abord  à trois  diamètres  Ox,  O y,  O z 
(Jig-  37),  dont  l’un,  Ox,  passe  par  le  sommet  A du  té- 
traèdre conjugué  ABCD;  soient  A'  la  seconde  trace  sur  le 
diamètre  Ox  de  la  sphère  circonscrite  à ce  tétraèdre; 

(1)  a = OA.UA' 

la  puissance  du  centre  de  l’ellipsoïde  par  rapport  à celle 
sphère  ; et 

x — x1  =z  OP 

le  plan  polaire  du  sommet  A,  ou  le  plan  de  la  face  oppo- 
sée RCD  du  tétraèdre  : 011  aura  d’alun  d 

a '5 

(2)  0A=:-. 

Mais  il  résulte  du  théorème  précédent  que  la  somme 
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(//’  -(-  c'!)  des  carrés  des  demi-axes  delà  section 


rJ  z1 

V'  ~+‘  ? » 


déterminée  dans  l’ellipsoïde  par  le  plan  BCD,  om  = .r', 
est  égale  à la  puissance  du  centre  P de  cette  section  par 
rapport  au  cercle  circonscrit  au  triangle  BCD,  ou  encore  à 

lit!  3;. 


eV 


y 


la  puissance  PA. PA 'de  ce  même  centre  P par  rapport  à la 
sphère  A BCD;  on  a donc 

l’A.PA'  — [b'1  -i- 1/’)  ^i  — 
et  l’on  en  déduit  successivement 


PA 


, c'3)  (a'3  — ■»•'') y +c”)  (a'’  — x”)  (b'1 +c'*i  y 


a'3. PA 


oa'  = op  + pa'  = J ■+■ 


(i'3  -I-  c'3)  r'  {a'1  -I-  à'3  -+-  c'3)  x' 


3) 


OA 


, _ (a'3  •+■  6'3  -t-c'3)*' 

a7' 


11  ne  reste  plus  qu’à  multiplier,  membre  à membre,  les 
égalités  (i),  (a),  (3).  L’égalité  résultante  étant  simplifiée, 
on  trouve 

(l , a,  3)  u — a'"1  - 4-  4'3  -+-  c'3  = n!  4-  à1  + c’. 
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209.  Autre  démonstration.  — Considérons  encore  un 
tétraèdre  conjugué  quelconque,  et  l’un  quelconque  des 
points  de  rencontre  m (Jig.88)  de  la  sphère  circonscrite 
à ce  tétraèdre  et  de  la  sphère 

x-  -t-  jr1  -F-  zJ  = a-  -+-  b-  -f-  c'-, 

lieu  géométrique  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
circonscrits  à l’ellipsoïde  (<r,  b,  c).  Par  un  théorème  sur 
lequel  nous  reviendrons,  mais  que  nos  identités  rendent 
déjà  évident,  toute  surface  du  second  ordre  menée  par 
sept  des  sommets  de  deux  tétraèdres  conjugués  à un  ellip- 
soïde passe  d'elle-même  par  le  dernier.  On  pourra  donc 
prendre  le  point  m pour  premier  sommet  d’un  second 
tétraèdre,  conjugué  à l’ellipsoïde  (a,  b,  c),  inscrit  à la 
sphère  S comme  le  précédent,  et  dont  les  autres  sommets 
n,p,q  appartiendront  au  plan  polaire  du  point  m par  rap- 
port à l’ellipsoïde.  Or  si  O',  A et  B désignent  le  centre  et 

FiC.  38. 


Ml 


les  demi-axes  principaux  de  la  section  déterminée  dans 
l’ellipsoïde  par  le  plan  npq,  la  puissance  P0.  de  ce  centre 
par  .rapport  au  cercle  npq,  ou  par  rapport  à la  sphère 
S ( tnnpq ),  sera  égale,  d’après  le  théorème  de  M.  Faure,  à 
A* -+-  B* : 

(i)  Pa  = A’  + B’. 

D’un  autre  côté  la  section  déterminée  dans  l’ellipsoïde  par 
le  plan  npq  étant  inscriplible  à un  trièdre  trirectangle  de 
sommet  ni,  cette  section  peut  être  regardée  comme  un  el- 
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lipsoïde  (A,  B,  C)  inscrit  à ce  trièdre,  ayant  pour  centre  le 
point  O'  centre  de  la  section,  et  dont  l’un  des  axes  princi- 
paux 2C  serait  égal  à zéro.  Le  théorème  de  Monge,  appli- 
qué à cet  ellipsoïde  évanouissant,  nous  donne  dès  lors  : 

(2)  O'  m — A'  -+-  B’, 

et,  par  suite, 

(».*)  P0  = O7"/. 

Or  il  résulte  de  cette  égalité  que  la  droite  mO',  menée  du 
point  m au  centre  O'  de  la  section  déterminée  dans  l’ellip- 
soïde par  le  plan  polaire  de  ce  point,  est  tangente  à la 
sphère  S.  Mais  cette  droite  m O',  prolongée,  passe  par  le 
centre  ü de  l’ellipsoïde  ; et  le  rayon  Om  = y' a*  -+-  b'  -+-  c’ 
est  tangent  à la  sphère  S.  Donc,  etc. 


210.  Théorème  III.  — Le  rectangle  des  carres  des 
demi-axes  principaux  d'une  conique  est  égal  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  distances  du  centre  de  la  courbe 
aux  côtés  d'un  triangle  conjugué,  multiplié  par  le  dia- 
mètre du  cercle  circonscrit  à ce  triangle  : 

(a)  a>b’  = — aRP.P.P,, 

les  distances  P,,  P,,  P,  étant  d’ailleurs  toutes  les  trois  né- 
gatives pour  un  point  situé  à l’intérieur  du  triangle. 

L’équation  (III),  n°20-i,  p.  216,  fournirait  à la  fois 
l’énoncé  et  la  démonstration  de  ce  théorème  que  nous  nous 
proposons  ici  de  vérifier  directement. 

Soient,  à cet  effet  ( Jig . 39),  O le  centre  de  l’ellipse  con- 
sidérée; a,,  a,,  rts  et  S les  côtés  et  l’aire  d’un  triangle  con- 
jugué A,  A,  A j.  Si  l’on  remplace  2 R par  le  nombre  équi- 
valent -'jg—’  la  formule  qu’il  s'agit  de  vérifier  pourra 
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s’écrire  successivement  : 

a,  P, .n,  P, .a,  P, 


aS 


■ — a' b'. 


(«') 


2 OA,  A,  .2 OA,  A,  — — ~ — - = «’ 

A,  A,  A, 

(OA,./j  A,sin9)  (OA,.flA,sin9)  — «’ft*; 

A,  P 

— 1 O p . 

OA,  [pA,.pA3;  sin’9  — a’b1  : 

Ai  p 


en  appelant  p la  trace  du  côté  A,  A,  surle  diamètre  OA,  et 
Û l'inclinaison  de  ce  côté  sur  ce  diamètre.  Or  si,  rappor- 
tant la  courbe  aux  diamètres  conjugués  OA,  ou  Ox,  et  O) 
parallèle  à A,  A,,  on  désigne  par  n\  b'  les  demi-diamètres 

FiB.  3(j. 


I - 

ü'i  • 


! \ 

A"  \ 

♦K\  _ 

% *1'  \ \ i 


correspondants,  par  x'  l’abscisse  O p : on  trouve  sans  peine, 
sur  la  figure, 


(*) 


(2) 

(3) 


— 2 b'- 

p A,  .p  A,  = pm  — («"  — , 

O p O p __  x _ j-'1 

A,p  ~~  OA,  — Op  _ , a ‘ — .r 

x' 


et  toutes  ces  valeurs,  substituées  dans  la  relation  («*),  eu 
font  effectivement  une  identité. 

i5 
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2H.  L’cllipsc  variable  (a,  b)  se  transformant  sous  la 

.b7 

condition  ordinaire,  lim  — = p,  en  Une  parabole  de  pa- 
ramètre 2 p \ la  formule  ( a ) se  transforme,  en  même  temps, 
dans  celle-ci  : 

p = — ?.  R cos  a,  cos  a,  cos  a, , 

a,,  a,,  a,  désignant  les  inclinaisons,  sur  l’axe  de  la  para- 
bole^’* = 2 px,  des  normales  aux  côtés  1 ,2, 3 d'un  triangle 
conjugué  quelconque. 

Car  si  l’on  rapporte  aux  axes  fixes  habituels  l’ellipse  va- 
riable 

a7  jr7  -+-  b1  {-r  — a)7  — a7  b7, 

et  les  côtés  1 , 2,  3 

(xcosa,  -t-jsina,  — p,) 

X (xcosa,  -t-.rsina,  — p ,) 

X (xcosa,  -+-/sina,  — p,)  — o 

du  triangle  conjugué  que  l’on  considère;  les  distances  à ces 
côtés  du  centre  mobile  (x  = a,y  = o)  de  l’ellipse  auront 
pour  valeurs  respectives  : 

P,  =:  acosa, — p,,  P,  ==  acosa, — p,,  P,  = acosa, — p 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 
(a)  a7 b7  — — 2 R P,  P,  P„ 

il  vient 

(«')  a7  b7  — — 2 R (a  cos  a,  — />,)  (acosa,  — p.)  (acosa,  — p,), 

ou  en  divisant  par  a”  les  deux  membres  de  cette  égalité, 
et  passant  à la  limite, 
b7 

(a)  lim — on  p — — 2 R cos  a,  cos  x,  cos  a,. 

a 

212.  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points  milieux 
des  côtés  d’un  triangle  conjugué  à la  parabole  est  de  lui- 
mème  circonscrit  à la  courbe,  et  réciproquement  (Meh- 
Tion).  D’ailleurs,  les  rayons  des  cercles  circonscrits  au  pre- 
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mier  et  au  second  triangle  sont  dans  le  rapport  de  2 à \ . On 
a donc  aussi 

[a')  p = — 4 R cosot,  cos  a,  cos  a, , 

ou 

(<*")  />’R  = 2P1P,P:„ 

formule  que  l’on  peut  vérifier  directement  et  qui  donne  le 
demi-paramètre  p d' une  parabole  inscrite  à un  triangle 
en  Jonction  des  distances  P,,  P,,  P,  du  J'oyer  de  la  courbe 
aux  côtés  de  ce  triangle,  et  du  rayon  R du  cercle  circon- 
scrit. 

213.  L’expression  du  rectangle  des  axes  principaux 
d'une  ellipse  en  fonction  des  distances  du  centre  de  la 
courbe  aux  côtés  d’un  triangle  conjugué  est  susceptible 
d’une  autre  détermination  géométrique  tirée  de  la  compa- 
raison de  l’ellipse  au  cercle  décrit  sur  l’un  de  ses  axes 
comme  diamètre,  et  que  nous  allons  indiquer  comme  in- 
troduction au  problème  analogue  pour  l’ellipsoïde. 

1).  A cet  effet,  considérons  en  premier  lieu  un  cercle 
de  rayon  A ( fig . 4°)  ayant  son  centre  à l’origine  O et  con- 
fie- ,'|ü. 


V 

f A ’ ■ 

O ‘p  U 


jugué  au  triangle  ARC.  Menons  OA,  OB,  OC,  et  soient 
a,  (3,  y les  traces  de  ces  droites  sur  les  côtés  opposés  RC, 
CA,' AB,  qu’elles  coupent  d’ailleurs  à angle  droit.  Nous  au- 
rons, par  les  propriétés  des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle, 

AJ=  OA.Oa  = OB.Op  = OC  -Oy, 

i5. 
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aa8 

et,  par  suite,  en  appelant  a,  (3,  y les  distances  du  centre  du 
cercle  aux  côtés  du  triangle, 

(a)  A‘—  (OA.OB.OC)  (opy). 

D’ailleurs,  la  mesure  des  espaces  triangulaires  OBC,  OCA, 
OAB  donne  lieu  à trois  relations  de  cette  forme 

OB  .OC.sin  A =:  BC  O a a . a, 

et  Ton  en  déduit 

OB  .OC  — —r— — • a, 
sin  A 


ou,  en  appelant  R le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC, 

0B.0C  = 2R.st,  OC. OA  = aR.p,  OA.OB=jR.7, 


(è)  0A.0B.0C  = v/(2Rl’a?7- 

Combinant  (a)  et  (b),  il  vient 
(i)  A*  = a R ap7  ; 

c’est  pour  le  cercle  la  formule  cherchée,  mais  que  nous 
devons  écrire,  en  vue  de  la  transformation  qu'il  nous  reste 
à effectuer, 

A<— aR  gg,^P-c7  _ aR  gg-*P-c7  __  aa.0p.c7 
a.b.c  4R  -S  ?.S 


ou  enfin 

(•') 


A*  = 


8.0BC.0CA .OAB 
"a. ABC 


2).  Le  cercle  précédent 


x‘ 

A7 


et  le  triangle  conjugué  ABC  étant  rapportés  à un  même  sys- 
tème d’axes  Or,  O/,  imaginons  que  l’on  conserve  l’ab- 
scisse x de  chacun  des  points  de  la  figure,  en  diminuant 
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l’ordonnée  correspondante  y dans  le  rapport  de  B- à A : 


Par  ce  changement,  le  cercle  primitif 


se  transforme  en  une  ellipse  concentrique 


x»  Y1 
A’  + B5  ~ ' 5 


le  triangle  ABC  conjugué  à ce  cercle,  en  un  triangle  A,  B,  C, 
conjugué  à cette  ellipse,  et  tous  les  espaces  triangulaires 
ÜBC,  OCA,  OAB,  ABC,  en  d’autres  qui  sont  aux  premiers 
dans  le  rapport  de  B à A : 

B B 

OB,  C,  = OBC.-j  • • • t A,  B,  C,  = ABC.  - ; 

d'où 

S)  OBC  = OB,C,.^;  ■ • ■ i ABC  = A,  B,  C, 

B B 


Ur,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (t'),  elle 
devient  successivement 


8 


A*  = 


( - y 

• OB,  Ci.OC,  Ai.OAi  B,  ^ \ B / 

1 riT?  X ; 


?..  A,  B,  C, 


ou  X 


(î)’ 


A’. B 


3 _ 8.QB,C,.OC,Ai.OA,B,  _ (ff,.g,)(fc,.p,)(c,.7l) 


2.  A,B,C, 


* , ni  c cl  a 

A>.B’  = a,.pi.Vl.-^-  = «l.pi.7l.  aS( 


2 S, 

4R,s, 


ou  enfin 


A!.B’=  2 R, . a, . p,  */,. 
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2t4.  Remarque.  — La  même  méthode  serait  encore  ap- 
plicable aux  problèmes  suivants  : 

Le  rectangle  des  axes  principaux  d’une  conique  inscrite 
(circonscrite)  à un  triangle  ABC  pouvant  s’exprimer  en 
fonction  des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  du 
triangle  médian  A'B'C'  (et  aux  côtés  môme  du  triangle 
ABC)  — Steiner,  Faure,  — trouver  chacune  de  ces  fonc- 
tions i’ 

A’.B’:=4lCa'.|i'.7'  (Steikkr),  A=B’  = 44f4-R  (Faure). 

215.  Théorème  IV.  — Le  produit  a'  b*  c*  des  carrés  des 
demi-axes  principaux  d’un  ellipsoïde  est  égal  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  distances  du  centre  de  la  sur- 
face aux  plans  des  faces  d'un  tétraèdre  conjugué  quel- 
conque, multiplié,  par  un  facteur  géométrique  2 K*  qui  ne 
.dépend  que  du  tétraèdre  : 

a}  .b1.  r’  = — a (S . y . J.  2 K’. 

1).  Les  côtés  a , b,  c,  d d’un  quadrilatère  gauche,  consi- 
dérés en  grandeur  et  en  direction,  donnent  lieu  à cette 
suite  de  rapports  égaux 

a b r il  t a.b.e.d 

sin(ècrf)  sin (cdn)  sin  [dab)  sin  (abc)  6 V 

On  a effectivement,  pour  le  volume  du  tétraèdre  compris 
sous  les  mêmes  sommets  (fg.  4t)> 

V — p b .c.d’  .sin  \ bed')  ~ g • b .c.d.  s\n  ( bed ), 

a . V = ^ nbcd . sin  ( bed), 

a 1 a bed 

sin  ( bed)  6 V 

sin  (bed)  désignant  le  sinus  de  l’angle  solide ‘des  trois  di- 
rections b,  c,  d,  ou  le  facteur  trigonoinétrique  par  lequel 
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on  devrait  multiplier  le  produit  de  trois  arêtes  parallèles  à 

Fig.  41. 


ces  directions  pour  obtenir  le  volume  du  parallélipipède 
construit  sur  ces  arêtes. 

a).  Soient  V le  volume  du  premier  tétraèdre,  FA,  FB, 
Fc»  F„  les  aires  de  ses  faces  cl  a',  b1,  c',  d' les  côtés  d’un 
quadrilatère  gauche  orthogonal  au  tétraèdre  précédent, 
c’est-à-dire  ayant  ses  côtés  successifs  perpendiculaires  aux 
plans  des  faces  de  ce  tétraèdre  et  proportionnels  aux  aires  de 
ces  faces.  Le  volume  V'  du  tétraèdre  a' b' c' d' compris  sous 
les  mêmes  sommets  a pour  valeur 

y'  — y V!. 

4 

3).  On  a,  d’ailleurs,  dans  ce  dernier  quadrilatère, 

a'  b'  1 a .h'.c'.d' 

sin  (b'c'd')  sin(c'r/'n')  ‘ 6 V'  ’ 

de  là,  en  revenant  au  tétraèdre  primitif  et  désignant  par 
a,  (3,  y,  â les  directions  de  ses  quatre  hauteurs, 

(X)  F*  F„  ^FA.FB.FC.FD 

' J sin  (P7<î}  “ sin(vÆa)  9 y, 

2 


4).  Le  volume  du  tétraèdre  ayant  pour  sommets  l’ori- 
gine et  les  points  (.r 'jr'z'),  (x"y"  z"),  est  donné 

par  la  formule 


V = 


6 


•r  X 

*'  y 

x'  ) 


J 
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5) .  Si  les  troisièmes  coordonnées  z,  z',  z", . . . de  tous 
les  points  de  la  figure  augmentent  dans  un  rapport  donné, 
le  volume  du  tétraèdre  augmente  dans  le  même  rapport;  et 
il  en  est  de  même  pour  un  tétraèdre  qui,  n’ayant  aucun  de 
ses  sommets  à l’origine,  pourrait  encore  être  considéré 
comme  égal  à la  somme  algébrique  de  quatre  tétraèdres 
ayant  un  sommet  commun  à l’origine. 

6) .  Ces  lemmes  posés,  considérons  d’abord,  au  lieu  d’un 
ellipsoïde,  une  sphère  de  rayon  a,  ayant  son  centre  à l'o- 
rigine O et  conjuguée  au  tétraèdre  ABCD. 

Menons  les  droites  OA,  Oïl,  OC,  OD,  et  désignons  par 
a,  (S,y,  o les  traces  de  ces  droites  sur  les  plans  des  faces 
opposées,  qu’elles  coupent  d’ailleurs  à angle  droit;  nous 
aurons,  par  les  propriétés  des  pôles  et  plans  polaires  dans 
la  sphère  [fi g.  4a), 

«’=  OA.  O a = 0B.0p  = 0C.07  = OD.OÆ; 

d'où,  en  appelant  a,  jî,  y,  d les  distances  du  centre  de  la 
sphère  aux  plans  des  quatre  faces  de  tétraèdre, 

(n)  a'  — OA .OB.OC.OD  X * • p-7 -S- 

D’un  autre  côté,  les  aires  des  faces  BCD,  CDA,.  . . étant 
désignées  par  FA,  FB, . . . , et  les  directions  des  normales 

FiB.  4 ■). 
o« 

A 

B'  «•  B 

C 

OA,  OB, . . . aux  plans  de  ces  faces  par  les  mêmes  lettres 
a,  (5,...;  le  volume  de  chacun  des  tétraèdres,  tels  que 
OBCD,  est  mesuré  par  l’un  ou  l’autre  de  ces  produits 

i OB . OC . OD . sin  ( OB,  OC,  OD;  = g OB . OC . OD . sin  ! 07i), 


— .✓* 
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OU 


On  a donc 


3 a‘F*' 


OB.OC.OD  = 2a.  - — 


sin  (Pvî  ) ’ 


ou,  en  ayant  égard  à la  formule  (A), 

OB. OC.OD  = 2a. K1, 

OC. OD.-OA  = 2,8.Kj, 

OD. OA.OB  = 27. K1, 
OA.OB.OC  = 2J.K3; 

et,  par  suite, 

(0A.0B.0C.0D)>=(2K1)*.a.p.y.o*, 

c’est-à-dire 

(6)  O A.  OB.OC.OD  = y(  ?.  K' J* . a . B .y  Tj. 


Or,  si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  la  formule  (a),  elle 
devient  successivement 


«*  — a.  p .y  .S  y (2 K’)1  .a.  p.y  .i, 

«»=(«.p.y.*)'.(aK*)‘i 

(l]  a‘=  (a . fj.y . 5) . 2 K1. 

C’est,  pour  la  sphère,  la  formule  cherchée,  mais  que  nous 
devons  écrire,  en  utilisant  la  formule  (A), 

... , Fa-Tb-Fc-Fd 

* 5 

9 y, 

a 


et  en  vue  de  la  transformation  qu’il  nous  reste  à effec- 
tuer, 

, («.FA)fp.FB)(y.Fc)(i.FD) 
a 
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OU 

(>') 


3‘ . OBCD . OCDA . ODAB . OABC 

a'  — 2 — 

2(abcd)’ 


7).  La  sphère  précédente 


et  le  tétraèdre  conjugué  ABCD  étant  rapportés  à un  même 
système  d’axes  ox,  oj,  oz , imaginons  que  l’on  conserve 
les  premières  coordonnées  x et_y  de  tous  les  points  de  la 
figure,  en  augmentant  le  z de  chaque  point  dans  le  rap- 
port de  c à a.  Par  ce  changement,  la  sphère  primitive 


x’ 
a 2 


a* 


1 


se  transforme  en  un  ellipsoïde  de  révolution 


(S') 


■ i 


le  tétraèdre  ABCD,  conjugué  à cette  sphère,  en  un  té- 
traèdre A,  B,  C!  D,  conjugué  à cet  ellipsoïde  ; et  tous  les 
volumes  OBCD,  OCDA,.  . ABCD,  en  d’autres  qui  sont 
aux  premiers  dans  le  rapport  de  c à a : 


OB,  C,  D,  = - • OBCD,  ....  A,  B,  C,  D,  = - • ABCD, 
a a 


d'où 


{•>)  OBCD  = - • OB,  C,  D, , . . ABCD  = - • A,  B,  C,  D,  ; 


et  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  relation  (1'),  elle 
devient  d’abord 


a'  = 2. 


3*-OB,  C,  Di.OC,  D,  A,.OD,  A, B,  .OA 
-(Ai  B,  C,  D,)J 


1 Bt  C,  ^\c  ^ 

“ X — — -ri 

ï 
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(l")  a,.Ca=  2. 


3'  .OB,  C,  D, . OC,  D,  A,  .OD,  A,  B,  .OA,  B,  C, 

2 (A,  B,C,  D,  )* 

2 


8).  Conservant  ensuite  les  coordonnées  .r  et  z de  tous 
les  points  de  la  figure  précédente,  imaginons  de  même  que 
l’on  augmente  Vjr  de  chaque  point  dans  le  rapport  de  b à a. 
Par  ce  changement  l'ellipsoïde  de  révolution 


x ‘ y*  z* 

h' 1 — = i 

n7  a7  c 7 


se  transforme  en  un  ellipsoïde  quelconque 

<s'>  *+£+?='■’ 

le  tétraèdre  conjugué  A,B,CiD,,  en  un  tétraèdre 
A,  B,  C,  D,  conjugué  à ce  nouvel  ellipsoïde ; et  tous  les 
volumes  OB,  C,  D,, . . . , A,  B,  C,  D,,  en  d’autres  qui  sont 
aux  premiers  dans  le  rapport  de  b k a : 

b b 

OB,  C,  D,  = OB,  C,  D,  » A,B,C,  D,=  A,  B,  C,  D,.-, 

a a 


(r,)  OB,  C,  D,  = T.OB,C,D„ A,  B,C,  D,  = y A,  B, C, D,. 

b b 

Or  ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  formule  (i"),  elle 
devient 


f-V 

3‘.OB,C,D,.OC,D,A,.OD,A,B,.OA,BjC,  _ \ bj 

9(aiBic:  d..)>  (î)’ 


~ (A,  b,  C,  D..) 
2 


’J  az  ,bx  ,c3=2. 


3‘ . OB,  C,  D, .OC, D , A, . OD,  A,  B, . OA,  B,  C, 

2 (A,  B,  C,  D,V 
2 ' 


De  là,  en  supprimant  les  indices  maintenant  inutiles,  et 
désignant  par  a,  |B,  y,  o les  distances  du  centre  de  l’ellip- 
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soïde  actuel  (Sff)  aux  plans  des  faces  du  tétraèdre  conju- 
gué A,  B,  C,  I),,  ou  ABCD;  par  Fx,  F„,  Fc,  F„  les  aires  des 
faces  de  celui-ci,  par  V son  volume,  nous  pourrons  écrire 


, L,  >.FA)lp.Fi)(7.Fc)(*.FD)_,  a „ . Fx.F„.Fc.Fd 
1.07.eI—  2 =Ia.B.7.0;.2 — , 

9 v,  9 v, 


ou  enfin 

(I) 


a'1 . A’ . c1  =rr  ot  . ^ . y . 3 X 2 K', 


K’r 


sin  i Pi  3 ) 


fa.f„.fc.f„ 

2v> 


216.  Remarque.  — On  peut  traiter  à part  la  question 
des  signes,  de  la  manière  suivante. 

a).  Une  conique  rapportée  à un  triangle  conjugué  ABC 
étant  représentée  par  l’équation 

PA’ — m’B’ — n1C’  = o, 

les  couples  de  tangentes  réelles  ou  imaginaires  menées  à 
la  courbe  par  chacun  des  sommets  A,  B,  C du  triangle 
donné  ont  respectivement  pour  équations 

/n’B’-t-  /«’C  = o,  PA>— «*<?=o,  PA’—  m’B’ = o. 


Le  premier  sommet  A est  doue  intérieur  à la  courbe  et  les 
deux  autres  lui  sont  extérieurs. 

Si  donc  la  courbe  considérée  est  une  ellipse,  de  centre  O 

Fig.  ',3. 


c 


(./'£•  43),  et  dont  les  demi-diamètres  dirigés  suivant  OA, 


DISCUSSION  DES  SIGNES.  2 

OB,  OC  soient  désignés  para',  b',  c',  les  relations 

OA  .OA'  = a”,  OB.OB '—b'2,  OC.OC'=c", 

associées  à la  situation  intérieure  du  sommet  A,  extérieure 
des  sommets  B et  C,  entraîneront  les  inégalités  • 

OA  < OA',  OB  > OB',  OC>OC'. 

Les  trois  groupes  de  points  O,  A,  A', . . . se  succèdent  donc 
dans  cet  ordre 

O,  A,  A';  O,  B',  B;  O,  C',  C; 

et  comme  les  coordonnées  triangulaires  des  trois  sommets 
A,  B,  C sont  tiulles  ou  négatives,  les  coordonnées  («,  (3,  y) 
du  centre  O de  {'ellipse  conjuguée  ont  les  signes  suivants  : 

P>°)  7>°- 

Le  produit  tx.Q.y  est  donc  négatif,  et  la  formule  du  n°  210 
doit  s’écrire 

o1. 4’  = — 2R.0t.jLy. 

b).  Une  surface  du  second  ordre,  à courbures  de  même 
sens, — ellipsoïde  ou  hypcrboloïde  à deux  nappes,  — étant 
représentée  par  l’équation 

l'A2 — /m'B’—  n’C’  — o, 

les  cônes  circonsrrils  à la  surface  et  ayant  pour  sommets 
respectifs  les  sommets  A,  B, . . . du  tétraèdre  conjugué  que 
l’on  considère,  ont  respectivement  pour  équation 

— oi’B’—  C1  — p2 D!  — o,  l2 A1—  /iiC’-/j’Dï=o, 
l'A'—  m2B2  — p2D*=o,  /»A5— m’B:— n’C’—o. 

l.c  premier  de  ces  cônes  est  donc  imaginaire,  les  trois 
autres  sont  réels.  Le  sommet  A du  tétraèdre  est  donc  inté- 
rieur .à  la  surface  et  les  trois  autres  B,  C,  D lui  sont  exté- 
rieurs. 

Si  donc  la  surface  considérée  est  un  ellipsoïde,  de 
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centre  O ( Jig . 44)>  el  dont  les  quatre  demi-diamètres  diri- 

Fig. 

O 

V 

B''" 

\ 7 

\ ! 

X.S' 

D 

gés  suivant  OA,  OB,  OC,  OD  soient  désignés  par  a\  b',  c’, 
d\  les  relations 

OA. OA'  — a'3,  OB.OB'  = b'1  OC.  OC  ' = c'\  OD.OD  ' — d'-, 

associées  à la  situation  intérieure  du  sommet  A,  extérieure 
des  sommets  B,  C,  D,  entraîneront  les  inégalités 

OA  < OA',  OB  > OB',  OC>OC’,  OD>OD'. 

Les  quatre  groupes  de  point  O,  A,  A', . . . se  succèdent  donc 
dans  cet  ordre 

O,  A,  A';  O,  B',  B;  O,  C',  C;  O,  D',  D; 

et  comme  les  coordonnées  tétraédriques  des  sommets  A,  B, 
C,  D sont  uulles  ou  négatives,  les  coordonnées  a,  (S,  y,  d du 
centre  O de  l’ellipsoïde  conjugué  ont  les  signes  suivants  : 

“O,  P>°.  7 > °>  *>«>• 

Le  produit  afiyo  est  donc  négatif,  et  la  formule  précé- 
dente (I)  doit  s’écrire 

(!')  rt’.6J.cs  = — a.p.y.JX  SK!. 

217.  Si,  sous  les  conditions  ordinaires 

b1  cJ 

lim.  — —p,  lira.  - = 

a a 
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l'ellipsoïde 


se  transforme  en  un  paraboloïdc 


la  relation  précédente  (I)  se  change  en  même  temps  dans 
celle-ci 

(I')  p.p'  = cos  a . cos  ^ . eus  y .cos  o . îK1, 

où  p,  p'  désignent  les  demi-paramètres  principaux  et  et, 
fi,  y,  $ les  compléments  des  inclinaisons  de  l'axe  du  pa- 
rais o/oïde  sur  les  ftices  d'un  tétraèdre  conjugué. 

§ III.  — De  l'ellij  tse  de  plus  grande  surface  parmi  toutes 
celles  que  l'on  peut  inscrire  à un  quadrilatère  donné, 
et  de  l'ellipsoïde  déplus  grand  volume  parmi  tous  ceux 
que  l'on  peut  inscrire  à un  sj  slème  de  huit  plans. 

218.  Les  théorèmes  du  paragraphe  précédent  permettent 
de  ramener  à son  véritable  principe  la  construction  obte- 
nue par  Steincr  de  Y ellipse  de  surface  maximum  ou  mini- 
mum panni  toutes  celles  que  l'on  peut  inscrire  à un  qua- 
drilatère donné.  Fondée  effectivement  sur  l’évaluation 
préalable  du  rectangle  des  axes  d’une  conique  inscrite  ;i 
un  triangle,  la  méthode  de  l’illustre  géomètre  ne  s’applique 
ni  au  problème  plan  corrélatif,  ni  aux  problèmes  analo- 
gues pour  les  surfaces  du  second  ordre;  et  c’est  encore  au 
grand  ouvrage  d’où  procède  toute  la  géométrie  contempo- 
raine qu’il'  faut  demander  le  principe  autour  duquel  se 
rangent  naturellement  tous  les  cas  du  problème  et  qui  ré- 
side dans  l’existence  d’un  triangle  ou  d'un  tétraèdre  con- 
jugué commun  à une  série5  de  courbes  ou  de  surfaces  du 
second  ordre  assujetties  à n conditions  communes  (n  = 4» 
ou  n = 8)  ( Traité  des  propriétés  projectives , p.  386). 
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Une  conique  étant  inscrite  à un  quadrilatère,  on  sait 
effectivement  que  le  triangle  A,  A,  A,  formé  des  trois  dia- 
gonales de  celui-ci  est  conjugué  à cette  conique  dont  le 
rectangle  des  carrés  des  axes  est  proportionnel  au  produit 
des  distances  du  centre  de  la  courbe  aux  côtés  de  ce  triangle 
et  devient  maximum  ou  minimum  en  môme  temps  que  ce 
produit  : 

a'. b'——  aR.P.P,  P, 

(Théorème  III,  p.  224,  n°210). 

D'ailleurs,  la  médiane  d’un  quadrilatère  est  le  lieu  des 
centres  de  toutes  les  coniques  inscrites.  Si  donc  (jig.  45) 
«,,  a,,  a 3 désignent  les  traces  de  cette  droite  sur  les  côtés 
du  triangle  diagonal  A,  A,  A , (et  ces  traces  sont  justement 


Fig.  45- 


<éai 


S 


V 


A, 

les  points-milieux  des  trois  diagonales),  le  centre  O de  la 
courbe  cherchée  devra  satisfaire  à la  condition 

Oo,  .0«,.0  flj  = maximum. 

De  là,  avec  une  uotalion  qu’il  est  inutile  d’expliquer, 
y (a  ) = (x  — a,)  (.r — «,)  ( x — a3 ) — maximum, 
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et,  par  suite, 

//'(*).  > • . i 

I— — - — 1 h — O , 

j (x)  x — a,  x — a,  x — a 3 

ou 

I I I 

\ On,  O a,  O ti, 

équation  du  second  degré  en  x,  dont  les  racines,  toujours 
réelles,  sont  séparées  par  les  nombres  a , et  a„  a,  et  a,. 
Deux  coniques  répondent  donc  toujours  à la  question  : une 
ellipse  dont  le  centre  est  compris  entre  les  points-  milieux 
77, , a,  des  deux  premières  diagonales,  et  dont  !a  surface  est 
maximum;  une  hyperbole  dont  le  rectangle  des  axes  est 
aussi  maximum  et  dont  le  centre  tombe  entre  les  points- 
milieux  77,,  7i,  des  deux  dernières  diagonales  (*). 

Le  cas  des  coniques  circonscrites  à un  quadrilatère  se 
traiterait  d’une  manière  semblable  ( Nouvelles  Annales  (le 
Mathématiques,  1 865 , p.  3o8). 

219.  Si  le  quadrilatère  proposé  est  circonscriptible, 
l’ellipse  de  surface  maximum  ne  coïncide  avec  le  cercle 
inscrit  que  d’une  manière  accidentelle.  Le  centre  O de  cette 
ellipse  doit  vérifier,  en  efi'el,  la  condition  (fig.  46) 


O 77,  077,  6,/,  ’ 

où  les  divers  scgmcntsOT?,,...  sont  pris  en  valeur  absolue.  Si 
l’on  désigne  d’ailleurs  par  1,  r,  2,  2',  3,  3'  les  six  demi- 


V*)  La  droite  des  centres  est  effectivement  divisée  par  les  points 


— oo  , ax  av  n %%  -f-  » 

en  quatre  segments  consécutifs  parmi  lesquels  le  premier  et  le  troisième 
reçoivent  les  centres  tle  toutes  les  hjrpcrlotes , le  second  et  le  quatrième  les 
centres  de  toutes  les  ellipses  inscrites.  C’est  ce  qui  résulte,  en  particulier, 
de  la  formule 

= — 2 R.  P,  PtP,. 

l6 
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angles  intérieurs  du  quadrilatère  circonscriptibie  consi- 

Kig.  $6. 

y 

.■1 


I 


déré,  on  trouve  par  la  géométrie  que  le  centre  O du  cercle 
inscrit  satisfait  à cette  double  proportion 

i i i 

V)  _. Ô<r, 

' # /\  # /\  f A t A t A , A 

sinf.sinl  sin2.sin2'  sin3.sin3' 

I/égalité  conditionnelle  (i')  ne  serait  donc  vérifiée  par  le 
centre  O du  cercle  inscrit  qu’autant  que  l’on  aurait 

/\  /S  /\  /N  A # A 

( i ' ) sinl  .sin  1'  — sin  *2.sin  2'  — sin  3 . sin  3'  = o? 

Or  cette  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  sinus  des 
demi-inclinaisons  de  l’un  quelconque  des  côtés  du  quadri- 
latère sur  les  trois  autres,  définit  la  direction  de  celui  de 
ces  côtés  que  l’on  voudra  regarder  comme  arbitraire;  elle 
ne  sera  donc  point  satisfaite  d’cllc-mème  pour  un  quadri- 
latère circonscriptibie  quelconque  dont  les  quatre  côtés  à 
la  fois  peuvent  être  dirigés  arbitrairement. 

220.  Le  problème  relatif  à V ellipsoïde  de  plus  grand 
volume  parmi  tous  ceux  (pie  ion  peut  inscrire  à huit  plans 
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donnés  se  traiterait  d’une  manière  semblable;  et  comme 
tous  ces  ellipsoïdes  ont  leurs  centres  sur  une  droite  Ox  que 
nous  savons  construire;  comme  ils  admettent  un  tétraèdre 
conjugué  commun  que  nous  apprendrons  à construire 
(Chapitre  XII),  et  que  le  rectangle  d'b'c*  des  carrés  de  leurs 
axes  principaux  est  dès  lors  proportionnel  au  produit  des 
distances  de  leur  centre,  ou  d'un  point  de  celte  droite,  aux 
plans  des  faces  de  ce  tétraèdre:  on  voit,  en  supposant  cette 
double  construction,  et  désignant  par  a,,  a,,  a},  a,  les 
traces  de  cette  droite  sur  les  faces  de  ce  tétraèdre,  que 
le  centre  O de  la  surface  cherchée  devra  satisfaire  à la 
condition 

Oa,  .On,.  O a,.  Oa,~  maximum , 


et  que  sa  position  sur  la  droite  des  centres  Ox  sera  définie 
par  l’une  des  équations  suivantes 


f{x)  = (x  — a,)  (jt  — a,)  (x  — a,)  (x 


/'(«) 

/[*) 


= o; 


c'est-à-dire,  en  développant, 


a,)  — maximum, 


(«) 


I 

I 


i t i i 

H -4-  ■ -+-  — ■ o, 

x — a,  x — a,  x — a,  x — a, 

ou 

i l II  

O a,  On,  Ôa,  O a,  ’ 


équation  du  troisièmedegrédont  les  racines,  toujours  réelles, 
sont  séparées  par  les  nombres  a,,  a,,at,  a,.  Trois  surfaces 
distinctes  répondent  donc  toujours  à la  question,  dont  les 
centres  tombent  alternativement  entre  les  points  a,  et  a,, 
a,  et  as,  a,  et  a»  ( Jig . 47)  i et  qui  sont  alternativement  à 

Fie.  47. 


0 


courbures  opposées  ou  de  même  sens  : ainsi  que  cela  résulte 

16. 
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des  cliangeinents  de  signe  du  produit 

= — X’.P,  P^P,. 

§ IV.  — Des  axes  principaux  d'un  ellipsoïde  défini  par 
trois  diamètres  conjugués  et  de  leur  construction  à l'aide 
d'une  hyperbole  et  d’un  cercle. 

221.  Étant  donnés  trois  points  A,  B,  C et  le  centre  O 
il’ une  conique,  les  directions  des  axes  principaux  de  |a 
courbe  se  peuvent  déterminer  à priori  de  la  manière  sui- 
vante : 

Prenant  les  points-milieux  A',  13',  C'  des  côtés  du 
triangle  ABC,  et  te  point  de  concours  W des  hauteurs  du 
triangle  résultant  A'B^C*,  on  mène  la  droite  OH'  cl  l'on 
détermine  le  point,  de  concours  F des  symétriques  de 
celte  droite  par  rapport  à deux  des  côtés  du  triangle 
A'B'C.';  les  bissectrices  de  l'angle 

OH',  OF 

fournissent  les  directions  cherchées.  . 

222.  De  même,  étant  donnés  le  centre  O d'une  conique 
et  l'un  de  ses  triangles  conjugués  ABC,  si  l’on  prend  le 
point  de  concours  H des  hauteurs  de  ce  triangle,  et  que , 
menant  la  droite  OH , on  détermine  le  point,  de  concours  F 
des  symétriques  de  celle  droite  par  rapport  à deux  des 
côtés  du  triangle  ABC,  les  axes  principaux  de  la  courbe 
seront  dirigés  suivant  les  bissectrices  de  l'angle 

OH,  OF. 

Les  équations  comparées 

« A:  -f-  èB1-f-cC,=  o,  n'X’-t-  é'Y’+c'=o 
de  la  courbe  rapportée  alternativement  au  triangle  coiiju- 
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gué  ABC,  ou  à ses  axes  principaux,  entraînent  effective- 
ment l’identité 


oA’+  iB’-t-eC’-t-a'X1-!-  b'  Y>+  c'  = o, 


ou  la  conclusion  que  les  droites  ABCXY  = o et  la  droite  à 
l'infini  représentée  par  l’équation  c' = o font  six  tangentes 
d’une  même  conique  : une  parabole  dont  la  directrice  est 
immédiatement  déterminée  pardeux  de  ses  points,  le  point 
de  rencontre  H des  hauteurs  du  triangle  circonscrit  ABC 
et  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  rectangulaires 
OX,  OY,  ou  le  centre  donné  O (Jîg.  48)-  Le  foyer  F de 


Fie.  4»- 


cette  parabole  auxiliaire  se  trouvera  d’ailleurs  au  point 
d’intersection  de  deux  droites  symétriques  de  la  directrice 
OH  par  rapport  à deux  des  côtés  du  triangle  ABC.  Or,  si 
l’on  joint  au  centre  donné  O le  point  F ainsi  déterminé, 
les  tangentes  OX,  OY  menées  du  point  O à la  parabole 
coïncideront  avec  les  bissectrices  des  angles  adjacents  for- 
més par  la  directrice  OH  et  la  droite  OF. 

La  construction  du  numéro  précédent  résulterait  de 
même  des  équations 

AB  -t-  BC  -+-  CA  = o,  «XJ  -4-  b Y:  -+-  c — o 

de  la  courbe  rapportée  au  triangle  inscrit  ABC  ou  à ses 
axes  principaux.  L’identité  résultante 

AB  -+-  BC  -I-  CA  -t-  nX!+  6YM-  c — o 
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exprime,  en  effet,  tpie  les  axes  cherchés  coïncident  avec 
les  tangentes  menées  du  point  O à une  parabole  conjuguée 
au  triangle  ABC,  et  dès  lors  circonscrite  au  triangle  mé- 
dian A'B'C'.  Or  ces  tangentes  résultent  du  triangle  A' B'C' 
et  du  point  de  rencontre  de  scs  hauteurs  H',  comme  les 
précédentes  du  triangle  ABC  cl  du  point  H. 

Observation.  — Les  rayons  menés,  du  poyit  0,  aux 
sommets  du  triangle,  et  les  parallèles  à ses  côtés,  issues  du 
même  point,  font  trois  couples  de  diamètres  conjugués  de 
la  courbe,  ou  trois  couples  de  rayons  conjugués  d’un  fais- 
ceau en  involulion.  Deux  de  ces  couples  suflisent  d’ail- 
leurs pour  définir  ce  faisceau  dont  les  rayons  conjugués, 
perpendiculaires  entre  eux,  fourniront  ensuite  les  axes 
que  l’on  cherche  : et  telle  est  la  solution  normale  du  pro- 
blème. Celle  que  l’on  vient  de  donner,  entièrement  irré- 
gulière au  point  de  vue  didactique,  offre  pourtant  un 
exemple  de  ce  que  devraient  être  la  plupart  des  construc- 
tions de  la  géométrie  : une  simple  combinaison  des  don- 
nées immédiates  de  la  figure  dont  les  points  ou  les  lignes 
les  plus  remarquables  remplaceraient  les  éléments  étran- 
gers que  l’on  \ fait  trop  souvent  intervenir.  Le  principe 
que  nous  y avons  employé  se  retrouvera  d’ailleurs  dans 
le  problème  suivant,  qui  est  un  peu  moins  facile,  et  dont 
on  11e  connaît  encore  qu’un  très-petit  nombre  de  solu- 
tions. 

223.  Problème.  — Construire  les  directions  des  axes 
principaux  tl'un  ellipsoïde  défini  par  trois  diamètres 
conjugués  Ou,  O b,  Oc. 

1).  Soient 


l’équation  de  la  surface  rapportée  aux  diamètres  don- 
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nés,  et 

I ni  [a x -t-  a.' jr  ■+-  a"z)’ 

l -+-  n (p.r  -+-  p 'y  -)-  p "s)3 

(■'  ( -^-/>(7•î•-t-7,.r  + 7**),  = i, 

I ou 

ni  A1  H-  n B:  + p C1  = i 

1 équation  de  la  même  surface  rapportée  à trois  plans  dia- 
métraux conjugués  quelconques 

ABC  — o. 

Quels  que  soient  ces  derniers,  comme  le  terme  indépen- 
dant des  variables  est  le  même  dans  les  deux  équations 
(1),  (i'),  leurs  premiers  membres  doivent  être  identiques. 
On  a donc  identiquement 

— +^  + ^smA'  -+-  «B*  + pC’, 
a 2 b1  c' 


et  les  équations 


(a')  /«  A’  -f-  « B1  -t-  pC'  — o 


représentent  une  seule  et  même  surface  : un  cône  fisc , 
réel  ou  imaginaire;  asymptote  à la  surface  proposée,  si 
celle-ci  est  un  hyperboloïde,  et  dont  la  trace  sur  un  plan 
déterminé  quelconque  est  une  conique  jise 

(3  ; ni  A'’-|-  /iB'1  ■+■  pC'  — o, 

conjuguée  à chacun  des  triangles  A'B'C'  qui  résultent 
de  la  section,  par  le  plan  que  l'on  aura  choisi,  de  trois 
plans  diamétraux  conjugués  de  la  surface  primitive. 

Or,  si  l’on  considère,  en  particulier,  la  trace  du  r6ne  (a) 
ou  (a')  sur  l’un  des  plans  tangents 

z — c 
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de  la  surface,  la  conique  résultante  est  représentée  par 
l'équation 


a’ 


i = o, 


ou 


Si  d’ailleurs  on  coupe  la  surface  proposée  (i)  par  le  plan 
diamétral  parallèle 

1 = 0, 

la  section  résultante  est 


(4) 


i. 


Les  courbes  (3')  et  (4)  forment  donc  l’un  de  ces  sys- 
tèmes de  deux  coniques  que  l’on  nomme  conjuguées, 
parce  que,  transportées  dans  un  même  plan  et  autour  du 
même  centre,  les  diamètres  réels  de  l’une  servent  de  me- 
sure aux  diamètres  imaginaires  de  même  direction  dans 
l’autre.  Et  l’on  peut  énoncer  ce  théorème  : 

Les  traces,  sur  un  même  plan  tangent  d’une  surface  du 
second  ordre,  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques 
de  la  surface  sont  les  sommets  d'autant  de  triangles  con- 
jugués à une  même  conique  ayant  pour  centre  le  point  de 
contact  du  plan  tangent  considéré,  égale  en  outre  et  ho- 
mothétique à la  conique  conjuguée  de  la  section  détermi- 
née dans  la  surface  par  le  plan  diamétral  parallèle. 

a).  La  proposition  réciproque  est  également  vraie  : les 
diamètres  menés  du  centre  de  l’ellipsoïde  aux  sommets  de 
l’un  quelconque  des  triangles  conjugués  à la  courbe  précé- 
dente font  toujours  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface. 

3).  En  particulier,  les  traces  de  trois  diamètres  conju- 
gués quelconques  d’un  ellipsoïde,  ou  d’un  liyperboloïdc  à 
deux  nappes,  sur  le  plan  tangent  mené  par  l'un  des  om- 
bilicsj sont  les  sommets  d’autant  de  triangles  conjugués 
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à un  meme  cercle  et  dont  les  trois  hauteurs  se  croisent  en 
cet  ombilic. 

On  sait  que  les  questions  relatives  aux  figures  à trois 
dimensions  se  peuvent  traiterde  deux  manières  différentes  : 
soit  dans  l’espace  même  où  ces  figures  sont  tracées;  soit 
dans  le  plan,  par  une  réduction  préalable  de  la  question 
en  une  autre  où  n’interviennent  plus  que  deux  des  trois  di- 
mensions de  l’étendue.  Le  théorème  que  l’on  vient  d’établir 
réalise  celle  réduction  du  problème  solide  en  un  problème 
plan,  pour  la  plupart  des  questions  relatives  aux  diamètres 
conjugués  des  surfaces  du  second  ordre. 

4).  Revenons  à notre  problème;  et  soientO«,OZ»,Ocou 
a,  b , c les  trois  diamètres  conjugués,  réels  ou  imaginaires, 
qui  définissent  la  surface.  Dans  le  plan  langent  de  cette 
dernière  pour  le  point  c,  et  autour  de  ce  point  comme 
centre,  imaginons  la  courbe  C 


égale  et  homothétique  à la  conique  conjuguée  de  la  section 
diamétrale  parallèle.  Et  soient  A',  B',  C ' (Jig.  4f))  les  traces, 
sur  le  même  plan,  des  axes  principaux  de  la  surface. 

D’après  le  théorème  précédent,  le  triangle  principal 
A'B'C'est  conjugué  à la  courbe  C.  Et  il  résulte,  de  l’or- 
thogonalité des  axes  OA',  OB',  OC',  que  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  de  ce  triangle  coïncide  avec  le  pied  H 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  sut  face  sur 
le  plan  tangent  en  c ; le  carré  de  celte  perpendiculaire  OH 
mesurant,  au  signe  près,  la  puissance  du  point  H par  rap- 
port au  triangle  A'B'C', 

m~>  »-►  2 

HA'. Ha'  = — OH  . 

On  pourrait  s’arrêter  là,  et  le  problème  que  l’on  s’était 
proposé  serait  implicitement  résolu.  On  sait  effectivement 
que  le  centre  du  cercle  conjugué  à un  triangle  A'B'C'est  au 
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point  de  rencontre  H des  hauteurs  de  ce  triangle,  le  carré 
du  rayon  de  ce  cercle  étant  mesuré  par  la  puissance  de  ce 
point  par  rapport  au  triangle  : 

r»=  HA'.Hrt'. 

On  connaît  donc  ici  le  centre  H et  le  rayon 

r=  v/HA'.Hrt'  = \/—  m = OH 
du  cercle  conjugué  au  triaugle  principal  A'B'C'  : et  celui-ci 

tic-  fi9- 


O 


n’est  antre  que  le  triangle  conjugué  commun  à la  conique  C 
et  à un  cercle  imaginaire  donné  de  centre  et  de  rayon. 

5).  Mais  la  solution  effective  du  problème  suppose  la 
détermination  effective  de  ce  triangle.  Pour  y parvenir, 
nous  remarquerons  d'abord  que  le  produit 

HA'.  Ho'=  — OH 

. ^ mesure  aussi  la  demi-puissance  du  point  il  par  rapport  au 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C', 

- HA'.  H a'  = — OH ’(*)• 

2 

(*)  L'une  quelconque  des  hauteurs  A' Ha’  d’un  triangle  étant  prolon- 
gée jusqu’au  cercle  circonscrit  suivant  a'u",  on  a 

Hfl'sa'd",  = Ha"; 

HA  . Ha'  = ! HA'. H a’, 
a 
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On  connaît  donc,  en  premier  lieu,  le  point  de  concours  H 
des  hauteurs  du  triangle  principal  A'B'C',  et  la  puissance 

(i)  HA'.TTn"  = — 2 cm 

de  ce  point  par  rapport  au  cercle  circonscrit  à ce  triangle. 

6).  Observant  ensuite  que  la  posftion,  dans  un  plan  dé- 
terminé, d'un  triangle  quelconque,  dépend  de  six  paramè- 
tres; de  trois  seulement,  si  ce  triangle  doit  être  conjugué 
à une  conique  C;  d'un  seul  paramètre,  enfin,  si  ses  trois 
hauteurs  doivent,  en  outre,  concourir  en  un  poinldonné  II  : 
on  verra  qu’il  existe,  dans  le  plan  langent  actuel,  une  série 
déterminée  comprenant  une  infinité  de  triangles,  conju- 
gués à la  courbe  C,  comme  le  triangle  principal;  assujettis, 
comme  celui-là,  à avoir,  dans  le  point  H,  le  point  de  con- 
cours^le  leurs  hauteurs;  inscrits  dès  lors  cl  circonscrits, 
en  même  temps  que  ce  triangle,  à deux  courbes  détermi- 
nées. De  là  ce  problème  incident  : 

Trouver  la  commune  trajectoire  des  sommets,  cl  la  com- 
mune enveloppe  des  côtés  d'un  triangle  A'B'C  'dont  les 
trois  hauteurs  se  croisent  en  un  point  donné  H,  et  qui  de- 
meure conjugué  à une  conique  fixe  C. 

La  première  de  ces  courbes  se  détermine  bien  aisément. 
El  comme  la  droite  menée  du  point  II  (a,  fi)  à l’un  quel- 
conque des  sommets  (x,  jr)  du  triangle  mobile  doit  être 
perpendiculaire  au  côté  opposé,  ou  à la  polaire  même 

-I-  — — i^j  de  ce  sommet  par  rapport  à la  courbeC; 

on  a,  dans  la  condition  résultante 


— h'x  y — p 
) X — a (*) 


(*)  On  suppose  ici,  et  l’on  supposera  jusqu'à  la  fiu,  les  diamètres  a,  b 
perpendiculaires  entre  eux,  ce  qui  revient  au  fond  à substituer,  à l'aide 
d'une  construction  connue,  aux  diamètres  conjugues  a a,  a b de  la  section 
diamétrale  g = o,  les  axes  mêmes  de  celte  section. 
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l'équation  même  de  la  courbe  parcourue  par  chacun  des 
sommets  du  triangle  mobile  : une  hyperbole  équilalère 

(II)  (fl1 — b,)xy  — «’a/  + i'fîx  = o 

passant  par  le  point  donné  H,  par  le  rentre  c de  la  co- 
nique C,  ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  prin- 
cipaux de  cette  dernière;  identique,  en  un  mol,  comme  on 
le  devait  prévoir,  à l’hyperbole  qui  contient  les  pieds  des 
normales  menées,  du  point  H,  à celle  conique. 

Comme  tous  les  triangles  de  la  série  actuelle,  le  triangle 
principal  A'B'C'se/’fl  donc  inscrit  à l'hyperbole  (II).  Mais 
on  peut  ajouter  que  le  cercle  circonscrit  à ce  triangle  ren- 
contrera cette  hyperbole  suivant  un  quatrième  point  que 
l’on  peut  construire,  et  qui  n’est  autre  que  le  point  H',,dia- 
métralcment  opposé  au  point  H dans  l'hyperbole  { jig.  5o); 
propriété  commune  d'ailleurs  aux  cercles  analogues  pour 
tous  les  triangles  de  la  série. 

11  résulte,  en  effet,  d’un  théorème  connu,  que  le  cercle 
des  neuf  points  d’un  triangle  quelconque  A'B'C',  inscrit  à 


Fig.  5o. 


\ 

il 


une  hyperbole  équilalère,  contient  Je  centre  ta  de  la 
courbe.  El  comme  trois  de  ces  neuf  points  sont  les  points- 
milieux  n,  b , c des  segments  HA',  11B',  HC',  on  voit,  en 
doublant  les  rayons  vecteurs  menés  de  l’origine  H aux 
quatre  points  fl,  b , c et  w de  ce  cercle,  que  les  quatre 
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points  A',  B',  C'  et  H'  résultant  de  cette  duplication  seront 
encore  sur  un  même  cercle  : circonscrit  au  triangle  A'B'C' 
et  passant  par  le  point  H',  diamétralement  opposé  au 
point  H par  rapport  au  centre  0)  de  l’hyperbole.  Comme  le 
point  H ('•‘J,  le  point  H'  appartient  donc  à l’hyperbole  (II). 
La  même  conclusion  résulterait  aussi  du  calcul. 

On  trouve,  effectivement,  que  le  point  de  concours  des 
hauteurs  et  les  sommets  i,  a,  3 d’un  triangle  inscrit  à 
l’hyperbole  éqnilatère 

(A) 

ont  leurs  abscisses  liées  par  la  relation 

(/  ) J,  =—  I. 

Formant  ensuite  l’équation  aux  abscisses  de  rencontre  de 
l’hyperbole  (h)  et  du  cercle  (i,  a,  3) 

■r1  +y’  + îAr  + sB_r  + C — o, 

on  trouve 

i B 

x1  H (-îAj+  S h C “ O 

.r1  x 

OU 

x‘  4-  a Ax1  -t-  Cx*  -f-aBx-f-  o ; 
et  l’on  en  déduit 

(/';  .r,.r,.ri.r,  = 4-  I. 

Or  les  relations  (A),  (A')  entraînent  l’égalité 
r,~  — X|| 

ou  la  conclusion  que  le  quatrième  point  de  rencontre  d’une 
hyperbole  équilatère  et  d’un  cercle  circonscrits  à un  même 
triangle,  est  le  point  diamétralement  opposé,  dans  l’hyper- 
bole, au  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle. 


(*)  C’est  une  propriété  connue  du  triangle  inscrit  à une  hyperbole  oqui 
lalèrc  que  le  point  de  concours  des  hauteurs  appartient  à la  courbe. 
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7).  Passons  maintenant  à la  commune  enveloppe  des  cô- 
tés des  triangles  (A'Ii'C',  H). 

Tous  ces  triangles  étant  inscrits  à l’hyperbole  (II)  et  con- 
jugués à la  conique  C,  la  courbe,  enveloppe  de  leurs  côtés, 
oudes  polaires  de  leurs  sommets  par  rapport  à cetleconique, 
n’est  autre  que  la  polaire  réciproque  de  l’hyperbole  par  rap- 
port à la  directrice  C : une  conique  aussi,  comme  cela  ré- 
sulte d’un  théorème  bien  connu  ; et,  dans  le  cas  actuel,  une 
parabole  P dont  les  éléments  principaux  peuvent  être  réunis 
indépendamment  de  tout  calcul. 

Comme  l’hyperbole  (II)  passe,  en  effet,  par  le  centre  c de 
la  conique  directrice  C;  la  polaire  du  centre  c,  par  rap- 
port à la  directrice,  ou  la  droite  à l’infini , est  tangente 
à la  polaire  réciproque  que  l’on  cherche  : et  celle-ci  est  une 
parabole  P. 

Comme  l’hyperbole  (II)  possède,  en  outre,  un  point  à 
l’infini  sur  chacun  des  axes  ci,  cy  de  la  directrice  C;  sa 
polaire  réciproque,  par  rapport  à cette  dernière,  est  tan- 
gente à chacun  des  axes  cy,  ci  dont  le  point  de  concours  c 
appartient  dès  lors  à la  directrice  de  la  parabole  P. 

Enfin,  le  point  donné  H,  où  se  croisent  les  hauteurs 
d’une  infinité  de  triangles  A'B'C'  circonscrits  à cette  pa- 
rabole, est  un  second  point  de  sa  directrice  (cil);  et  la 
polaire  hh'  du  point  II,  par  rapport  à la  conique  C,  en  est 
une  seconde  langente. 

On  connaît  donc  la  directrice  cil  et  deux  tangentes  dis- 
tinctes ci,  hli'  de  la  parabole  enveloppe  dont  le  foyer  F se 
trouve  dès  lors  au  point  de  rencontre  de  deux  droites  que 
l’on  sait  construire  (symétriques  de  la  directrice  par  rap- 
port à ces  tangentes). 

Or,  tous  les  triangles  (A'IÎ'C',  II)  étant  circonscrits  à la 
parabole  P,  les  cercles  circonscrits  à tous  ces  triangles 
passent  d’eux-mèmes,  comme  l’on  sait,  et  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  principal  A!  WC,'  passe  également  par 
le  Joyer  F de  celte  parabole. 


Di 


DÉTERMINATION  GRAPHIQUE  DE  CES  AXES.  a55 

8).  En  résumé,  l’on  connaît  deux  points  F,  H'  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  principal  A'B'C',  n°*  6)  et  7),  ainsi 
que  la  puissance  du  point  H par  rapport  à ce  cercle,  n°  5), 
formule  (I);  on  peut  donc  en  obtenir  un  troisième  point 
situé  sur  l’une  des  droites  HH'  ou  HF. 

Construisant  ensuite  le  cercle  déterminé  par  ces  trois 
points  et  construisant  de  même  l’hyperbole  (II),  ces  deux 
courbes  se  coupent  en  quatre  points  : le  premier,  H',  qu’on 
laissera  de  côté,  parce  qu’il  est  indépendant  de  la  situation 
du  centre  O de  la  surface  sur  la  perpendiculaire  menée  du 
point  H au  plan  tangent  où  se  fait  la  construction  ; les  trois 
autres,  A',  B',  C',  qui  répondent  seuls  au  problème  et  déter- 
minent les  traces,  sur  ce  plan,  des  axes  principaux  de  la 
surface. 

Le  problème  proposé  se  trouve  donc  résolu,  et  sa  con- 
struction ramenée  à celle  des  trois  derniers  points  de 
rencontre  d’une  hyperbole  équilatère  et  d’un  cercle  aux- 
quels leur  définition  même  assigne  un  premier  point  com- 
mun (H'). 

g).  Ou  aurait  pu  négliger  la  notion  relative  au  point  H' 
et  construire  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C'd’après 
ces  seules  conditions  : qu’il  passe  par  le  point  F;  que  sa 
puissance  par  rapport  au  point  II  soit  égale  à un  carré 

donné  ( — aOH  ),  et  sa  puissance  par  rapport  au  centre  c 
de  la  courbe  C,  à — («*-+-  b')  ( théorème  Faure).  Obtenue 
d’après  cette  dernière  condition  , la  seconde  trace  de  ce 
cercle  sur  la  droite  cF  reproduirait  justement  le  point  H 
que  l’on  voulait  négliger. 

10).  L’analyse  précédente  se  peut  résumer  dans  celte 
construction  : 

Les  trois  diamètres  conjugues  qui  définissent  la  surface 
étant  O a,  O b,  Oc,-  dans  le  plan  tangent  mené  par  l'ex- 
trémité c de  l'un  de  ces  diamètres,  et  autour  de  ce  point 
comme  centre,  on  imagine  la  courbe  C égale  et  homo- 
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thétique  à la  conique  conjuguée  de  la  section  diamétrale 
parallèle,  et  l’on  construit  efi'cctivement  : 

i°  L’hyperbole  équilatère , lieu  géométrique  des  pieds 
des  normales  menées  à la  courbe  C par  le  pied  H de  la 
perpendiculaire  abaissée,  du  centre  O de  la  surjace,  sur 
le  plan  tangent  considéré  ; et,  dans  cette  hyperbole , le 
point  H'  diamétralement  opposé  au  point  H ; 

2°  Le  foyer  F tle  la  parabole  polaire  réciproque  de 
l' hyperbole  précédente  par  rapport  à la  courbe  C. 

Menant  ensuite  par  les  points  F et  H'  un  cercle  dont  la 

1 

puissance  par  rapport  au  point.  H soit  égale  à — aOH  ; les 
traces,  sur  le  plan  tangent  considéré,  des  axes  principaux 
de  la  surface  se  trouveront  aux  trois  derniers  points  de 
rencontre  de  ce  cercle  et  de  l'hyperbote  précédente. 

22t.  Les  axes  principaux  étant  connus  de  direction,  ou 
les  détermine  en  grandeur  à l’aide  de  la  proposition  sui- 
vante, dont  la  vérification  n’olïrc  aucune  difficulté  cl  qui 
n’est  autre  qu’une  propriété  bien  connue,  transportée  dans 
les  mêmes  termes,  de  l’ellipse  à l’ellipsoïde  : « Le  produit 
des  distances  de  l’extrémité  d’un  diamètre  quelconque  au 
plan  diamétral  conjugué  et  à l’un  des  plaus  principaux  de 
la  surface,  est  égal  au  carré  du  demi-axe  perpendiculaire  à 
ce  plan  principal;  les  distances  dont  il  est  ici  question  se 
mesurant  sur  la  normale  au  point  considéré  » ( Aperçu 
historique,  p.  364)- 

On  trouve  dans  le  même  ouvrage  cette  autre  construc- 
tion de  la  première  partie  du  problème  : « Etant  don- 
nés..., par  l’extrémité  A d’un  des  trois  diamètres  donnés, 
on  mènera  une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
autres  sur  laquelle  on  prendra,  à partir  du  point  A,  deux 
segments  respectivement  égaux  aux  deux  demi-axes  prin- 
cipaux de  l’ellipse  construite  sur  ces  deux  diamètres  con- 
jugués. Soit  b le  plus  grand  de  ces  deux  axes  et  c le  plus 
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petit-,  on  mènera  par  la  normale  deux  plans, dont  l’un  paral- 
lèle au  diamètre  c et  l’autre  parallèle  au  diamètre  b\  on 
construira,  dans  le  premier  plan,  une  ellipse  qui  ait  pour 
demi-grand  axe  le  segment  b et  pour  excentricité  le  seg- 
ment c,  et,  dans  le  second  plan,  une  hyperbole  qui  ait  pour 
demi  axe  principal  le  segmente  et  pour  excentricité  le  seg- 
ment b\  on  regardera  le  centre  de  l’ellipsoïde  comme  le 
sommet  commun  de  deux  cènes  ayant  pour  bases  respec- 
tivement celte  ellipse  et  celte  hyperbole.  Ces  deux  cônes  se 
coupent  suivant  quatre  droites  qui  seront,  deux  à deux, 
dans  trois  plans,  lesquels  plans  se  couperont,  deux  à deux, 
suivant  trois  autres  droites  : ces  trois  droites  seront  les  axes 
principaux  de  l’ellipsoïde  » (sf perçu,  p.  1165). 

223.  Construire  le  trièdre  conjugué  commun  A deux  el- 
lipsoïdes concentriques  (a,  b,  c),  («',  />',  c'). 

Dans  le  plan  tangent  au  point  c de  la  première  surface, 
au  point  c'  de  la  seconde,  et  autour  de  chacun  de  ces  points 
comme  centre, on  décrit  les  deuxeoniques  (a  \J — i,b  \J — i ), 
(a1  \J — i,  b' \J — i)  respectivement  égales  et  homothétiques 
aux  coniques  conjuguées  des  sections  diamétrales  paral- 
lèles. Les  deux  cônes  ayant,  pour  sommet  commun,  te 
centre  commun  des  deux  surfaces,  pour  bases  respectives 
les  deux  coniques  (a^—i,  (a'v;— i,  b\!—î),  se 

coupent  suivant  quatre  génératrices  ; et  les  trois  plans 
diagonaux  de  l'angle  solide  tétraèdre  qu'elles  détermi- 
nent se  coupent,  deux  à deux , suivant  les  trois  diamètres 
cherchés  (n°  223,  p.  248).  * » 

226.  Les  directions  des  axes  principaux  d'un  ellipsoïde 
se  peuvent  aussi  déduire  des  seules  directions  de  deux 
groupes  formés  chacun  de  trois  diamètres  conjugués,  ou 
de  la  seule  donnée  de  deux  trièdres  conjugués  à la  surface. 
Tous  ces  trièdres  sont  effectivement  conjugués  à un  même 
cône  du  second  ordre  : le  cône  asymptote,  dont  la  trace  sur 
un  plan  quelconque,  est  ici  une  conique  conjuguée  à deux 

‘7 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VI. 


a58 

triangles  donnés,  et  que  l’on  peut  regarder  comme  connue. 
La  détermination  des  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  se  ré- 
duit donc  encore  à la  construction  du  triangle  conjugué 
commun  A cette  conique  cl  A un  cercle  imaginaire  ayant 
pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire  OH  abaissée  du 
centre  de  l’ellipsoïde  sur  le  plan  de  l’épure;  pour  rayon,  le 
produit  de  cette  perpendiculaire  par  y' — i (n°223,p.  a5o). 

227.  Etant  donnés  le  centre  O d’une  surface  du  second 
ordre,  et  l’un  de  ses  tétraèdres  conjugués  12  31;  les  direc- 
tions de  ses  axes  principaux  résultent  encore  des  équations 
comparées 

«X5  -+-  b Y’  -4-  cZ1  = / , i,  PJ  -t-  . . . -+-  >,  PJ  = o , 
ou  de  l’identité 

«X’-l-  b Y1  -hcZ’  = >,Pf 4- ).,P;  -4-  h. 

Celle-ci  exprime,  en  eflet,  que  le  cône  asymptote  (le  la 
surface  est  simultanément  conjugué  au  trièdre  trircc- 
tang/e  XYZ,  formé  des  trois  plans  principaux  que  l’on 
cherche,  et  au  pentaèdre  P,  ...P,  .k,  ou  P,  ...P».  P,, 
formé  des  plans  des  faces  du  tétraèdre,  donné  et  du  plan 
à l'infini,  k — o.  Imaginant  dès  lors  le  pentagone  gauche 
qui  résulte  des  intersections  successives  des  plans  P,,. . ., 
P4,  P„,  pris  dans  un  ordre  quelconque;  les  droites  me- 
nées du  point  O aux  sommets  successifs  de  ce  pentagone 
forment  les  arêtes  successives  d’un  angle  solide  pentaèdre, 
conjugué  au  cône ‘asymptote,  et  dont  la  trace  sur  un  plan 
quelconque  est  un  pentagone  conjugué  à la  trace  de  ce  cône 
sur  le  même  plan.  Celte  trace  est  donc  une  conique  déter- 
minée dont  nous  serions  en  étal  de  construire  le  centre 
(n°  182),  les  directions  des  axes  (n°  222)  et  tous  les  élé- 
ments. On  pourra  donc  obtenir,  comme  au  n°  223,  les 
traces  des  axes  principaux  de  l’ellipsoïde,  ou  les  sommets 
du  triangle  conjugué  commun  A cette  conique  et  au  cercle 
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imaginaire  qui  aurait  pour  centre  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire OH  abaissécdu  point  O sur  le  plan  de  l’épure;  pour 
rayon,  le  produit  de  celle  perpendiculaire  par  y— i . 

Les  arêtes  successives  de  1 angle  solide  pentaèdre  que  l’on 
aurait  à employer  seraient  d’ailleurs,  et,  dans  leur  ordre, 
les  droites  menées  successivement,  du  centre  O de  la  sur- 
face, aux  sommets  123,  231,  et  aux  points  à l’infini  des 
arêtes  34,  11,  12  du  tétraèdre  donné. 

2ÎKÎ.  Remarque.  — Deux  arêtes  opposées  quelconques 
du  tétraèdre  1234,  transportées  parallèlement  à elles- 
mêmes  au  point  O,  et  la  droite  qui,  menée  de  ce  point, 
s'appuierait  sur  l’une  et  l’autre  de  ces  arêtes,  font  trois  dia- 
mètres conjugués  de  l’ellipsoïde.  Les  trois  couples  d’arêtes 
opposées  du  tétraèdre  donnent  donc  naissance  à trois  triè- 
dres  conjugués  et  permettent  de  ramener  au  précédent 
(n°  22G)  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre.  Mais 
cette  remarque  nous  peut  aussi  donner  une  proposition  in- 
téressante touchant  les  dépendances  qui  existent  entre  les 
directions  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre  et  celles  des  trois 
droites  qui  peuvent  être  menées , par  un  point  quclconqueO 
de  l'espace , de  manière  à s'appuyer  sur  deux  arêtes  op- 
posées du  tétraèdre.  Quel  que  soit  effectivement  le  point  O 
que  l’on  aura  choisi,  le  Irièdre formé  de  ces  trois  dernières 
droites  est  lioniologique  h un  trièdie  fixe,  de  même  som- 
met O,  et  dont  chacune  des  faces  est  parallèle  à deux 
arêtes  opposées  du  tétraèdre.  C’est  ce  qui  résulte  de  la  re- 
marque précédente,  associée  à un  théorème  antérieur 
(n°  180,  p.  1 8 ■ ) . 
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CHAPITRE  VII. 

QUADRILATÈRES  ET  HEXAÈDRES  CONJUGUÉS. 

Somiiaihg.  — Du  quadrilatère  conjugué  à une  conique  et  de  l’hexaèdre 
conjugué  à une  surface  du  second  ordre.  — Analogies  géométriques  du 
quadrilatère  et  de  l'hexaèdre.  — Développement  d’un  certain  mode  de 
description  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre. 


§1. — Des  courbes  contenues  dans  V équation  ^ PJ  = o 

et  rie  quelques  propriétés  du  quadrilatère. 

229.  On  doit  à M.  Lamé  la  première  observation  de 
cette  propriété  des  surfaces  du  second  ordre  qui  ne  peuvent 
être  soumises  an  — i conditions  distinctes  sans  remplir 
d'elles-mêmes  une  n'im'  condition  de  même  nature  : pro- 
priété singulière  que  la  théorie  des  coniques  ne  permettait 
pas  de  prévoir,  et  qui  ne  s'y  peut  rattacher  par  aucune 
analogie  véritable.  Le  théorème  de  M.  Hesse,  que  nous 
allons  établir,  offre,  il  est  vrai,  une  certaine  ressemblance 
avec  le  précédent;  mais  il  est  surtout  remarquable  en  ce 
qu’il  fait  l’un  des  chemins  qui  conduisent  au  théorème  de 
Pascal.  Et  c'est  pourquoi  nous  l’étudierons  de  nouveau  ici, 
soit  en  lui-mèine,  bien  que  les  principes  déjà  posés  le  ren- 
dent évident,  soit  au  point  de  vue  des  analogies  qui  per- 
mettent de  le  transporter  aux  surfaces  du  second  ordre. 

230.  Théorème.  — Toute  conique  qui  divise  har- 
moniquement deux  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
P, ...  P,  = o,  divise  harmoniquement  la  troisième  (Hesse), 
et  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 
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Considérons,  en  effet,  l'une  des  courbes  contenues  dans 
l’équation 

(0  ilpî-t-x!p,1-+-x,ps,-t-x1p;  = 0> 

et  la  polaire  correspondante 

(2)  >,/»,. P,  *»/>,.  P,  -t-  *j/>j.P,  + !./>.- Pi  =0 

d’un  point  quelconque  (/>,, . . . , /J* ) du  plan  de  la  figure. 
Si  ce  point  coïncide  avec  l’un  des  sommets  du  quadrilatère, 
011  devra  poser,  par  exemple, 

O — Pt  — f>:  ; 

et  l’équation  (2)  devenant,  par  cette  substitution, 

(2)  Ps  • Pa  + /*<  • P4  — O, 

on  voit  que  la  polaire  de  chacun  des  sommets  du  quadrila- 
tère passe  par  le  sommet  opposé.  Les  trois  diagonales  du 
quadrilatère  donné  se  trouvent  donc  divisées  harmonique- 
ment par  chacune  des  courbes  (t).  Or  il  résulte  des  quatre 
coefficients  homogènes,  ou  des  trois  paramètres  indétermi- 
nés- )-i  : X,  : X,  : À4  contenus  dans  l'équation  (i),  que  les 
courbes  qu’elle  définit  demeurent  capables  de  trois  condi- 
tions nouvelles,  et  ne  peuvent  être  assujetties  dès  lors,  par 
leur  commune  définition,  à plus  de  tleux  conditions  dis- 
tinctes. On  doit  donc  réduire  à ce  nombre  les  trois  condi- 
tions communes  qu’elles  remplissent  déjà  en  divisant  har- 
moniquement les  trois  diagonales  du  quadrilatère;  et  l’on 
peut  dire,  en  d’autres  termes,  que  toute  conique  qui  divise 
harmoniquement  deux  de  ces  diagonales  divise  de  la  même 
manière  la  troisième. 

Ce  théorème  est  d’ailleurs  susceptible  de  cet  autre  énoncé: 
Si  deux  des  trois  systèmes  de  deux  points  formés  des 
sommets  opposés  d’un  quadrilatère  complet  font  deux 
systèmes  de  points  conjugués  par  rapport  à une  conique,  il 
en  est  de  même  des  deux  points  du  dernier  système.  Et  nous 
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dirons,  dans  ce  cas,  que  le  quadrilatère  et  la  courbe  sont 
conjugués. 

Observation.  — II  résulte  de  la  propriété  de  six  couples 
d’éléments  conjugués  à une  conique  (n°  156,  p.  i6'o)  que 
« si  n couples  de  points  P,  Pj,  . . . , P„  P j donnent  lieu  à 
l’identité  tangenticlle 

Pi  P,  + ■ ■ • + \ P»  P,  — o, 

toute  conique  conjuguée  à n — i de  ces  couples  est  d’elle- 
inème  conjuguée  aux  deux  points  de  la  rïim'  ».  Posant 
n = 3,  on  voit  que  la  condition  necessaire  et  suffisante 
pour  que  la  donnée  de  deux  couples  de.  points  conjugués 
11 ',  22' entraîne  celle  d’une  troisième  couple  33',  réside 
dans  l'identité.  X,  P,  Pj  4-  . . . 4-  X3  P3  F3  = o , que  l’on 
peut  écrire 

*,  P,  Pj  4-  X,  P,  Pj  ==  P,  Pj. 

Or  il  résulte  de  celle-ci  que  le  système  33'  peut  être  con- 
sidéré comme  une  conique  évanouissante  inscrite  au  qua- 
drilatère 121'2';  ou  que  les  points  3 et  3'  coïncident  avec 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère 1 2 l'2'  : c’est  encore  le  théorème  de  M.  Hesse.  Les 
démonstrations  géométriques  que  l’on  en  a données  parais- 
sent moins  simples  (Chasles,  Traité  des  coniques,  p.  q6). 

231.  Si  l’on  dispose  des  rapports  X,  ; X,  ; X3  ; X,  de  ma- 
nière que  l’équation  (i)  soit  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  trois  points  appartenant  à une  droite  A = o prise  à vo- 
lonté dans  le  plan  de  la  figure;  la  fonction  (i)  sera  décoin- 
posable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires  A,  A';  et 
l’on  aura  identiquement 

(P)  X,  P(  4- ...  4-  X,  P J = A.A'. 

Il  en  résulte  que  les  conjugués  harmoniques,  par  rapport 
aux  trois  diagonales  d'un  quadrilatère,  des  traces  res- 
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pactises  d’une  transversale  quelconque  sur  ces  diagonales , 
font  trois  points  en  ligne  droite. 

Si  l’une  des  fondions  A ou  A'  se  réduit  à une  constante, 
l’une  des  droites  conjuguées  A',  A disparait  à l'infini, 
l'autre  coïncide  avec  la  médiane  du  quadrilatère,  et  se 
trouve  définie  par  une  identité  de  la  forme 

PJ  4-  . . . -f-  V Pj  = A. 

232.  Les  médianes  des  cinq  quadrilatères  qui  résultent 
des  côtés  d’un  pentagone  P, . . . Pg  = o concourent  en  un 
même  point. 

Soient,  en  effet, 

a,=v  ip>,  a,=y  pP’,  A,=y  vP’, 

les  identités  qui  définissent  trois  de  ces  médianes.  Si,  entre 
les  deux  premières,  on  élimine  le  terme  en  P‘  qui  figure 
au  second  membre  de  l’une  et  de  l’autre,  on  trouve 

m,  A,  -4- m,  A,  s=  Y •/  P% 

OU 

m,  A , -f-  m,  A,  = m,  A,. 

Donc,  etc. 

233.  Dans  tout  quadrilatère  complet  les  cercles  dé- 
crits sur  les  trois  diagonales  comme  diamètres  se  coupent 
dans  les  deux  mêmes  points. 

L’identité 

i,  p;  + • • • + \ p; = (* — «)*+ (r  — py 

est  effectivement  déterminée  et  n’admet  qu’un  nombre  fini 
de  solutions;  et  si  l’on  imagine  deux  cercles  de  rayon  nul 
représentés  par  des  équations  de  cette  forme,  on  reconnaît 
sur-Ic-champ  que  telle  est  aussi  la  forme  analytique  de  leur 
axe  radical,  lequel  n’est  autre,  dès  lors,  que  la  médiane  du 
quadrilatère.  Deux  cercles  distincts,  de  rayon  nul,  répon- 
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dent  donc  à l'identité  précédente;  or  la  polaire,  par  rapport 
à l’un  quelconque  de  ces  cercles,  de  chacun  des  sommets 
du  quadrilatère  passe  par  le  sommet  opposé;  et  comme  la 
polaire  d'un  point,  considérée  dans  un  cercle  de  rayon 
nul,  coïncide  avec  le  diamètre  perpendiculaire  à celui  qui 
aboutit  au  pôle  (x*-\-y*  — o,  xx'-hyy'=  o)  : chacune 
des  trois  diagonales  du  quadrilatère. est  vue,  sous  un  angle 
droit,  de  l’un  quelconque  de  ses  deux  points  cj'cliques  ; et 
ceux-ci  appartiennent  à chacune  des  circonférences  décrites 
sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

234.  Les  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre 
triangles  déterminés  par  les  côtés  d'un  quadrilatère  ap- 
partiennent à une  même  droite  perpendiculaire  à la  mé- 
diane. 

Les  cercles  conjugués,  relatifs  à deux  quelconques  de 
ces  triangles,  ayant,  en  effet,  des  équations  de  la  forme 

(i)  ï|PÎ+...+  ï|PJ  = 0, 

(?)  jx.PJ-l-. . .+  (a4P]=o; 

leur  axe  radical  est  représenté  par  l’équation 
(l,T)  «jPÎ  -+-.  ..-t-v,  PJ  =0, 

et  coïncide  avec  la  médiane  du  quadrilatère.  Les  ccnlrcsde 
ces  cercles,  ou  les  points  de  concours  des  hauteurs  de  ces 
triangles,  appartiennent  donc  à une  droite  perpendiculaire 
à l'axe  radical  de  ces  cercles,  ou  à la  médiane. 

On  peut  ajouter  que  la  droite  actuelle  n’est  autre  que  la 
directrice  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère. 

Car  si  l’on  considère  le  cercle  conjugué  au  triangle 
P, . P,  .Ps  = o et  l’identité 

À,  V]  + X,  PJ  -4-  À,  PJ  X3  -f-  Y1  - r> 

à laquelle  il  donne  lieu,  on  voit  que  les  côtés  d’un  triangle 
quelconque  et  deux  droites  rectangulaires  quelconques 
X . Y = o,  menées  parle  point  de  concours  de  ses  hauteurs, 
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font  toujours  cinq  tangentes  d'une  même  parabole  (n°  13t, 
p.  137).  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d’un  triangle 
circonscrit  à la  parabole  représente  donc  le  sommet  d'un 
angle  droit  circonscrit  à la  courbe  et  appartient  à la  di- 
rectrice. 

§ II.  — Des  surfaces  contenues  dans  l' équation 
l,  P;  + «A1  -t-  a'A'1  + 2a"AA'  = O, 

et  de  la  figure  fonnée  d’un  tétraèdre  et  d'une  droite. 

233.  Théorème.  — Toute  surf  ace  du  second  ordre  qui 
r/iW.ve  harmoniquement  les  trois  premières  diagonales  de  la 
figure  formée  d’un  tétraèdre 

P,. P,  P,. P,  = 0 

et  d’une  droite 

o = A = A', 

divise  de  la  même  manière  la  quatrième,  et  se  trouve  re- 
présentée par  une  équation  de  la  forme 

(1)  ^ A,  PI-4-aA1  4-a'A'3-l-2«‘,AA'  = o. 

Telle  est  d'ailleurs,  dans  la  figure  formée  d’un  tétraèdre 
et  d'une  droite,  la  définition  des  diagonales  que  chacune 
d’ell  es  v ait  pour  extrémités  l’un  quelconque  des  sommets 
du  tétraèdre  et  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  de  la  face 
opposée. 

En  effet,  le  plan  polaire,  par  rapport  à la  surface  (1), 
d’un  point  quelconque  (pt...  a,  a1)  étant  représenté 
par  l’équation 

(2)  ^ A,/>,  P,  4-  aa  A -1-  a! a' A'  -t-  a"(a  A'  -+-  a'A)  = o, 

le  plan  polaire  de  la  trace  de  la  droite  AA'  sur  l’une  des 
faces  du  tétraèdre  telle  que  P4  = o (o  = a = a'  = p *), 
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est  simplement 


Le  plan  polaire  de  la  trace  de  la  droite  considérée  sur  le 
plan  de  l’une  quelconque  des  faces  du  tétraèdre  passe  donc 
par  le  sommet  opposé  : les  sommets  1 , 2,  3,  4 du  tétraèdre 
et  les  traces  1',  2',  3',  4'  de  cette  droite  sur  les  plans  des 
faces  opposées  font  quatre  couples  de  points  conjugués  par 
rapport  à l’une  quelconque  des  surfaces  contenues  dans 
l’équation  (t).  Or  il  résulte  des  sept  coefficients  homogènes 
ou  des  six  paramètres  ?,  ; X»  : : a : *'  : a."  contenus 

dans  cette  équation  que  les  surfaces  qu’elle  définit  demeu- 
rent capables  de  six  conditions  nouvelles,  et  ne  peuvent 
être  assujetties  dès  lors,  par  leur  commune  définition,  à 
plus  de  trois  conditions  distinctes.  On  doit  donc  réduire  à 
ce  nombre  les  quatre  conditions  communes  qu’elles  rem- 
plissent déjà  en  divisant  harmoniquement  les  quatre  dia- 
gonales de  la  figure.  Et  l’on  peut  dire,  en  d’autres  termes, 
que  toute  surface  du  second  ordre  qui  divise  harmonique- 
ment trois  de  ces  diagonales,  divise  de  la  même  manière  la 
quatrième. 

236.  Corollaire  I.  — Étant  données  trois  couples 

1,1';  2, 2' J 3,3' 

de  points  conjugués  par  rapport  à une  surface  du  second 
ordre  ; si  trois  de  ccs  points 

1',  2',  3' 

sont  en  ligne  droite,  une  quatrième  couple  de  points  con- 
jugués, par  rapport  à la  même  surface,  est  aussi  donnée  : 
qui  se  compose  du  point  4'  trace  de  la  droite  l'2'3'  sur 
te  plan  123  et  du  point  de  concours  4 des  plans  123', 
231',  312'. 

237.  Corollaire  II.  — Les  quatre  diagonales  de  ta  fi- 
gure formée  il  un  tétraèdre  cl  il  une  droite  ont  leurs  points- 
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milieux  dans  un  même  plan  : le  plan  médian  de  la  figure. 
Et  les  plans  médians  des  cinq  figures  analogues,  dérivées 
d’une  droite  et  d’un  pentaèdre,  se  coupent  en  une  mente 
droite;  ceux  des  quinze  Jigures , dérivées  d’un  hexaèdre 
et  d’une  droite,  en  un  même  point. 

L’équation 


l,  P|  H-aA’-t-  a'A':  4-  2a”AA'  = 


O 


pouvant  en  effet  s’abaisser  au  premier  degré,  d’une  ma- 
nière et  d’une  seule,  le  plan  déterminé  que  représente 
cette  équation  divise  également  chacune  des  quatre  diago- 
nales de  la  figure  formée  du  tétraèdre  P, ...  P,  et  de  la 
droite  AA'.  Et  l’identité 


+ aA’  + a' A'1  + 2a"AA'  = M 


qui  définit  le  plan  médian  de  la  figure,  traitée  comine  au 
n°  232,  nous  fournirait  ensuite  toutes  les  autres  parties  de 
l’énoncé. 


238.  Corollaire  III.  — Dans  la  figure  formée  d'un 
tétraèdre  et  d 'une  droite,  les  sphères  dédites  sur  les  quatre 
diagonales  comme  diamètres  se  coupent  suivant  les  deux 
mêmes  points. 

L’identité 

^ÿ\p|-+-  a A’+  a'A'>  + 2«"AA'=(.r  — n)'  + (y—  &)>  -4-  (z  — c)s 

est  effectivement  déterminée  et  n’adniet  qu’un  nombre  fini 
de  solutions.  Et  si  l’on  imagine  deux  sphères,  de  rayon  nul, 
représentées  par  des  équations  de  cette  forme,  on  voit  aus- 
sitôt que  telle  est  aussi  la  forme  analytique  de  leur  plan 
radical,  lequel  n’est  autre  dès  lors  que  le  plan  médian  de  la 
figure.  Deux  sphères  distinctes,  de  rayon  nul,  répondent 
donc  à l’identitc  précédente.  Or  les  deux  extrémités  de 
l’une  quelconque  des  diagonales  de  la  figure  sont  polaire- 
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ment  conjuguées  par  rapport  à l’une  quelconque  de  ces 
splières.  Et  comme  le  plan  polaire  d'un  point,  considéré 
dans  une  sphère  de  rayon  nul,  coïncide  avec  le  plan  mené 
par  le  centre  de  celle-ci,  perpendiculairement  au  rayon  qui 
aboutit  au  pôle  (o.-’  -h  J*  -+-  2*  = o,  xx'  +JJ1  -h  zz'  = o)  ; 
chacune  des  quatre  diagonales  est  vue,  sous  un  angle  droit, 
de  l’un  quelconque  des  deux  points  sphériques  de  la  Ggure  : 
et  res  points  appartiennent  à chacune  des  sphères  décrites 
sur  ces  diagonales  comme  diamètres. 

§ III.  — Des  surfaces  contenues  dans  l'équation 

et  de  quelques  propriétés  de  l' hexaèdre . 

239.  Théorème.  — Toute  surface  du  second  ordre  qui 
divise  harmoniquement  quatre  quelconques  des  diago- 
nales d'un  hexaèdre  complet,  P,  .P, ...  P«  = o,  divise  de 
ta  même  manière  toutes  les  autres,  et  se  trouve  représentée 
par  une  équation  de  la  forme 

Cet  énoncé  suppose  d’ailleurs  la  restriction  que  les 
diagonales  considérées  ne  s' appuient  pas , toutes  les 
quatre,  sur  une  même  arête  de  l'hexaèdre. 

Si  l’on  considère,  en  effet,  l’une  quelconque  des  surfaces 
contenues  dans  l’équation 

(1)  X,  P}  = o, 
et  le  plan  polaire  correspondant 

(2)  . V ), p,  P,  = o 

d’un  point  indéterminé  (p,,..  .,/>«);  on  voit  que  le  plan 
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polaire  de  l’un  quelconque  des  dix  sommets  de  l’hexaèdre 
passe  par  le  sommet  opposé.  Chacune  des  surfaces  conte- 
nues dans  l’équation  (i)  divise  donc  harmoniquement  les 
dix  diagonales  de  l’hexaèdre.  Or  il  résulte  des  six  coeffi- 
cients homogènes,  ou  des  cinq  paramètres  indéterminés 
X,  ; X,  : . . . : X,  contenus  dans  cette  équation,  que  les  sur- 
faces qu’elle  défini  t demeurent  capables  de  cinq  conditions 
nouvelles,  et  ne  peuvent  être  assujetties  dès  lors,  parleur 
commune  définition,  à plus  de  quatre  conditions  distinctes. 
On  doit  donc  réduire  à ce  nouille  les  dix  conditions  com- 
munes qu’elles  remplissent  déjà  en  divisant  harmonique- 
ment les  dix  diagonales  de  l’hexaèdre.  El  l’on  peut  dire,  en 
d’autres  termes,  que  toute  surface  du  second  ordre  qui  di- 
vise harmoniquement  quatre  de  ces  diagonales,  divise  de  la 
même  manière  toutes  les  autres.  Nous  dirons  dans  ce  cas 
que  la  surface  et  l’hexaèdre  sont  conjugués. 

240.  Remarque.  — L’énoncé  précédent  doit  être  en- 
tendu avec  cette  restriction  que  les  diagonales  qui  y figu- 
rent ne  s’appuient  point,  toutes  les  quatre,  sur  une  même 
arête  de  l’hexaèdre.  Si  ces  diagonales  s’appuyaient  sur  une 
même  arête,  telle  que  o = Pj  = P8,  elles  dépendraient 
moins,  en  effet,  de  l’hexaèdre  proposé  que  de  la  figure 
formée  du  tétraèdre  (P,  P,  Ps  Pt)  et  de  la  droite  (P(,.P„)  : 
figure  indépendante  de  l’orientation  des  deux  dernières 
faces  Ps,  P,  de  l'hexaèdre,  et  dont  les  quatre  diagonales 
sont  divisées  harmoniquement  par  une  surface  du  second 
ordre,  aussitôt  qu’il  en  est  ainsi  de  trois  d’entre  elles 
(n°  235,  p.  a65  ) . 

241.  Si  l’on  dispose  de  trois  des  rapports  indéterminés 

X,  de  manière  que  la  fonction  (i)  se  décompose 

en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  ou  que  l’on  ait 
identiquement 
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deux  des  cinq  rapports  demeurent  arbitraires  et  permet- 
tent, par  suite,  sinon  de  choisir  à volonté  le  plan  A = o,  du 
moins  de  le  faire  passer  par  une  droite  donnée.  I)e  là  celte 
conclusion  négative:  « Les  conjugués  harmoniques,  par 
rapport  aux  dix  diagonales  d’un  hexaèdre,  des  traces  de  ces 
diagonales  sur  un  plan  quelconque,  n’appartiennent  pas, 
en  général,  à un  seul  et  même  plan  » : le  cas  excepté  où 
le  plan  que  l’on  considère  serait  tangent  à une  certaine 
surface,  la  surface  enveloppe  des  plans  de  toutes  les  coni- 
ques inscrites  à l’hexaèdre^ comme  cela  résulte  du  théorème 
suivant. 

242.  Si  un  plan  A coupe  les  diagonales  d’un  hexaèdre 
en  quatre,  points  (ou  en  dix)  dont  les  conjugués  harmo- 
niques, par  rapport  à chacune  de  ces  diagonales,  appar- 
tiennent a un  meme  plan  A'  ; chacun  des  plans  A,  A'  coupe 
l’hexaèdre  suivant  un  hexagone  circonscriptihlc  à une  coni- 
que. En  d’autres  termes,  les  plans  A.  A'  définis  pari’  identité 


et.  les  plans  des  coniques  inscrites  à l’hexaèdre  P,  . . . P, 
ont  la  même  enveloppe. 

Si  l’on  prend,  en  effet,  l’un  quelconque  de  ces  plans  A 
pour  plan  des  xy,  ou  si  l’on  pose 

A = z; 

l’identité  précédente  devient,  en  explicitant  les  fonctions 
P,,  . . . ,Pe  relatives  aux  diverses  faces  de  l’hexaèdre, 

(*')  V X,(a,.r-t-  b,y  H-  r,  z — p,)’==i.A'. 

Et  comme  le  second  membre  de  cette  identité  s’annule 
identiquement  par  la  substitution  z = o,  il  en  est  de 
même  du  premier.  On  a donc  identiquement 

(<")  ^ b,y  — p, psao. 
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et  les  six  droites 

«I  * -4-  b,  y — p,  = o , . . . , a,  x -t-  b, y — p,  — o 

sont  tangentes  à une  même  conique  (il0  132,  p.  1 35 ) . Mais 
ces  droites  ne  sont  autres  que  les  traces,  sur  le  plan  con- 
sidéré z — o ou  A = o,  des  plans  P,, . . . , P«  des  diverses 
faces  de  l’hexaèdre.  Donc,  etc. 

2i3.  Réciproquement,  le  plan  A = o de  toute  conique 
inscrite  à l'hexaèdre  P,  . . . Pe  satisfait  à l'identité 

> à.p;=a.a', 

Zji 

et  ses  traces  sur  les  diagonales  de  l'hexaèdre  ont  leurs 
conjugués  harmoniques  situes  sur  un  même  plan  A1. 

Prenons  encore,  pour  plan  des  xy,  z = o,  le  plan  A de 
l’une  des  coniques  inscrites;  et  soient  encore 

a,  x 0,y-\-  c,  z — Pi  — o, , a,  x -+-  b, y -+-  ce  - — P*~  o 

les  plans  des  diverses  faces  de  l’hexaèdre.  Puisque  leurs 
traces  sur  le  plan  z = o, 

a,  x -4-  b, y — p,  — o, . . . , «,  x -+-  b,  y — p,  = o, 

font  six  tangentes  d’une  même  conique,  on  peut,  par  une 
convenable  détermination  des  rapports  X,  ; X,  sa- 

tisfaire à l’identité 

(•)  1,  («,x  + b,y  — p,)’  -h  . . . -t- >,(«,. r + é«.v  — ps):  = o. 

Or,  si  l’on  transporte  ces  mêmes  coefficients  dans  la  fonc- 
tion 

1,  (a,x  4-  b,  y -4-  c,  z — p,  )>  -H. . (a,  x -+-  b,  y -+-  c,s  — pt)', 

les  termes  indépendants  de  la  variable  z disparaissent 
d’ eux-mêmes  de  cette  fonction,  en  vertu  de  l’identité  pré- 
cédente; et  la  première  puissance  de  z apparaissant  en 
facteur,  on  a identiquement 

X,(o,  x +-  b, y -t-  c,  z — p,)3  •+-. . ,H-Ïs(nex  -t-  b, y- 1-  c,z  — p,  ’ 
= z (/ix  -t-  by  -t-  cz  — p ), 
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OU 

Pj  + . . . -t->,  P J = ï.  A'  = A.  A'.  c.  q.  f.  n. 

2**.  Les  coniques  inscrites  à un  hexaèdre  s'associent 
donc  naturellement  deux  à deux,  de  telle  manière  que  les 
plans  A,  A'  de  deux  coniques  associées  soient  conjugués 
par  rapport  à l’hexaèdre,  et  que  chacun  d’eux  se  paisse 
déduire  géométriquement  de  l’autre. 

Les  coniques  associées  d’une  conique  inscrite  à un 
système  de  sept  plans,  ou  de  huit,  donneraient  lieu  à des 
théorèmes  de  collinéation  qu’il  est  aisé  d’apercevoir,  et  sur 
lesquels  nous  n’insisterons  pas  davantage. 

2*5.  Revenons  à l’hexaèdre  P,  ...  P,  et  à l’identité 


qui  définit  deux  quelconques  de  ses  plans  conjugués.  Comme 
aucun  de  ces  plans  ne  peut  être  pris  arbitrairement,  aucun 
d’eux,  en  général,  ne  pourra  disparaître  à l’infini.  Suppo- 
sons toutefois  l’hexaèdre  tel,  que  celle  particularité  puisse 
se  produire.  Le  plan  à l'infini  c — o remplaçant,  dans  ce 
cas,  le  second  plan  A'  ; le  plan  conjugué  A = o et  le  plan  à 
l'infini  divisent  harmoniquement  les  dix  diagonales  de 
l’hexacdre.  En  d’autres  termes,  chacune  de  ces  diagonales 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  seul  plan  A = o, 
et  celui-ci  renferme  les  points-milieux  de  toutes  les  dia- 
gonales. 

De  là  ce  premier  théorème , analogue  à celui  de  Newton 
sur  le  quadrilatère  : 

Si  les  points-milieux  de  quatre  des  diagonales  d’un 
hexaèdre  sont  dans  un  même  plan,  il  en  est  de  même  des 
points-milieux  de  toutes  les  autres  ; et  le  plan  médian  de 
l' hexaèdre  coupe  celui-ci  suivant,  les  côtés  d'un  hexagone 
circonscriptible  à une  conique. 

Cet  énoncé  suppose  d’ailleurs  une  restriction  indiquée 
déjà  ( «i°  2*0,  p.  269). 
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246.  Il  esl  d’ailleurs  bien  farile  de  déduire,  de  ee  qui 
précède,  la  détinitiou  de  tous  les  hexaèdres  présentant  cette 
propriété. 

Un  a vu,  en  effet,  que  deux  plans  conjugués  quelconques 
sont  ceux  de  deux  coniques  associées,  inscrites  l’une  et 
l’autre  à l’hexaèdre.  Le  plan  à /'rn/i/it  coupe  donc  l’hexaèdre 
actuel  suivant  un  hexagone  circonscriptible  à une  conique  : 
de  telle  sorte  que  les  six  plans,  menés  par  un  même  point 
de  l’espace  et  chacun  des  côtés  de  cet  hexagone,  détermi- 
nent six  plans  tangents  à un  même  cône  du  second  ordre. 
Or  cet  hexagone  est  tout  entier  à l’infini,  et  ces  six  plans  ne 
sont  autres  que  ceux  des  différentes  faces  de  l’hexaèdre 
transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un  point  quel- 
conque de  l’espace.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  que  les  points  milieux  des  dix  diagonales  d'un 
hexaèdre  soient  situés  sur  un  même  plan , il  faut  et  il  suffit 
que  les  plans  de  ses  différentes  face i soient  parallèles  à 
six  plans  tangents  d’un  même  cône  du  second  ordre. 

Celte  condition  est  en  effet  nécessaire,  d’après  ce  qui 
précède,  et  la  proportion  réciproque,  établie  au  n°  243, 
démontre  qu’elle  esl  suffisante. 

247.  Corollaire  I.  — Si  les  diagonales  d'un  premier 
hexaèdre  ont  leurs  points  milieux  dans  un  même  plan , 
tout  hexaèdre,  parallèle  à celui-là,  présente  la  même 
propriété, 

248.  Corollaire  II.  — Les  plans  médians  des  sept 
hexaèdres  déterminés  par  un  système  de  sept,  plans  pa- 
rallèles à un  même  nombre  de  plans  tangents  d'un  cône 
du  second  ordre  se  coupent  dans  une  même  droite,  et  les 
plans  médians  des  xùngt-huil  hexaèdres  déterminés  par 
huit  plans  parallèles  à huit  plans  tangents  d’un  cône  du 
second  ordre  se  coupent  en  un  même  point. 

On  reconnaît  l'analogie  de  ces  propositions  avec  celles 
qui  concernent,  darisle  plan,  la  médiane  d’un  quadrilatère 

18 
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ou  les  cinq  médianes  d'un  pentagone.  L’analogie  d'ailleurs 
se  prolonge  au  delà.  Car  de  même  que  la  médiane  de  ce 
quadrilatère  est  le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites,  et 
le  point  de  concours  de  ces  médianes,  le  centre  de  la  co- 
nique inscrite  à ce  pentagone  : le  j>!an  médian  d'un 
hexaèdre  conique,  la  droite  ou  le  point  de  concours  de 
tous  ces  plans  médians  représentent  aussi  le  lieu  des  centres 
ou  le  centre  unique  de  toutes  les  surfaces  du  second  ordre 
menées  langeoliellemcnt  aux  plans  des  divers  groupes  con- 
sidérés. 

24;).  Observation.  — Une  surface  du  second  ordre,  que 
l'on  assujettit  à être  inscrite  à un  hexaèdre  quelconque,  de- 
meure capable  de  trois  nouvelles  conditions.  O11  peut  par 
exemple  lui  assigner  pour  centre  un  point  quelconque  de 
l’espace,  et  il  n’existe  d’autre  lieu  des  rentres  de  toutes  les 
surfaces  en  question,  que  l’espace  indéfini.  11  existe  toute- 
fois une  exception,  cl  l’on  ne  peut  plus  choisir  arbitraire- 
ment le  centre  d’une  surface  inscrite  à un  hexaèdre  co- 
nique, ou  qui  admet  un  plan  médian;  car  celui-ci  est 
le  lieu  des  centres  de  toutes  les  surfaces  inscrites. 

Une  surface  du  second  ordre,  que  l’on  assujettit  à être 
inscrite  à un  hexaèdre  conique,  11e  se  trouve  néanmoins 
soumise  qu’à  six  conditions;  mais  l’une  d’elles  intéresse  la 
position  du  centre,  et  ne  lui  permet  plus  de  se  placer  arbi- 
trairement dans  l’espace.  Que  si  l’on  ajoute,  aux  données 
précédentes,  celle  d’un  nouveau  plan  tangent  quelconque 
P7  = o,  la  surface  est  soumise  à une  condition  de  plus: 
mais  la  position  du  centre  ti’en  est  pas  particularisée  da- 
vantage, et  le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  nouvelles  sur- 
faces, 

o X,  PJ  -f- 1,  P;  sh  Ax  4-  B/  4-  C:  — p, 

se  réduit  par  la  substitution 

X,  7=r  o 
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au  plan  des  centres  des  surfaces  inscrites  au  seul  hexaèdre 
conique  P,  . . . P,. 

De  semblables  réductions  se  produisent  encore  si  l’on 
augmente  les  données  précédentes  de  celle  d'un  huitième 
ou  d’un  neuvième  plan  tangent  quelconques  o = P,  =,  P,  : 
le  plan  médian  de  l’hexaèdre  primitif  contenant,  dans  le 
premier  cas,  la  droite  des  centres  de  toutes  les  surfaces; 
dans  le  second,  le  centre  de  la  surface  unique  répondant  à 
ces  données. 

Si  les  nouveaux  plans  tangents  P7  et  P,  sont  parallèles  à 
deux  autres  plans  tangents  du  cône  directeur , le  centre  de 
la  surface  est  déterminé  : non  celte  surface  elle-même,  que 
l’on  peut  encore  assujettir  à une  nouvelle  condition.  Et 
toutes  ces  particularités  ne  sont  pas  autrement  étranges  que 
celles  qui  se  produisent  dans  la  détermination  du  centre 
d’une  conique  définie  par  cinq  tangentes.  Car  si  deux  de  ces 
tangentes  sont  parallèles  entre  elles,  le  centre  de  la  courbe 
appartient  nécessairement  à la  droite  équidistante  de  l’une 
et  de  l’autre,  et  la  donnée  de  deux  nouvelles  tangentes  ne 
le  particularise  pas  davantage.  De  même  si  quatre  des  tan- 
gentes données  forment  un  parallélogramme,  le  centre  de 
la  courbe  est  déterminé  indépendamment  de  la  cinquième; 
et  toute  conique  inscrite  à ce  parallélogramme  est  concen- 
trique à celui-ci,  tout  en  demeurant  capable  d’une  cin- 
quième condition. 

§ IV.  — Construction  par  points  de  la  parabole  et  du 
paraboloïde , d'une  conique  et  d'un  ellipsoïde  quel- 
conques. 

250.  Problème  I.  — Connaissant  un  triangle  conjugué 
et  la  direction  des  diamètres  d'une  parabole , construire 
un  point  quelconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce 
point. 

Soient  Y = o une  diamètre  conduit  arbitrairement,  pa- 
rallèlement à la  direction  donnée,  et  X = o la  tangente  in- 

■ 8. 
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connue,  relative  à l'extrémité  de  ce  diamètre.  La  parabole 
étant  rapportée  alternativement  aux  axes  que  l’on  vient  de 
définir,  et  au  triangle  conjugué  P,  P,  P3,  par  les  équations 
équivalentes 

Y ’-2/>X  = o,  LPÏ-t->,PÎ+l,PÏ  = o, 
l’on  a identiquement 

x.p;  +x,p;  + x,p;+yj==2/>x. 

La  tangente  cherchée  X = o coïncide  donc  avec  la  médiane 
du  quadrilatère  P,  P,  P3  Y formé  des  côtés  du  triangle 
donné  et  du  diamètre  que  l’on  a choisi.  Le  problème  pro- 
posé se  trouve  donc  résolu,  et  l’on  a ce  théorème  : Les  trois 
premiers  côtés , 1 , 2,  3 d'un  quadrilatère  demeurant  fixes , 
tandis  que  le  quatrième  se  déplace  parallèlement  à une 
direction  donnée  ; la  courbe  enveloppe  de  la  médiane  de 
ce  quadrilatère  et  la  courbe  décrite  par  la  trace  de  cette 
médiane  sur  le  côté  mobile  correspondant  font  une  seule 
et  même  parabole,  conjuguée  au  triangle  1 2 3,  et  dont 
l'axe  est  parallèle  à la  direction  donnée. 


251 . On  peut  obtenir  directement  l’ajce  et  le  sommet  de 
la  parabole  précédente  (fg.  5 1 ) . 

Si  l’on  regarde,  en  effet,  la  direction  générale  des  dia- 
mètres comme  horizontale , la  médiane  relative  au  quadri- 
latère 1 21' 2'  serait  perpendiculaire  à celte  direction,  et 
représenterait  la  tangente  au  sommet  de  la  courbe,  si  la 

demi-somme  des  distances , à une  verticale  fixe 

2 

quelconque,  des  extrémités  1,  P de  la  première  diagonale 


se  trouvait  équivalente  à la  somme  analogue  -L— — i rela- 
tive aux  extrémités  2,  2'  de  la  seconde  : et  l’on  aurait,  daus 

1 

ce  cas, 

x,  4-  x,»  = X,  -4-  Xy, 


OU 


JTy  — X|f  — X|  — Xj  y 
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ou  enfin  puisque  la  différence  xv  — x,r  est  mesurée,  sur  la 


figure,  par  le  segment  t'2’, 

l'2'  = x,  — j,  = 12.cos(l2,ox). 

Le  segment  1',  2,,  intercepté  sur  l’axe  de  la  courbe  par  les 

Fig.  5 i. 


a 

A 


côtés  de  l’angle  3,  est  donc  connu  de  direction,  de  grandeur 
et  de  sens  : dès  lors  aussi  de  position.  Et  sa  trace  sur  la 
médiane  correspondante  pv  est  le  sommet  de  la  courbe. 

Le  diamètre  i'2'  relatif  à une  tangente  de  direction 
donnée  se  déterminerait  de  la  même  manière  : le  seg- 
ment i'2'  intercepté  sur  ce  diamètre  par  les  côtés  de 
l’angle  3 serait  encore  défini  de  direction  et  de  sens,  et  sa 
grandeur  mesurée  par  la  différence  des  distances  des  som- 
mets 1,2  à une  parallèle  quelconque  à la  direction  don- 
née; ces  distances  se  comptant  toujours  parallèlement  à la 
direction  générale  des  diamètres. 
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252.  Problème  II.  — Connaissant  un  tétraèdre  conju- 
gué et  la  direction  des  diamètres  d'un  paraboloïde , con- 
struire un  point  quelconque  de  la  surface  et  le  plan  tan- 
gent correspondant. 

Soient 

Y = o,  Z — o 


deux  plans  diamétraux  conjugués,  conduits  l’un  et  l’autre  sui- 
vant uncparallèle  quelconque  à la  direction  donnée  des  dia- 
mètres : le  premier  dans  une  direction  arbitraire  autourdc 
cette  parallèle,  le  second  dans  une  direction  inconnue.  Et  soit 

X = 0 

le  plan  entièrement  inconnu  qui  touclie  le  paraboloïde 
suivant  l'extrémité  du  diamètre  choisi. 

Les  équations  équivalentes 


Y* 

P 


Z’  V‘ 

— — ?.  X = o et  2^  L P;  = o 


du  paraboloïde  rapporté  d’une  part  aux  plans  X,Y,  Z que 
l'on  vient  de  définir,  de  l’autre,  au  tétraèdre  donné  P, ...  P4, 
entraînant  l'identité 


l’hexaèdre 


Y * 
P 


2X: 


(H)  P,  P,  P, Pi  YZ  = o 

admet  un  plan  médian  qui  n’est  autre  que  le  plan  tangent 
cherché  X = o (n°  245,  p.  272).  D’ailleurs,  bien  que 
l’hexaèdre  (H)  demeure  partiellement  indéterminé,  par 
suite  des  directions  indéterminées  de  deux  de  scs  faces  Y,  Z 
dont  l'intersection  o = Y’  = Z est  seule  connue  5 on  peut 
cependant  construire  les  points  milieux  de  quatre  de  ses 
diagonales  et  dès  lors  son  plan  médian  X = o.  Si  l’on  con- 
sidère, en  effet,  la  figure  formée  du  tétraèdre  P,  . . . Pt  et 
de  la  droite  YZ,  les  quatre  diagonales  de  cette  figure  font 


Digitized  by  Google 


CONSTRUCTION  PAR  POINTS  DU  PARABOI.OÏDE.  3^9 

aussi  (juatre  des  diagonales  de  l’hexaèdre  précédent;  et 
leurs  points  milieux,  que  l’on  peut  construire,  quatre 
points  du  plan  médian  X = o.  Ce  plan  est  donc  déterminé, 
et  l’on  a,  dans  sa  trace  sur  le  diamètre  correspondant  YZ, 
un  point  du  paraboloïde;  dans  ce  plan  même,  le  plan  tan- 
gent en  ce  point. 

De  là  ce  théorème  : Si  l'on  considère  la  figure  formée 
d’un  tétraèdre  fixe  123  4 et  d’une  droite  YZ,  qui  se  meut 
parallèlement  à une  direction  donnée;  l’enveloppe  du 
plan  médian  de  cette  figure  et  la  surface  décrite  parla 
trace  de  ce  plan  sur  la  droite  mobile  correspondante  font, 
un  seul  et  même  paraboloïde  conjugué  au  tétraèdre  123  4, 
et  dont  Vaxe  est  parallèle  à la  direction  donnée. 

253.  Jiemarque  1 . — Le  théorème  relatif  à la  situation 
sur  un  même  plan  des  points  milieux  des  quatre  diagonales 
de  la  figure  formée  d’un  tétraèdre  et  d’une  droite  résulte, 
bien  qu’indirectement,  de  l’analyse  précédente. 

254.  Remarque  II.  — Tous  les  systèmes  de  deux  plans 
o = Y = Z que  l’on  peut  conduire  par  une  droite  ox,  de 
telle  manière  qu’ils  forment  avec  quatre  plans  donnés, 
P,, . . . , Pk,  un  hexaèdre  conique,  coïncident  avec  les  plans 
diamétraux  conjugués  d’un  certain  paraboloïde,  conjugué 
lui-même  au  tétraèdre  P,  . . . P4,  et  ayant  l’un  de  ses  dia- 
mètres dans  la  droite  donnée.  Tous  ces  hexaèdres  ont  d’ail- 
leurs un  même  plan  médian  X = o;  et  les  six  plans 
P,,.  ..,  P4,  Y et  Z,  transportés  parallèlement  à eux-mêmes 
en  un  même  point  de  l’espace,  s'y  disposent  suivant  six 
plans  tangents  d’un  même  cône  du  second  ordre. 

255.  Remarque  III . — La  construction  d’un  système 
de  plans  diamétraux  conjugués  Y,  Z du  paraboloïde  précé- 
dent s’obtiendrait  en  menant,  par  la  droite  donnée  ox,  un 
premier  plan  arbitraire  Y,  et  déterminant  ensuite  le  plan 
Z = o de  la  sixième  face  d’un  hexaèdre  conique  dont  les  cinq 
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premières  faces  P,,  . . . , Pt,  Y et  le  plan  médian  X seraient 
donnés.  Celle  dernière  détermination  peut  d’ailleurs  se 
réaliser  (fig.  5a)  en  doublant  les  rayons  vecteurs  menés 
de  chacun  des  sommets  a , b,  c,  d (Y  = o)  à tous  les  points 


Fig.  5i. 

d 

I / 


du  plan  médian  X : les  plans  doublés  de  celui-ci,  par  rap- 
port à chacun  de  ces  sommets,  allant  couper  respective- 
ment les  arêtes  opposées  ca',  db\  ac\  bd'  en  quatre  points 
a',  b c',  d' du  plan  conjugué  que  l’on  cherche,  Z = o. 

256.  Remarque  I V.  — La  construction  précédente  peut 
s'appliquer  à la  détermination  de  l’axe  et  du  sommet  du 
paraboloïde. 

Si  l’on  suppose,  en  effet,  les  diamètres  de  la  surface  diri- 
gés verticalement,  la  question  se  réduit  à couper  le  tétraèdre 
donné  123  4 par  une  verticale  l'2'3'4'  telle,  que  le  plan 
médian  de  la  figure  formée  de  cette  droite  et  de  ce  tétraèdre 
soit  horizontal.  Or  ce  plan  médian  contenaut,  en  particu- 
lier, les  points  milieux  des  deux  premières  diagonales 
H',  22',  la  droite  2"  qui  les  réunit  doit  être  horizon- 
tale. De  là  ce  problème  préliminaire. 

« Etant  donnés  un  angle  dièdre  (1  3 4,234)  et  deux 
points  fixes  1, 2 respectivement  situés  sur  l’une  ou  l’autre 
de  ses  faces,  trouver  le  cylindre  engendré  par  une  verti- 
cale i'2'  assujettie  à rencontrer  les  faces  de  ce  dièdre  en 
des  points  1',  2'  tels,  que  les  points  milieux  des  droites  1 i', 
22'  soient  situés  sur  une  même  horizontale,  >»  ou  que  l’on 
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î8l 


c’est-à-dire 

*,<  — zy  = s,  — z,  = const. 

Il  résulte  d’abord  de  cette  relation  (Jig.  53)  que  le  seg- 
Fig.  53. 

1 - 

* r- 


j ï 


* 


. 1 


ment  \"Ü  intercepté  sur  la  droite  mobile  par  les  faces  du 
dièdre  donné  conserve  une  longueur  constante  et  qui  n’est 
autre  que  la  distance  z,  — z,  des  points  fixes  1 , 2 estimée 
suivant  la  verticale.  Les  segments  l'2',  I',  2'0  relatifs  à deux 
positions  quelconques  de  la  droite  mobile  se  trouvent  donc 
égaux  et  parallèles;  la  figure  l"2,"2t  l'f  est  un  parallélo- 
gramme : ses  côtés  opposés  1'  1',,  2' 2',  sont  parallèles  entre 
eux  et  à la  commune  intersection  des  deux  plans  direc- 
teurs, ou  à l’arète  du  dièdre  donné.  La  droite  mobile  l'2' 
se  meut  donc  dans  un  plan  déterminé,  parallèle  à celte 
arête. 

Si  d’ailleurs,  par  le  point  1 et  dans  le  plan  I 3 4 de  la 
première  face,  par  le  point  2 et  dans  le  plan  2 3 4 de  la  se- 
conde on  mène  l’horizontale  de  chacun  de  ces  plans;  la 
verticale  !',  2f,,  que  l’on  pourra  mener  s’appuyant  sur  cha- 
cune de  ces  horizontales,  fournira,  d’une  manière  évidente, 
l’une  des  positions  de  la  droite  mobile  : puisque  les  points 
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milieux  des  diagonales  actuelles  4 l't,  2Ï,  appartiennent  au 
plan  horizontal  équidistant  des  points  1 et  2,  ou  1',  et  2",. 

Donc,  si,  par  le  sommet.  1 ilu  tètraèrlre  donné  et  dans 
le  plan  13  4-  de  sa  première  face , j>ar  te  sommet  2 et  dans 
le  plan  23  4 de  la  seconde , on  mène  l'horizontale  de  cha- 
cun de  ces  plans : le  plan  mené,  par  la  verticale  qui 
s’appuie  sur  chacune  de  ces  droites,  parallèlement  à la 
commune  intersection  de  ces  plans , ou  à l' arête  34,  con- 
tiendra l’axe  du  paraholoïde.  Cet  axe  sera  donc  fourni  par 
la  commune  intersection  de  six  plans  distincts,  analogues 
au  précédent-,  et  le  plan  médian  de  la  fgure formée  du  té- 
traèdre 123  4 et  de  l'axe  fournira  ensuite  le  plan  langent 
au  sommet  du  paraholoïde  et  ce  sommet  lui-même. 

Le  diamètre  V 2'  relatij  à un  plan  tangent  de  direction 
donnée,  ce  plan  lui-même  et  son  point  de  contact  s'obtien- 
draient d une  manière  toute  semblable.  Car  si  l'on  regarde 
comme  horizontal  le  plan  tangent  cherché,  en  rendant  â 
la  direction  générale  des  diamètres  une  obliquité  quel- 
conque, on  reconnaît  encore  que  si,  parle  sommet  1 du 
tétraèdre  et  dans  le  plan  13  4 de  la  première  Jacc , par  le 
sommet  2 et  dans  le  plan  2 34  de  la  seconde,  on  mène 
l’horizontale  de  chacun  de  ces  plans  : le  plan  mené , par 
le  diamètre  qui  s'appuie  sur  chacune  de  ces  droites,  pa- 
rallèlement. à la  commune  intersection  de  ces  plans , ou  à 
r arête  34,  contient  encore  le  diamètre  que  l’on  cherche  et 
qui  est  fourni  par  la  commune  intersection  de  six  plans 
analogues. 

257.  Problème  111.  — Connaissant  un  triangle  conju- 
gué, une  tangente  et  son  point  de  contact,  construire  un 
point  quidconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point. 

Soient  T = o la  tangente  donnée  et  t son  point  de  con- 
tact ( fig . 54).  Menons  parce  point  une  corde  quelconque  lt\ 
ou  C = o ; et  soient  t1  la  seconde  trace  de  celle  corde  sur  la 
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courbe,  T'  = o la  tangente  correspondante  : il  s’agit  d’ob- 
tenir le  point  l'  et  la  droite  T'. 


3 


Fig.  j.{. 
3 


Les  équations  équivalentes 

*,p;-+-».Pî+*»p;  = o,  vc*-tt'=;o 

de  la  courbe  rapportée  d’une  partait  triangle  donné  P,P,Pj, 
de  l’autre  aux  droites  C,  T,  T'  que  l’on  vient  de  définir,  en- 
traînant l’identité 

À,  PJ  -4-*,PJ  +iJPÎ-f-7C,  = TT': 

les  trois  diagonales  du  quadrilatère  P,  P,  P3  C sont  divisées 
harmoniquement  par  l’ensemble  des  droites  T,  T';  et  l’une 
quelconque  de  ces  droites  se  peut  déduire  de  l’autre. 

Les  propriétés  de  la  figure  permettent  d’ailleurs,  étant 
donnés  le  triangle  P,  P,  P3  et  deux  quelconques  des  côtés 
ou  des  sommets  du  triangle  CTT1,  d’en  obtenir  le  troisième 
côté  ou  le  troisième  sommet. 

258.  Problème  1\  . — Connaissant  un  tétraèdre  con- 
jugué, un  plan  tangent  et  son  point  de  contact:  construire 
un  point  quelconque  de  la  surface  et  le  plan  langent  qui 
lui  correspond. 

Soient  T = o le  plan  tangent  donné,  l son  point  de  con- 
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tact.  Menant  par  ce  point  une  corde  quelconque  £/',  il 
s’agit  d’obtenir  l’extrémité  t'  de  cette  corde  et  le  plan  tan- 
gent T'  qui  lui  correspond. 

Soient,  à cet  effet,  o = C = C'  les  équations  de  la  corde 
donnée  £/',  ou  de  deux  plans  menés  d’abord  arbitrairement 
par  cette  corde. 

L’équation  la  plus  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
tangentes  aux  deux  plans  T,  T',  suivant  la  corde  de  con- 
tact o = C = C',  étant  (n°  63,  p.  53) 

(1)  c.C’  + c\C'’-+-  27. CC'  — T.T'=  o, 

la  surface  que  nous  considérons 


déjà  conjuguée  au  tétraèdre  P,  . . . P4,  sera  représentée  par 
l’équation  plus  simple 

(1')  c.C1  -t-c'.C'1  — T.T'  = o 

si  les  plans  C,  C'  qui  définissent  la  corde  tl'  sont  parti- 
cularisés d’une  manière  convenable.  Les  équations  (2),  (t') 
peuvent  donc  être  regardées  comme  équivalentes,  et  l’on  en 
déduit  l’identité 

(»)  c.C*  -c'.C,’==T.T'. 

Or  il  résulte  de  celle-ci  que  les  dix  diagonales  de  l’hexaèdre 
(H)  P,P,P,P,CC' 

sont  divisées  harmoniquement  par  les  deux  plans  conju- 
gués o = T = T'.  Et  bien  que  l’hexaèdre  (H)  soit  partiel- 
lement indéterminé,  cette  propriété,  comme  nous  l’allons 
voir,  suffit  à la  construction  du  plan  T'.  Quatre  des  dix  dia- 
gonales de  l’hexaèdre  se  trouvent  effectivement  indépen- 
dantes de  l’orientation  des  plans  C,  C(,  et  coïncident  avec 
les  diagonales,  immédiatement  constructibles,  de  la  Ji- 
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g ure  formée  du  tétraèdre  P, . . . P4  et  de  la  droite  donnée 
o = C = C'.  Les  conjugués  harmoniques,  par  rapport  à 
ces  diagonales,  de  leurs  traces  respectives  sur  le  plan  T, 
font  dès  lors  quatre  points  du  plan  T'  que  l’on  cherche. 
Ce  plan  T'  est  déterminé,  et  l’on  a,  dans  sa  trace  sur  la 
droite  correspondante  ft',o  = C = C',  uu  second  point  l' de 
la  surface  considérée;  dans  cc  plan  même,  le  plan  tangent 
eu  ce  point. 
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CHAPITRE  VIII. 

QÜADKANGLES  ET  OCTAÈDRES  CONJUGUÉS. 

Sommaire.  — Du  quadrangle  conjugué  a une  conique,  et  de  l'octaèdre  hexa- 
gonal conjugué  à une  surface  du  second  ordre.  — Analogies  du  qua- 
drangle  et  de  l’octaèdre.  — De  la  parabole  circonscrite  à un  quadrangle 
donné,  et  du  cylindre  parabolique  circonscrit  a un  octaèdre  : construc- 
tions analogues  de  l’une  et  de  l’autre. 


$ I.  — Des  courbes  contenues  dans  l'équation  tangentielle 


259.  — Les  polygones  simples  que  l’on  Considère  dans  li  s 
éléments  de  Géométrie  y sont  regardés  comme  définis,  in- 
différemment par  l’ordre  de  succession  de  leurs  côtés  ou  de 
leurs  sommets  ; et  il  n’v  a dès  lors  aucune  différence  à éta- 
blir entre  un  quadrilatère  et  un  quadrangle  simples.  Mais 
un  quadrilatère  et  un  quadrangle  complets  (Steinf.r, 
Systematische  Enlwickelung,  p.  ya)  font  deux  figures  dis- 
tinctes. 

La  première  est  proprement  l'ensemble  de  quatre  droites 
indéfinies  quj  sont  les  côtés  du  quadrilatère  et  se  rencontrent 
deux  à deux  en  six  points,  qui  en  sont  les  sommets  : ces  som- 
mets d’ailleurs,  considérés  deux  à deux,  peuvent  être  ad- 
jacents s’ils  appartiennent  à un  même  côté;  opposés  dans 
le  cas  contraire,  et  la  droite  qui  les  réunit  est  alors  l’une 
des  trois  diagonales  de  la  figure. 

La  seconde  est  l’ensemble  de  quatre  points  isolés,  qui 
sont  les  sommets  du  quadrangle’,  et  que  l’on  peut  réunir 
par  six  droites  distinctes,  qui  en  sont  les  côtés.  Ces  côtés 
d’ailleurs,  considérés  deux  à deux,  peuvent  être  adjacents 
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s’ils  se  coupent  en  l’un  des  sommets;  opposes  dans  le  cas 
contraire,  et  leur  point  de  rencontre  est  alors  l’un  des  trois 
points  diagonaux  de  la  ligure. 

L’ hexagone  gauche  et  Y hexaèdre  complets,  c’est-à-dire 
les  ligures  définies  dans  l’espace  par  un  groupe  de  six  points 
isolés  ou  de  six  plans  indéfinis,  donneraient  lieu  à des  ob- 
servations analogues.  Toutefois,  quand  nous  aurons  à par- 
ler dans  ce  Chapitre  de  la  figure  formée  de  six  points  quel- 
conques de  l’espace,  et  des  <lix  couples  de  plans  opposés 
qu’ils  déterminent,  nous  ferons  intervenir,  pour  plus  de 
clarté,  l’un  des  octaèdres  hexagonaux  construits  sur  ces 
six  points  comme  sommets,  et  les  Jaces  opposées  de  cet 
octaèdre  reproduiront  quatre  de  ces  dix  couples  de  plans 
opposés. 

21Î0.  Théorème.  — Si  les  côtés  opposés  d'un  qua- 
drangle  complet  font  deux  couples  île  droites  conjuguées 
par  rapport  à une  conique,  ils  en  font  trois  (Hesse)  ; et  l’é- 
quation langenlielle  de  la  courbe , rapportée  aux  sommets 
Pf  ...  P*  = o du  quadran g/e  considéré,  peut  s'écrire 

(1)  p;  -t-...-t->,  p;  = o. 

Considérons,  en  effet,  l’une  quelconque  des  courbes  re- 
présentées par  celte  équation,  et  soit 

(2)  >,/>,  P,  . .-t- /,/?,  P,  = o 

le  pôle  correspondant  d’une  droite  quelconque  (/>,,. ..,p»). 
Si  celte  droite  coïncide  avec  l’un  des  côtés  du  quadranglc 
de  référence,  on  a,  par  exemple,  o = />,  = />,;  et  l’équa- 
tion (2)  devenant,  par  cette  substitution, 

(2  ) Pj  + s,p,  P,  - o, 

le  pôle  de  chacun  des  côtés  du  quadranglc  1 ...  4 est  un 
point  du  côté  opposé.  Les  trois  couples  de  côtés  opposés  de 
ce  quadrangle  forment  donc  trois  couples  de  droites  conju- 
guées par  rapport  à l’üne  quelconque  des  courbes  repré- 
sentées par  l’équation  (1).  Mais  il  résulte  des  trois  rapports 
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arbitraires  contenus  dans  celte  équation  que  les  courbes 
qu'elle  représente,  capables  encore  de  trois  conditions  nou- 
velles, ne  peuvent  être  assujetties,  par  leur  commune  dé- 
finition, à plus  de  deux  conditions  distinctes.  On  doit  dès 
lors  réduire  à ce  nombre  les  trois  conditions  qu’elles  rem- 
plissent déjà  par  rapport  au  quadrangle  de  référence.  Et 
l’on  peut  dire,  eu  d’autres  termes,  que  toute  conique  cou 
j uguèe  à deux  des  trois  systèmes  de  côtés  opposés  d’un  qua- 
drangle est  d’elle-mèmc  conjuguée  au  troisième.  P*ous 
dirons,  dans  ce  cas,  que  la  courbe  et  le  quadrangle  sont 
conjugués. 

261.  Si  l’on  dispose  des  rapports  de  ma- 

nière que  l'équation  (i)  soit  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  trois  droites  issues  d'un  même  point  A,  pris  à volonté 
dans  le  plan  de  la  figure,  la  fonction  (■)  sera  décoinposable 
en  un  produit  .de  deux  facteurs  linéaires  A,  A';  et  l’on  aura 
identiquement 

(O  \ Pî-i-i,p;-i-xsp;+>,p;=AA'. 

Le  segment  formé  des  points  A,  A'  est  donc  divisé  har- 
moniquement par  deux  quelconques  des  côtés  opposés  du 
quadrangle  1 ...  i;  et  cela  entraîne  In  collinéalion  des  po- 
laires d'un  point  quelconque  A par  rapport,  aux  trois  sys- 
tèmes de  deux  droites  formés  des  côtés  opposés  tl'un  qua- 
drangle quelconque. 

262.  Si  l’un  des  points  A ou  A'  disparaît  à l’infini  daus 
une  direction  quelconque,  le  point  conjugué  A'  ou  A de- 
vient le  centre  d’une  conique  circonscrite  au  quadrangle 
donné.  11  résulte,  en  effet,  de  l'identité  (P)  associée  à un 
théorème  antérieur,  que  toute  conique  passant  par  les 
points  P,  . . . Pt  = o est  par  cela  même  conjuguée  aux 
points  AA’ = o (n°  159,  p.  161).  Et  si  les  points  A,  A'  dis- 
paraissent simultanément  à l’infini  dans  des  directions  dé- 
terminées, celles-ci  représentent  les  directions  diamétrales 
des  deux  paraboles  circonscrites. 
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$ II.  — Des  surfaces  contenues  dans  l'équation 

P;  4-  «A*  -4-  a'A'!  + 2*"AA'  =r  O, 

et  delà  figure  formée  d’un  quadrangle  gauche  et  d’une 
droite. 

263.  Théorème.  — La  figure  formée  du  quadrangle 
gauche  P,  ...  P,  = o et  de  la  droite  o = A = A',  donnant 
lieu  il  quatre  couples  de  plans  opposés,  route  surface  du 
second  ordre , conjuguée  aux  deux  plans  de  trois  de  ces 
couples , est  d' elle-même  conjuguée  aux  deux  plans  de.  la 
quatrième , et  son  équation  peut  s'écrire 

(1)  ^\p;-t-ctA’  -f-a'A'34- 2a"AA'  = o. 

Nous  appelons  d’ailleurs  plans  opposés  de  la  figure  actuelle 
le  plan  de  l’un  quelconque  des  angles  du  quadrangle  donné 
et  le  plan  conduit  par  le  sommet  opposé  et  la  droite  de  la 
figure. 

26  t.  La  démonstration  et  les  conséquences  de  cette  pro- 
position sont  toutes  semblables  à celles  que  l’on  a dévelop- 
pées déjà  pour  la  proposition  corrélative  (n°  233,  p.  a65). 
Si  l’on  dispose,  par  exemple,  des  six  parainètresarbitraires 
contenus  dans  l’équation  (i),  de  telle  sorte  qu’elle  soit 
vérifiée  par  les  coordonnées  de  six  plans  conduits  arbitrai- 
rement par  un  point  quelconque  B = o,  la  fonction  (i) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme  d’un  produit  de  deux  fac- 
teurs linéaires  B,  B',  et  l’on  aura  ce  théorème  : 

Les  plans  polaires  d' un  point  quelconque  de  l'espace 
par  rapport  aux  quatre  systèmes  de  deux  plans  opposés 
auxquels  donne  lieu  la  figure  formée  d'un  quadrangle 
gauche  et  d’une  droite,  sc  coupent  en  un  même  point. 

‘9 
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et  de  quelques  propriétés  de  i octaèdre. 

265.  Si  les  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
font  quatre  couples  de  plans  conjugués  par  rapport  à une 
surface  du  second  ordre,  il  en  est  de  même  des  six  autres 
couples  de  plans  opposés  que  l’on  peut  conduire  par 
les  sommets  P,  . . . P,  = o de  l'octaèdre;  et  l'équation 
tangentiellc  de  la  surface  peut  s'écrire 


Si  l’on  considère  en  effet  l’une  quelconque  des  surfaces 
représentées  par  l'équation  (t),  on  voit  que  le  pôle  corres- 
pondant de  chacune  des  faces  de  l’octaèdre  de  référence, 
i . . . 6,  appartient  à la  face  opposée.  Les  dix  couples  de 
plans  opposés  que  l’on  peut  conduire  par  les  sommets 
I . . .6  de  cet  octaèdre  font  dès  lors  dix  couples  de  plans 
conjugués  par  rapport  à chacune  des  surfaces  contenues 
dans  l’équation  (i).  Mais  il  résulte  encore  des  cinq  para- 
mètres arbitraires  contenus  dans  celle  équation  que  les  sur- 
faces qu’elle  représente  ne  peuvent  être  assujetties  par  leur 
commune  délinition  à plus  d e quatre  conditions  distinctes, 
et  l’on  doit  réduire  à ce  nombre  les  dix  conditions  qu’elles 
remplissent  déjà  relativement  au  groupe  12  . . . 56.  Une  sur- 
face du  second  ordre  qui  est  conjuguée  à quatre  des  dix 
couples  de  plans  opposés  que  l’on  peut  conduire  par  les 
sommets  d’un  octaèdre,  est  donc  conjuguée  par  cela  même 
à toutes  les  autres. 

266.  On  peut  disposer  de  trois  des  paramètres  arbitraires 
contenus  dans  l’équation  (i),  de  telle  soi  te  qu'elle  se  dé- 
double en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires,  et  que 
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l'on  ail  identiquement 

(«')  y >,  p;  = aa', 

àmd\ 

c’esl-à-dire 

^ + bjt  4-  «,  + f/y 

sa  (rt  I 4-  ér,  -t-  cÇ  4-  rf)  (a  4-  èr/  -+-  cÇ'  -4-  d). 


ayi 


La  surface  se  réduitalors  à un  système  de  deux  points  AKA'; 
mais  aucun  d’eux  ne  peut  être  choisi  arbitrairement,  puis- 
que l'équation  (t'J  ne  renferme  plus  que  deux  paramètres 
indéterminés.  I)e  là  celte  conclusion  négative  : « Les  plans 
polaires  d’un  point  quelconque  de  l’espace,  par  rapport 
aux  dix  couples  de  plans  opposés  que  l'on  peut  conduire 
par  les  sommets  d’un  octaèdre,  ne  se  coupent  pas  en  un 
même  point.  » Toutefois  si,  au  lieu  d’èlrc  |>ris  au  hasard, 
le  pôle  considéré  tombe  sur  une  certaine  surface,  la  colli- 
néation  de  tous  ces  plans  est  assurée.  C'est  ce  qui  résulte 
du  théorème  suivant. 


267.  Théorème. — Tout  point  dont  les  plans  polaires, 
pur  rapport  aux  dix  couples  de  plans  opposés  que  l'on 
peut  conduire  par  les  sommets  d'un  octaèdre  (ou  seule- 
ment par  rapport  à quatre  de  ces  couples),  se  coupent  en 
un  même  point,  est  le  sommet  d'un  cône  i/u  second  ordre, 
circonscrit  à cet  octaèdre , et  réciproquement.  En  d’autres 
termes,  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre 
circonscrits  à l’octaèdre  P, . . . P,  = o coïncide  avec  le 
lieu  des  points  A ou  S!  définis  par  l'identité  tangenticlle 

(0)  X|  P*  4- . . . 4-  P J s AA’.  • 

Cette  ideulité  entraine,  en  effet,  l’existence  d’une  même 
relation  linéaire  et  homogène 

(1)  à.  p;  . .4-  ï.pj  = o 

entre  les  carrés  des  distances  des  sommets  1,...,6  de 

■9* 
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lot  la  élire  à un  plan  quelconque  (R),  mené  par  l'un  des 
points  A ou  A'  qui  la  vérifient.  F,t  si  l’on  projette  les  som- 
mets précédents  en  I'. . .6',  sur  un  plan  arbitraire  (S)  et 
suivant  le  point  de  vue  A (Jig.  55),  l’identité  (i)  entrai- 


Fig.  55. 
* 


, ») 


»'•  — ut 


3# 


>«'  / 

*i  \)Z 


liera  de  mèmerexistenced’une  relation  linéaire  et  homogène 

(«')  V,  P1, » P^sso 

entre  les  carrés  des  distances  des  nouveaux  points  i', . . . ,6'  a 
une  droite  R'R'  menée  d une  manière  quelconque  dans  le 
plan  qui  les  contient.  Les  points  1',.  . .,6'  font  dès  lors  six 
points  d'une  même  conique  (n°  129,  p.  i3a),  et  les  droites 
AI',...,  A 6',  ou  A 1 , . . . , AG,  six  génératrices  d’un  même 
cône  du  second  ordre  ayant  pour  sommet  te  point  A. 

2G8.  Réciproquement,  si  le  point  A est  le  sommet  d'un 
cône  du  second  ordre  circonscrit  à l'octaèdre  I . . . 6,  les 
traces  sur  un  plan  arbitraire  (S)  des  six  génératrices 
A 1, ...  AG  font  six  points  1', ...  ,6'  d’une  même  conique; 
cl  les  distances  de  ces  points  à une  droite  R'  R',  menée  ar- 
bitrairement dans  le  plan  (S),  satisfont  à une  relation  de 
la  forme 

(«')  ï1P'l,  + .„+i,)P'1>r:o. 

Or  les  distances  des  points  V , ..  .,6'  à la  droite  R'R'  sont, 
aux  distances  des  points  l,...,G  au  plan  (R)  conduit 
par  cette  droite  et  le  sommet  A,  dans  des  rapports  déter- 
minés. La  relation  précédente  entraine  donc  l’existence 
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d'une  relation  toute  semblable 

{il  .x,  p; -+-... +x6p;  = o 

entre  les  distances  des  points  1,. . .,6  à un  plan  (R)  con- 
duit arbitrairement  par  le  sommet  A.  La  surface  représen- 
tée par  l'équation  tangentielle  (i)  se  réduit  doue  à un  sys- 
tème de  deux  points  A,  A',  et  l'on  a l’identité 

i,  p; +. . .4- x,  pj==  a. a'. 

Ces  deux  théorèmes  se  vérifient  aisément  par  le  calcul. 

209.  Corollaire  I.  — Les  cônes  du  second  ordre  cir- 
conscrits n un  octaèdre  se  correspondent  deux  à deux,  de 
telle  manière  que  les  sommets  A,  A'  de  deux  cônes  corres- 
pondants soient  conjugués  par  rapport  à l’octaèdre,  et  que 
chacun  de  ces  sommets  se  puisse  déduire  géométriquement 
de  l’autre.  La  droite  AA',  qui  les  réunit,  est  coupée  par  les 
dix  couples  de  plans  opposés  que  l’on  peut  conduire  par  les 
sommets  de  l’octaèdre,  suivant  dix  couples  de  points  en 
involulion,  et  les  points  doubles  de  cette  involuliou  ne  sont 
autres  que  les  points  A,  A'.  Telle  est  d’ailleurs,  comme  on 
le  verra  au  Chapitre  IX.  In  propriété  caractéristique  de 
la  droite  AA'  qui  réunit  deux  points  conjugués  par  rapport 
à un  octaèdre,  que  cette  droite  s'appuie , en  deux  points , 
sur  la  cubique  gauche  circonscrite. 

270.  Corollaire  IL  — Toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  menées  par  un  même  groupe  de  six  points  I , . . . , G, 
ont  en  commun  une  infinité  de  couples  de  points  conjugués 
qui  sont  toutes  les  couples  de  points  conjugués  de  l’octaèdre 
I . . . G,  ou  tous  les  systèmes  de  deux  points  A,  A'  définis 
par  l'identité 

(i)  Â.PÎ  +...-t-X,P;  = A.A'. 

C’est  ce  qui  résulte  de  cette  identité  elle-même,  associée  à 
l’un  des  théorèmes  fondamentaux  (n°  171,  p.  174).  Si  r on 
roupe  dès  lors  la  cubique  gaucho  1234-56  par  un  plan 
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quelconque  II,  et  que  l’on  prenne  sur  chacun  des  rôles  du 
triangle  résultant,  I'2'3',  les  points  doubles  A,  et  A'^ , 
A,  et  A',,  As  et  A , de  l’involiition  déterminée  par  les  traces 
de  ce  côté  sur  les  faces  opposées  de  l’octaèdre  I ...  6 : les 
traces,  sur  le  plan  choisi  H,  de  toutes  les  surfaces  considé- 
rées, seront  conjuguées  aux  trois  roupies  de  points  A,  A',, 
A,  A’,,  A,  A'3 . Mais  si  l’on  désigne  par 

H,  et  H', ,.  . . ,H,  et  H', 

les  traces,  sur  le  plan  H,  des  quatre  couples  de  faces  oppo- 
sées de  l’octaèdre  précédent,  les  traces  sur  le  même  plan 
de  toutes  les  surfaces  considérées  sont  comprises,  avec  trois 
paramètres  arbitraires,  dans  l’équation  (ti°  (il,  p.  5a) 

{2)  p.  H,  H',  -t- . . . -t-  p.  H,  H',  = o ; 

et  ne  peuvent  être  soumises,  par  leur  commune  déiiuition, 
à plus  de  deux  conditions  distinctes.  Les  trois  couples  de 
points  conjugués  qu’elles  ont  en  commun  se  réduisent  donc 
analytiquement  à deux,  et  I on  a par  suite  l’identité  tan- 
gentiellc 

( 3 ) »,  A,  A’,  -t-  v,  Ai  A',  -+-  vj  A j A',  s o : 

les  trois  couples  A,  A', , . . . , Aj  A',  se  réduisant  dès  lors 
aux  trois  couples  de  sommets  opposés  d’un  quadrilatèie 
complet  dont  les  trois  diagonales  coïncident  avec  les  côtés 
l'2',  2'  3',  3'  V du  triangle  déterminé  par  le  plan  II  dans  la 
cubique  gauche  circonscrite  à l’octaèdre.  Si  R,,.  . . , R4  dé- 
signent d’ailleurs  les  côtés  de  ce  quadrilatère,  l’équation  (?) 
est  réductible  à la  forme 

(i')  p,  R J -t- . . . -f- p,  RJ  = o; 

et  ces  côtés  R|, . . . , R»  représentent  les  quatre  tangentes 
communes  à toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  H,  H',, . . . , H»  H',  (n°  I7A,  p.  177). 

La  détermination  des  deux  couples  de  points  conjugués 
communs  aux  sections  par  un  même  plan  de  tous  les  ellip- 
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soïdes  circonscrits  à un  octaèdre  J . . . 0,  est  donc  ramenée 
à la  recherche  des  traces  sur  le  même  plan  de  la  cubique 
gauche  circonscrite  à cet  octaèdre;  ou  à la  construction  des 
trois  derniers  points  de  rencontre  de  deux  coniques,  ayant 
uu  premier  point  commun,  et  qui  ne  sont  autres  que  les 
traces  sur  le  même  plan  de  deux  cônes  déterminés  tels  que 

(1,23450)  et  (2, 13450). 

On  peut  observer  que  la  médiane  du  quadrilatère, 
R,  . . . R.,  n’est  autre  que  la  droite  unique  et  déterminée 
contenue  dans  l'équation  (a);  ou  la  droite  associée  des 
quatre  couples  11,  IF, , . . . . H,  H', , et  que  l’on  sait  construire 
( n”  152,  p.  i57). 

271.  Corollaire  III.  — Étant  donnés  neuf  points, 
1 , 2,  ...  ,8,  9 d’une  surface  du  second  ordre,  la  section  de 
celte  surface  par  le  plan  789,  déterminé  par  trois  de  ces 
points,  est  susceptible  d une  définition  immédiate  : elle 
n’est  autre,  en  effet,  qu’une  conique,  circonscrite  au 
triangle  789,  et  conjuguée  à deux  couples  de  points  que 
l’on  peut  définir  en  langage  ordinaire  ou  déterminer  gra- 
phiquement. 

Si  la  donnée  du  groupe  supplémentaire  789  est  rempla- 
cée par  celle  du  / dan  tangent  en  l'un  des  ombilics,  cet 
ombilic  est  immédiatement  déterminé  et  n’est  autre  que 
l’un  des  deux  points  cycliques  du  quadrilatère  R,  ...  R, 
(Corollaire  II)  ; ou  l’un  des  deux  cercles  de  rayon  nul,  con- 
tenus dans  l’équation  (a),  et  que  l’on  sait  construire 
( n°  152,  p.  i57). 

§ IV.  — De  la  parabole  circonscrite  à un  quadrilatère  et 

du  cylindre  parabolique  circonscrit  à un  octaèdre. 

272.  Les  deux  problèmes  ayant  pour  objet  la  détermi- 
nation des  éléments  principaux  de  la  parabole,  definie  par 
quatre  points,  du  cylindre  parabolique  défiui  par  six,  ont 
entre  eux  une  analogie  assez  évidente  par  elle-même,  mais 
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dont  l'analyse  nous  donne  en  quelque  sorte  la  mesure  lors- 
qu’elle enferme,  sous  une  même  équation  Y’  = 2 p\,  la  pa- 
rabole et  le  cylindre  parabolique.  Il  convient  donc  de  ne  pas 
séparer  ces  deux  problèmes  l’un  de  l'autre.  Et  quoique  le 
premier  ait  été  résolu  déjà  de  plusieurs  différentes  manières, 
il  ne  sera  pas  inutile  d'en  donner  une  nouvelle  solution  si 
l’on  y peut  trouver  quelque  lumière  pour  cet  autre  pro- 
blème jusqu’ici  négligé  par  la  Géométrie.  Nous  ne  disons 
rien  de  l’analyse,  car  il  est  suffisamment  connu  que  l’ana- 
lyse s’occupe  peu  de  constructions.  Eu  dépit  des  quelques 
preuves  d habileté  qu’elle  a pu  donner  en  ce  genre,  et  qui 
ne  prouveraient  peut-être  que  du  bonheur,  on  convient 
généralement  qu’elle  est  assez  impropre  à ce  genre  de  tra- 
vaux, et  nous  peut  renvoyer,  sur  ce  point,  à la  Géométrie. 
Mais  nous  croyons  que  c’est  là  une  erreur,  et  que  la  Géo- 
métrie, en  cette  matière,  a peut-être  moins  à donner  qu’à 
recevoir,  sinon  de  l’analyse  cartésienne,  au  moins  de  cette 
analyse  descriptive,  que  l’on  doit  à Bobillier,  et  par  laquelle, 
comme  on  le  verra,  la  plupart  des  constructions  concernant 
les  courbes  et  les  surfaces  du  second  ordre  se  ramènent  à 
l’interprétation  de  quelques  identités. 

273.  Supposons,  en  premier  lieu,  qu’il  s'agisse  de  cir- 
conscrire une  parabole  au  quadrang/e  donné  1234.  F.l 
soient  Y — o un  diamètre  quelconque  de  l’une  des  deux 
courbes  répondant  à la  question,  X = o la  tangente  conju- 
guée. L’équation 

Y ’=»/»*. 

appliquée  à chacun  des  points  1, 2,  3,  4,  entraînant  cette 
suite  de  proportions 

, y;  y;  _y* y;  _x, y; y; 

xj  X,  X,  X.  U.+.-.  + i-X,’ 

et  les  distances  de  quatre  points  1,2,  3,  t à une  droite 
quelconque,  et,  en  particulier,  à la  droite  X = o,  étant 
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liées  par  une  relation  linéaire  et  homogène 
(2)  >,  X,  4->JX,-t->JXJ  + ï1X,  =o; 

on  a également 

3)  Y\  YJ  = X,  YJ  4-  Y,  Yf  4-  âj  Y ’ 4-  ><  YJ  — o. 

cLj\ 

El  cette  relation  où  Y,, . . . , Y»  désignent  les  distances  aux 
points  donnés  de  l’un  quelconque  des  diamètres 

considérés  Y = o,  n'est  autre  que  l'équation  tangeuticlle 
de  leur  enveloppe.  Mais  les  diamètres  d’nne  parabole  ont 
pour  enveloppe  un  point  à l'infini  dans  une  direction  dé- 
terminée. La  courbe  (3),  qui  est  d'ailleurs  de  la  seconde 
classe,  se  réduit  donc  à un  système  de  deux  points  J,  J' si  tués 
à l'infini  — dans  des  directions  déterminées  qui  représen- 
tent les  directions  diamétrales  des  deux  paraboles  que  l’on 
cherche,  — et  satisfaisant  à l’identité  langcntielle 

(3')  ^bYJsJ.J'. 

Or  il  résulte  de  la  seule  forme  de  celte  relation  que  deux 
côtés  opposés  quelconques  du  quadratigle  de  référence 
y,.  . .j  t=  o,  ou  du  quadrangle  donné  1234,  divisent 
harmoniquement  le  segment  JJ'  (n°2f)l , p.  288).  Et  puisque 
les  points  J,  .J'sont  l’un  et  l'autre  à l’infini  dans  des  direc- 
tions déterminées,  les  directions  diamétrales  des  déni: 
paraboles  répondant  il  la  question  sont  harmoniquement 
conjuguées  par  rapport  à deux  côtés  opposés  quelconques 
du  quadran g/e  inscrit  1 234  (Lamé,  Examen  des  dijfiér. 
niélh.,  p.  5 1). 

Ces  directions  obtenues,  ou  pourra  mener,  parallèle- 
ment à l’une  d’elles,  un  diamètre  quelconque  Y’  = o;  et  la 
tangente  conjuguée  X = o se  pourra  construire  par  points, 
à l’aide  des  relations  (1).  On  tire,  en  effet,  de  celles-ci  : 

X,  YJ  X,  Y? 

v' •'  x,  y j ’ x, — y;’"‘ 
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Le  rapport  ries  distances  de  la  tangente  cherchée  X = o à 
deux  quelconques  des  points  1,2,3,  \ est  donc  connu  en 
nombre  et  en  signe;  on  connaîtra  donc  les  traces  de  cette 
tangente  sur  les  droites  12,  13,  cette  tangente  clle- 
même,  etc. 

27t.  Proposons-nous  actuellement,  étant  donnés  six 
points  d'un  cylindre  parabolique , d'en  déterminer  les 
éléments  principaux. 

1).  Six  conditions  étant  nécessaires  pour  la  détermina- 
tion d’un  cylindre  parabolique,  par  cinq  des  six  points  don- 
nés on  en  pourra  conduire  une  infinité.  Soient  donc  Y=r  o 
l’un  quelconque  des  plans  diamétraux  de  l’un  de  ces  cy- 
lindres menés,  en  nombre  infini,  par  les  points  1 , 2, ...  ,5; 
et  X = 11  le  plan  tangent  conduit  suivant  la  génératrice 
correspondante.  L’équation 

Y’~  2 p.X, 

appliquée  à chacun  des  points  1 , 2, ...  ,5,  entraînant  celte 
suite  de  proportions 

x,  x,  •”  x,  SyïTx,’ 

et  les  distances  de  cinq  points  1,2,. .-.  ,5  à un  plan  quel- 
conque et,  en  particulier,  au  plan  X = o,  étant  liées  par 
une  relation  linéaire  et  homogène 

(2)  ^ X.X,  = 0: 


on  a également 


cl  cette  relation  où  Y,, . . . , Ys  désignent  les  distances,  aux 
points  donnés  1,...,5,  de  l’un  quelconque  des  plans 
diamétraux  considérés  Y = o,  n’est  autre  que  l'équation 
tangenlielle  de  leur  enveloppe.  Mais,  comme  les  plans  dia- 
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tuétraux  d’un  paraboloïde  se  peuvent  déplacer  parallèle- 
ment à eux-mèmes  sans  cesser  d’ètre  diamétraux  •,  les  plans 
tangents  de  la  surface  (3),  avec  lesquels  ils  coïncident, 
pourront  se  déplacer  parallèlement  à eux-mèmes  sans  ces- 
ser d’ètre  tangents  à celte  surface.  La  surface  représentée 
par  l’équation  tangcnlielle  (3)  se  réduit  donc  ici  à uncco- 
nique  située  dans  le  plan  h l'infini,  et  dont  chacune  des 
tangentes  dirige  les  plans  diamétraux  de  chacun  de  ces  cy- 
lyudres.  Or  il  résulte  de  la  seule  forme  de  l’équation  (3) 
que  le  pentagone  gauche  1 2 . . . S est  conjugue  à celle 
conique,  ou  que  le  pôle  relatif  du  plan  de  chacun  de  ses 

angles  (1  2 3)  appartient  au  côté  opposé  ( i 5)  : 

o=j-,  =jr,  = j-„  1,/,  j-,Y,  = o. 

La  conique  (3),  conjuguée  au  pentagone  gauche 

12.. . 5,  est  donc  conjuguée  aussi  au  pentagone  plan 
l'2'...5'  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces 
des  côtés  successifs  de  celui-là  sur  le  plan  de  cette  conique 
(n°70,  p.  5 7).  La  conique  (3)  est  donc  déterminée;  et  si 
l’on  imagine  qu’on  l’ait  prise  pour  based’uu  cône  auxiliaire 
dont  le  sommet  soit  en  un  point  quelconque  o de  l’espace, 
ce  cône  et  l’angle  solide  pentaèdre  (o,  1'.  . .5'),  formé  par 
les  droites  menées  du-poiut  o aux  sommets  1',  ...,£>'  du 
pentagone  déjà  défini,  seront  conjugués  : ou  tels,  que  le 
plan  polaire  de  chacune  des  arêtes  de  l’angle  solide,  relati- 
vement au  cône,  tombe  dans  la  face  opposée.  Ce  cône  sera 
donc  déterminé  en  même  temps  que  cet  angle  solide;  et 
celui-ci  est  connu  : car  les  droites  o 1', . . . , 00',  menées  du 
point  o aux  traces  1', . . . , 5'  des  côtés  du  pentagone  gauche 

1.. .0  sur  le  plan  à l'infini,  ne  diffèrent  pas  des  paral- 
lèles menées  de  ce  point  à ces  côtés.  » 

Ainsi  les  parallèles  aux  côtés  successifs  du  pentagone 
gauche  1 2 . . . 5,  menées  par  un  point  quelconque  o 
sont  les  arêtes  successives  d’un  angle  solide  pentaèdre 
(o,  l'...S'),  lequel  est  conjugué  à un  cône  déterminé 
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du  second  ordre  décrit  du  même  point  o comme  sommet; 
la  trace  de  ce  cône  sur  le  plan  à l’infini  n’est  autre  que  la 
conique  directrice  représentée  par  l'équation  (3)  : et  l'un 
quelconque  de  ses  plans  tangents,  considéré  en  direction, 
représente  la  série  des  plans  diamétraux  de  l’un  des  cylin- 
dres considérés.  De  là  ce  théorème  : 

Les  plans  diamétraux  de  tous  les  cylindres  paraboliques 
circonscrits  à un  pentagone  donné  12... 5,  transpoités 
parallèlement  à eux- mêmes  en  an  même  point  de.  l'espace 
s'y  disposent  suivant  les  plans  tangents  d'un  même  cône 
du  second  ordre  : le  cône  conjugué  à l'angle  solide  pen- 
taèdre (fui  aurait  pour  arêtes  successives  les  côtés  succes- 
sifs du  pentagone  donne,  transportés  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  ce  même  point. 

La  construction  d’une  conique  définie  par  un  pentagone 
conjugué  (n" 182,  p.  i85)  entraîne  d'ailleurs  la  construc- 
tion du  cône  que  l'on  vient  de  définir. 

a).  Le  problème  que  l'on  s’était  proposé  est  maintenant 
résolu.  Si,  utilisant  en  effet  le  sixième  des  points  donnés, 
on  substitue  au  pentagone  précédent  1 2 3 4 S le  nouveau 
pentagone  gauche  23  456,  on  obtiendra  de  même  avec 
celui-ci  un  nouveau  cône  du  second  ordre,  conjugué  à un 
nouvel  angle  pentaèdre  de  même  soihmet  «pic  le  précédent; 
et  la  direction  des  plans  diamétraux  de  chacun  des  quatre 
c)  lindres  paraboliques  passant  par  tes  six  points  donnes 
sera  fournie  pur  l'un  quelconque  des  quatre  plans  tan- 
gents communs  à ces  deux  cônes. 

3). 'Si  l'on  mène  ensuite,  par  un  point  quelconque  de 
l’espace,  un  plan  Y = o parallèle  à l’un  de  ces  plans  tan- 
gents communs,  et  figurant  un  premier  plan  diamétral  de 
l'un  dès  cylindres  circonscrits;  le  plan  tangent  X = o, 
mené  à ce  cylindre  par  la  génératrice  correspondante,  se 
construira  par  points  à l'aide  des  proportions  (i). 
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On  en  déduit  effectivement 

X,  _ Y ; X , _ Y ; 

Xi  YJ  ’ X,~Y’’  '* 

Le  rapport  des  distances  du  plan  cherché  X = o à deux 
quelconques  des  points  1 , 2, 6 est  donc  connu  en  nombre 
et  en  signe;  on  connaîtra  donc  les  traces  de  ce  plan  sur  les 
droites  12.  13,  11,.  . . , ou  ce  plan  lui-inèine. 

4).  Enfin,  les  plans  conjugués  Y,  X étant  connus,  on 
connaît,  par  cela  même,  la  direction  des  génératrices  du 
cylindre  correspondant  \ 1 = 2/.1X  et  six  points  de  l’une  de 
ses  sections  droites;  et  l’on  peut,  sans  ambiguïté,  déduire 
de  cinq  d’entre  eux  l’axe,  le  sommet  et  le  paramètre  de 
celte  section. 

Remarque  1.  — Le  point  de  départ  de  l’analyse  précé- 
dente suffirait  encore  à la  solution  de  ce  problème  : Étant 
donnés  quatre  points  et  un  plan  tangent  X = o d' un 
cylindre  parabolique,  construire  le  plan  diamétralY  — o 
relatif  au  plan  tangent  donné,  et  tous  les  éléments  prin- 
cipaux de  la  surface. 

On  a,  en  effet,  actuellement 

Y’  Y’  Y1  Y1 

[ > X,  “X,-  X,  ~x,  ' 


et  l’on  en  déduit 


Les  rapports  des  distances  du  plan  diamétral  que  l’on 
cherche,  Y = o,  aux  points  1 et  2,  1 et  3,  1 et  4,  sont  con- 
nus en  nombre;  et  l’on  peut  construire  les  traces  de  ce  plan 
sur  chacune  des  droites  12,  13,  14  : ou  ce  plan  luj-mème 
susceptible  ici,  à cause  de  l’ambiguïté  de  signes,  de  huit 
déterminations  distinctes. 

Remarque  II.  — Étant  donnés  cinq  points  d'un  cylindre 
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parabolique  et.  l'un  (le  ses  diamètres,  ce  cylindre  est  sus- 
ceptible de  deux  déterminations  distinctes  qui  corres- 
pondent aux  deux  plans  tangents  distincts  que  l'on  peut 
mener  au  cône  auxiliaire  du  n°  i),  parallèlement  au  dia- 
mètre donné. 

275.  11  existe  une  dépendance  singulière  entre  le  pro- 
blème que  l’on  vient  de  résoudre  et  celui  qui  aurait  pour 
but  de  circonscrire  à un  octaèdre  un  cône  de  révolution, 
dans  le  cas,  au  moins,  où  l'octaèdre  donné  serait  inscrip- 
tible  à la  sphère.  Les  deux  problèmes,  effectivement,  se 
résolvent  alors  à l'aide  des  mêmes  constructions,  parce 
que  les  plans  diamétraux  des  quatre  cylindres  paraboli- 
ques et  les  plans  cycliques  des  quatre  cônes  de  révolution, 
que  l'on  peut  circonscrire  à un  tel  octaèdre,  se  con- 
fondent. 

i).  Imaginons,  pour  le  démontrer,  la  série  des  cônes  de 
révolution  menés,  en  nombre  infini , par  cinq  des  sommets 
de  l'octaèdre  ; et  soit 

(1)  X’-t-  Y’+  Z’—  ÀPJ  — o 

l’équation  de  l’un  de  ces  cônes  : X,  Y,  Z désignant  trois 
plans  rectangulaires  quelconques  menés  par  le  sommet  ; P 
le  plan  mené,  du  même  point,  perpendiculairement  à l'axe 
du  cône.  Soient,  en  outre, 

(2)  S = o, 

(3)  R = o , 

les  équations  de  la  sphère  circonscrite  à Poctaèdre  et  du 
plan  radical  commun  à celte  sphère  et  au  sommet  du 
cône  (i),  assimilé  à une  sphère  de  rayon  nul  : 

(4)  _ R ==  X5  -4-  Y-  4-  V — S. 

Si  l’on  retranche  l’une  de  l’autre  les  équations  (i),  (a), 
l'équation  résultante  pourra  s’écrire,  d’après  l’identité  (4), 

(i,s)  R — >P?  — o; 
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équation  d’un  cylindre  parabolique  passant  par  les  cinq 
points  considérés,  et  dont  les  plans  diamétraux  se  con- 
fondent avec  les  plans  cycliques  P = p du  cône  (i). 

Les  plans  diamétraux  de  tous  les  cylindres  paraboli- 
ques et  les  plans  cycliques  de  tous  les  cônes  de  révolution 
conduits  par  les  sommets  d' un  même  pentagone  sphéi  ique 
forment  dès  lors  une  seule  et  même  série,  ou  deux  séries 
coïncidentes;  et  l’on  peut  dire,  en  transportant  aux  uns  ce 
que  l’on  a démontré  des  autres,  que  « les  plans  cycliques 
de  tous  les  cônes  droits  dont  il  s'agit  sont  tangents  à uue 
conique  déterminée,  située  dans  le  plan  à l'infini  et  con- 
juguée au  pentagone  gauche  1 2.  . .5.  » 

a).  Les  plans  cycliques  du  cône  droit  circonscrit  à 
l’octaèdre  sphérique  12...  56,  seront  «lès  lors  suscep- 
tibles du  même  mode  de  détermination  que  les  plans  dia- 
métraux du  cylindre  parabolique  circonscrit  au  même 
octaèdre;  et  leur  commune  direction  sera  fournie  par  l'un 
des  quatre  plans  tangents  communs  à deux  cônes  du  second 
ordre  que  l’on  sait  construire  (n°27i,  a). 

3).  Les  plans  cycliques  de  l'un  des  cônes  droits  que 
l’on  cherche  étant  connus  de  direction,  il  reste  à en  trou- 
ver la  position  absolue  dans  l’espace,  ou  à déterminer 
Vaxc  et  le  sommet,  du  cône  1 2.  . .6.  A cet  effet,  rappor- 
tons ce  cône  à l’octaèdre  inscrit  1 . . .6  par  une  équation 
de  la  forme 

y\p,Q,  = o; 


et  coupons-le  par  un  de  ses  plans  cycliques  P = p ; la  sec- 
tion résultante  sera  représentée,  dans  son  propre  plan, 
par  une  équation  semblable 


I 


P , Q , = o • 


D'ailleurs  celle  section  est  un  cercle,  et  tous  les  cercles  con- 
tenus dans  celle  équation  ont  une  corde  commune  que  l’on 


Oigitized  by  Google 


CHAPITRE  VIII. 


3o4 

sait  construire  (n°152,  p.  i5y).  Ou  déterminera  dès  lors 
les  quatre  couples  de  droites  P',  Q', , . . . , P1,  Q'(  qui  résultent 
des  traces  d’un  premier  plan  cyclique  sur  les  faces  opposées 
de  l’octaèdre  1 . . .6;  et  construisant  deux  des  cercles  as- 
sociés de  ces  quatre  couples  de  droites,  ainsi  que  leur  corde 
commune  ab:  on  aura,  dans  le  plan  mené  perpendiculaire- 
ment à cette  corde,  par  son  point  milieu,  un  premier  plan 
contenant  l’axe  du  cône.  Une  construction  semblable,  ellec- 
tuée  dans  un  autre  plan  cyclique  P = p',  en  fournirait  un 
autre;  et  l’on  aurait  successivement  l’axe  du  cône,  le  centre 
et  deux  points  de  deux  de  ses  sections  circulaires,  ces  sec- 
tions elles-mêmes  et  le  sommet  du  cône. 

276.  Une  autre  détermination  de  la  parabole  définie 
par  quatre  points  résulte  de  la  comparaison  des  deux 
formes 

AC  -t-  BD  = o,  Y’-t-X  — o: 

la  première,  déduite  du  quadrilatère  inscrit  ABCD  = o;  la 
seconde,  du  genre  de  la  courbe.  Ces  équations  entraînent 
en  effet  l’identité 

(i)  AC  4-  BD  + Y*  -t-X  = o, 

et  celle-ci  la  suivante  : > 

(l'J  A'C'-f-B'D  -t-Y'‘==o, 

dans  laquelle 

A',  C',  B',  D\  Y' 

désignent  cinq  droites  concourantes,  respectivement  paral- 
lèles aux  premières 

A,  C,  B,  D,  Y. 

Or  il  résulte,  de  l’identité  (i'),  que  les  droites 
A'  C = o,  B'D'=o,  Y'Y'=o 

font  trois  couples  de  rayons  conjugués  d’un  même  fais- 
ceau en  invol  ut  ion  dont  l’un  des  rayons  doubles  tombe  dans 
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la  commune  direction  des  droites  coïncidentes  Y'.Y'  = o 
(n°  73,  p.  59). 

1).  u Les  directions  diamétrales  des  deux  paraboles  cir- 
conscrites au  quadrilatère  ABCD  = o coïncident  donc  avec 
les  rayons  doubles  du  faisceau  en  involution  défini  par  les 
deux  couples  de  rayons  conjugués  A.'C' et  B'D',  *ou  AC 
et  BD.  » 

a).  Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  préparer  la  détermi- 
nation des  éléments  principaux  (foyer  et  directrice)  de 
chacune  de  ces  paraboles  en  déterminant  leurs  tangentes 
communes  et  leurs  points  de  contact  respectifs  sur  ces  tan- 
gentes. 

L’identité  initiale 

(1)  AC  -+-  BD  +Y>  -+-X  = o 

se  dédoublant,  en  effet,  dans  les  équations  équivalentes 

(2)  0 = AC-t-  Y’==BD  -f-X; 

si  l’on  imagine  que  le  diamètre  Y = 0,  dont  la  direction 
est  sculedéterminée,  passe  ( /ig.  56)  par  le  point  AC  — o, 

Fig.  56. 

// 

D*  • . 

,* 


• d/ 

/ 

on  reconnail  aussitôt,  dans  la  courbe  représentée  par  l’une 

9.0 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  VIII. 


30  6 

ou  l’autre  des  équations  (a),  un  système  de  deux  droites 
B',  D',  issues  de  ce  point,  parallèles  aux  côtés  B,  D du 
quadrangle  proposé  et  dont  les  traces  réciproques  sur 
ces  côtés  D,  B appartiennent  à la  tangente  correspon- 
dan  te  X = o : 

B'D'==BD4-X,  X = B'D—  BD. 

La  droite  qui  réunit  ces  traces,  BD'  et  DB',  ou  la  seconde 
diagonale  du  parallélogramme  B'D'BD,  représente  donc, 
pour  les  deux  paraboles  à la  fois,  la  tangente  conjuguée 
des  diamètres  de  ces  courbes  qui  passent  par  le  point 
AC  = o.  Opérant  de  môme  pour  le  point  BD  = o,  chacune 
des  deux  paraboles  que  l’on  cherche  se  trouvera  définie  par 
deux  couples  formées  d’un  diamètre  et  de  la  tangente  con- 
juguée. Donc,  etc. 

277.  Une  semblable  détermination  du  cylindre  parabo- 
lique défini  pur  six  points,  ou  circonscrit  à l'un  des  oc- 
taèdres qu’ils  déterminent,  résulterait  de  même  de  l’équa- 
tion générale  des  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à 
un  octaèdre,  comparée  à l’équation  particulière  du  cylindre 
qu’il  s’agit  de  déterminer.  Ces  équations 

^*P,Q,  = o,  Y’  -t-  X = o 

entraînent,  en  effet,  l’identité 

(i)  V‘p,Q,  H-Y'-t-X  = o, 

et  celle-ci  la  suivante  :• 

(«')  * ]?y,Q'1+Y'’=0, 

où 

P'.Q'„...,P',Q'I  Y' 

désignent  les  plans  des  faces  opposées  de  l’octaèdre,  et  le 
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plan  diamétral  cherché,  transportés  parallèlement  à eux- 
mêmes  en  un  même  point  de  l'espace. 

Or  il  résulte  de  l’identité  (i'),  associée  à un  théorème 
antérieur  (n°159,  p.  t6i),  que  l’on  peut  voir,  dans  le 
plan  Y'  un  plan  tangent,  et  dans  les  quatre  couples 
Iy,  Q\ Q'(  quatre  couples  de  plans  conjugués  com- 

muns à une  infinité  de  cônes  du  second  ordre. 

Mais  les  cônes  conjugués  à quatre  couples  de  plans  ont 
en  commun  quatre  plans  tangents  que  l’on  peut  construire 
(n°  175,  p.  178).  Le  plan  Y',  défini  par  l’identité  (i'),  ad- 
met dès  lors  quatre  déterminations  distinctes,  que  l’on  peut 
obtenir,  et  qui  ne  sont  autres  que  les  plans  diamétraux 
des  quatre  cylindres  répondant  à la  question. 

One  fois  obtenue  la  direction  des  plans  diamétraux.  011 
peut  construire  la  section  du  cylindre  par  un  plan  quel- 
conque Y = o parallèle  à cette  direction.  Celte  section 
n’est  autre,  en  effet,  que  la  droite  définie  par  les  équations 
simultanées 


ou  le  lieu  des  centres  des  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  qui  résultent  des  traces  des  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre  sur  le  plan  diamétral  considéré  (n°  152, 
p.  157).  On  aura  donc,  dans  cette  droite  que  l’on  sait  con- 
struire, une  génératrice  du  cylindre  cherché. 

Mais  celte  dernière  partie  llu  problème  se  peut  traiter 
autrement.  Car  si  l’on  associe  par  la  pensée  le  plan  à l'in- 
fini au  plan  représenté  par  l’une  ou  l’autre  des  équations 
équivalentes 

(1')  o=^,‘  P,  Q,  -+  Y’  = X, 

le  plan  polaire  du  point 

(/i)  o — pt  — q,  — y, 

par  rapport  au  plan  X assimilé  à une  surface  du  second 

20 . 
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ordre,  se  trouve  représenté  par  l’équation 

(ï,)  y =° 

JW 

et  pusse  d’une  manière  évidente  par  le  point  de  concours  y' 
des  plans  polaires  du  précèdent  y t par  rapport  aux  dièdres 


Le  segment  rectiligne y,  y\ , qui  réunit  ces  deux  points,  sera 
donc  divisé  harmoniquement  par"  le  système  formé  du 
plan  X et  du  plan  à l’infini  : ce  qui  veut  dire  que  le  seul 
plan  X divise  ce  segment  en  deux  parties  égales,  ou  que  le 
point  milieu  m,  de  ce  segment  appartient  au  plan  X.  On 
pourra  donc  déterminer,  par  le  seul  emploi  de  la  règle, 
quatre  points  de  ce  plan,  ce  plan  lui- même  et  une  première 
génératrice  du  cylindre. 

278.  On  peut  rattacher  à cette  dernière  détermination 
du  cylindre  parabolique  défini  par  six  points,  celle  du  pa- 
raboloïde  de  révolution  circonscrit  à un  octaèdre.  Telles 
sont  en  effet  les  dépendances  existant  entre  les  deux  pro- 
blèmes que  si  l’on  transporte,  parallèlement  à eux-mêmes, 
au  centre  d’une  sphère,  les  plans  diamétraux  des  quatre 
cylindres  paraboliques  et  les  axes  des  quatre  paraboloïdes 
de  révolution  que  l’on  peut  circonscrire  à un  même  oc- 
taèdre : les  droites  et  les  plans  ainsi  obtenus  déterminent 
les  points  cycliques  et  les  côtes  d’un  même  quadrilatère 
sphérique.  L’équation  générale 


des  surfaces  circonscrites  à un  octaèdre,  rapprochée  de 
celle 

(?.)  X’  -4-  Y’  -t-  Z = o 

du  paraboloïde  de  révolution  que  l’on  cherche,  entraîne  • 
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effectivement  l'identité 

(3)  ^\p,Q,==X2-t-Y’-|-Z, 
et  celle-ci  la  suivante  : 

(4)  V^P'.Q’, -X'=-Y"  = o, 

<Ld\ 

°Ù  f,,  g,,...  désignent  les  faces  opposées  de  l’octaèdre 
transportées  parallèlement  à elles-mêmes  autour  d une 
même  origine  o;  et,  X',  Y',  les  faces  d’un  dièdre  droit, 
susceptible  de  tourner  arbitrairement  autour  de  son 

arête  oz , comme  le  dièdre  parallèle  XY.  Or  il  résulte,  de 
l’indétermination  du  dièdre  X'Y' associée  à l’identité  (4). 
que  tous  les  cônes  du  second  ordre  conjugués  en  nombre 
infini  aux  quatre  couples  de  plans  F,  Q', , . . . , F(  Q'(,  sont 
vus,  de  l’arête  oz,  sous  un  dièdre  droit.  Tous  ces  cônes  ad- 
mettent d’ailleurs  quatre  plans  tangents  communs,  R R4 
(n°  175,  p.  178),  lesquels  représentent,  comme  on  vient  de 
le  voir,  les  plans  diamétraux  des  quatre  cylindres  parabo- 
liques que  l’on  peut  circonscrire  à l’octaèdre.  Si  donc  on 
imagine  une  sphère  décrite  du  point  o comme  centre,  les 
cônes  précédents  y traceront  une  série  de  coniques,  in- 
scrites au  quadrilatère  R,  . . . Rt,  et  vues  sous  un  angle 
droit  du  point  z,  trace  sphérique  de  l’axe  cherché  oz.  Or 
trois  des  coniques  de  la  série  se  réduisant  aux  diagonales 
du  quadrilatère  R,  . . . R4  ; chacune  de  ces  diagonales  est 
vue,  sous  un  angle  droit,  du  point  cherché  z.  Et  si  l’on 
construit,  sur  chacune  d’elles  comme  base,  un  segment  ca- 
pable d’un  angle  droit;  les  quatre  points  communs  aux  trois 
coniques  sphériques  résultantes  fourniront,  en  même  temps, 
les  quatre  points  cycliques  z du  quadrilatère  R,  . . ,R(  et 
les  axes  oz  des  quatre  paraboloïdes  de  révolution  que  l’on 
peut  circonscrire  à l’octaèdre,  ou  les  pôles  sphériques  de 
leurs  sections  circulaires. 
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Ce  premier  point  obtenu,  le  problème  s’acliève  aisément 
par  la  règle  et  le  eotnpas  ; car  deux  quelconques  des  sec- 
tions circulaires  de  l’un  de  ces  paraboloïdes,  représentées 
dans  leur  propre  plan  par  des  équations  de  la  forme 


se  trouvent  partiellement  définies  par  deux  de  leurs  points 
a et  b , a'  et  b'  : et  les  plans  menés  par  les  points-milieux 
des  cordes  résultantes  ab , a' b',  perpendiculairement  à ces 
cordes,  se  coupent  suivant  l’cixe  du  paraboloïde  (n°  152, 
J).  !57). 

Sco/ie.  — L’analyse  précédente  s’applique  d’elle-inème, 
en  se  simplifiant,  à la  recherche  du  paraboloïde  de  révolu- 
tion défini  par  un  tétraèdre  conjugué. 
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Sommaire.  — Des  surfaces  du  second  ordre  menées  par  un  même  groupe* 
de  sept  poinis,  et  du  huitième  point  commun  & toutes  ces  surfaces.  — 
Constructions  diverses  de  ce  huitième  point.  — Cas  d’indétermination, 
et  translation  du  théorème  plan  de  Desargues  à la  Ugure  formée  de 
huit  points  d’une  cubique  gauche;  construction  du  cercle  oscillateur, 
ou  de  la  sphère  osculalrice  en  un  point  d'une  telle  courbe;  et  détermina* 
tion  du  cylindre  du  second  degré  circonscrit  à un  hexaèdre. 


§ I.  — Du  huitième  point  et  de  sa  détermination  gra- 
phique. Théorème  de  M.  Lamé,  et  construction  corres- 
pondante, de  M.  Hesse. 

279.  Nous  avons  vu  déjà  (n°l75,  p.  178)  que  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  que  l' on  peut  conduire  par 
un  même  groupe  de  sept  points,  passent  d' elles-mêmes 
par  un  huitième  point  déterminé  (Lamé,  Examen  des 
dijjèr.  Mélh.,  p.  38)  ; et  que  les  distances  P,, . . . , Ps  de 
ces  huit  points  à un  plan  quelconque  satisfont  à l'identité 
caractéristique 

(1)  ^\,PJ  = o (n“139,  p.  142). 

Il  reste  à déduire  de  celte  identité  la  construction  du  hui- 
tième point  d'après  les  septautrçs;  et  c’est  à quoi  d’abord 
il  paraît  possible  de  parvenir  de  trois  manières  différentes 
tirées  des  trois  différentes  manières  de  décomposer  l’iden- 
tité (1)  en  deux  équations  équivalentes.  Le  problème  admet 
effectivement  trois  constructions  distinctes  : la  première 
qui  s’effectuerait  dans  l’espace,  mais  que  nous  n’effectue- 
rons, en  réalité,  qu’en  la  ramenant  à la  troisième  (n°28o); 
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la  seconde  qui  s’effectue  dans  le  plan  avec  une  simplicité 
suffisante  (n°  282)  ; la  troisième  enfin  qui  se  réalise  dans 
l’espace  même  où  le  problème  est  posé  et  qu’un  illustre 
géomètre  a pu  réduire  à la  mise  en  œuvre  des  éléments 
mômes  de  la  question,  c’est-à-dire  des  points  donnés  et  des 
droites  ou  des  plans  qu’ils  déterminent.  Nous  reproduirons 
la  solution  de  M.  Hesse,  en  y apportant  d’ailleurs  quelques 
changements  de  nature  à en  faciliter  l’accès  ; car,  si  la 
conclusion  en  est  d'une  admirable  simplicité,  la  méthode 
même  de  l’auteur  ne  laisse  pas  d’être  assez  difficile  à 
suivre,  plus  encore  à retrouver.  Ce  n’est  pas  synthèse 
pure  cependant,  puisque  l’on  est  d’accord  que  l'invention 
procède  seulement  par  voie  d’analyse;  mais,  peut-être, 
n’y  a-t-il  là  que  cette  sorte  d’analyse  dont  les  plus  grands 
géomètres  se  servent  quelquefois,  et  que  nous  nommons 
synthèse;  n’y  voyant  qu’une  suite  d’heureuses  inspirations 
dont  l’enchaînement  nous  échappe,  mais  dont  le  résultat 
égale  ici  tout  ce  que  la  géométrie  nous  offre  de  plus  beau 
( Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1 855,  p.  192). 

280.  Si  l’on  sépare  d'abord  le  premier  membre  de  l'i- 
dentité tangenticlle 


en  deux  parties  composées  l’une  de  six,  l’autre  de  deux 
carrés;  les  équations  équivalentes  qui  en  résultent 

>,  P;  = o,  ),-P;  -f-  1,  P;  =--  o 

représentent  uu  même  système  de  deux  points,  réels  ou 
imaginaires , mais  simultanément  conjugués  aux  deux 
points  7,  8 du  second  groupe  et  à l’octaèdre  1 23  4 56  dé- 
. terminé  par  lessix  points  du  premier  (n°265,  p.  290).  Telle 
est,  par  suite,  l’expression  des  dépendances  qui  existent  entre 
huit,  points  associés  : que  deux  quelconques  d'entre  eux 
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et  les  traces  de  la  droite  qui  les  réunit  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre  déterminé  par  les  six  autres,  font 
toujours  cinq  couples  de  points  conjugués  ou  dix  points 
en  i évolution . 

D’après  ce  théorème,  la  détermination  du  huitième 
point  se  réduirait  à la  solution  du  problème  suivant,  qui 
admet  toujours  une  solution,  et  une  seule,  et  que  nous  ré- 
soudrons plus  loin,  bien  que  d’une  manière  indirecte  : 
mener  par  un  point  donné  (7)  une  transversale  qu( coupe 
les  faces  opposées  d'un  octaèdre  (12  3 15  6)  suivant 
quatre  couples  de  points  en  involution. 

281.  Si  l’on  sépare  ensuite  le  premier  membre  de  l’i- 
dentité ^ X,  P(  ==  o en  deux  parties  composées  l’une  de 
cinq,  l’autre  de  trois  cariés;  les  équations  résultantes 


représenteront  encore  une  seule  et  même  surface  double- 
ment conjuguée  au  pentagone  gauche  I2345(n°  70,  p.  56) 
et  au  triangle  6 7 8,  comme  cela  résulte  de  la  forme  même 
de  ces  équations.  Mais  il  résulte  du  nombre  des  va- 
riables contenues  dans  la  dernière,  que  cette  surface  se  ré- 
duit à une  conique  située  dans  le  plan  07  8 et  simultané- 
ment conjuguée  à ce  triangle,  au  pentagone  gauche  12. ..5 
et  dès  lors  aussi  au  pentagone  plan  I 2. . .5  qui  aurait  pour 
sommets  successifs  les  traces  des  côtés  successifs  de  celui-là 
sur  le  plan  0 7 8 (n°  70,  p.  5y).  Telle  est  donc  aussi  l'ex- 
pression des  dépendances  qui  existententre  huit  points  asso- 
ciés : que  le  triangle  0 7 8 déterminé  par  trois  quelconques 
de  ces  points  et  le  pentagone  12345  ayant  pour  som- 
mets successifs  les  traces  sur  le  plan  de  ce  triangle  des 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  IX. 


3.4 

côtés  successifs  du  pentagone  gauche  12  3-45  déterminé 
par  les  cinq  autres , sont  toujours  conjugués  à une  meme 
conique. 

282.  Pour  déduire  de  ce  théorème  la  construction  du 
huitième  point,  nous-modifierons  d'abord  la  notation  pré- 
cédente et  nous  désignerons  par  x,  y,  z,  1,2,  3,  4 les 
sept  points  donnés;  par  5,  le  huitième  point  (ju’il  s’agit 
de  construire. 

1).  Soient,  à cet  effet, 

o'=x  = y =zz 

les  côtés  du  triangle  donné  xyz , et 

(1)  «X1  ■+■  6Y1  -t-  cZ2—  o 

l'équation  de  cette  conique  que  le  théorème  précédent  nous 

montre  comme  conjuguée  à la  fois  au  triangle  de  référence 

xyz , au  pentagone  gauche  1 2.  . . 5 et  au  peutagone  plan 

12.  . .5  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces  des 

côtés  successifs  du  premier  sur  le  plan  X)  z ( Jig . 5y). 

Fig.  57. 

î 

A 

1 
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s '‘  v 

♦ O 


Le  pointa,  qu’il  s’agit  de  construire,  étant  inconnu,  le 
pentagone  conjugué  12.  . .5  n’est  connu  que  partiellement 


,3  . 

1 ' V 

; -irzK 
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par  ses  trois  premiers  sommets  1,  2,  3 et  un  point  du  côté 
suivant  45  : le  point  o suivant  lequel  la  diagonale  1 4 du 
pentagone  gauche  1 2...  5 coupe  le  plan  xyz.  Mais  ces  élé- 
ments se  séparent  d’eux-mèmes  en  deux  couples  de  points 
conjugués  par  rapport  à la  courbe  (i),  les  points  1 et  3, 
2 et  o.  On  connaît  donc  un  triangle  conjugué  xy  z et  deu.r 
couples  de  points  conjugués  1 et  3,  2 et  o de  la  courbe  (i). 
Cette  courbe  est  implicitement  déterminée  par  ces  condi- 
tions, et  elle  détermine  à son  tour  les  polaires  34,  45,  51 
des  sommets  1,  2,  3 du  pentagone  conjugué  12. . .5,  et  ce 
pentagone  lui-même  dont  les  derniers  sommets  4,  5 dé- 
terminent enfin  les  derniers  côtés  1 5,  4 1 et  le  cinquième 
sommet  du  pentagone  gauche  1 . . .5,  ou  le  huitième  point. 

a).  Il  reste  toutefois  à montrer,  une  conique  étant  défi- 
nie par  un  triangle  et  deux  couples  de  points  conjugués 
(o,  2),  (1,3),  commenton  détermine  la  polaire  de  l’un  de  ces 
points,  tel  que  1 : ou,  puisque  cette  polaire  passe  déjà  par 
le  point  3,  comment  on  en  détermine  un  nouveau  point  l/. 

Imaginons,  à cet  effet,  une  série  de  coniques  conjuguées 
au  triangle  xyz  et  au  groupe  (o,  2),  ou  conjuguées  aux 
quatre  couples  de  points 

•*T,  2-r,  «»2. 

Les  polaires  du  point  1,  par  rapport  à toutes  ces  coniques, 
concourent  en  un  même  point  l' défini,  comme  l’on  saii 
(n°  160,  p.  162),  par  l’identité  tangentielle 

(0  XY  + YZ  + ZX  -I-  P.  P:  ==  P,  P', 

que  l’on  peut  écrire 

(/')  XY  -H  YZ  4-  ZX  = P,  P, — P,  P’, . 

Les  équations  tangcnlielles  équivalentes 
(a)  XY  -4-  YZ  -4-  ZX  = o, 

(a')  P„P,-P,P',  = o . 
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représentent  donc  (./'£•  58)  une  seule  et  même  conique  in- 
scrite au  triangle  r)  z et  au  quadranglc  o I i l^-  On  connait 

Fig.  58. 


cinq  tangentes  distinctes 

J ir,  Xz,  ni,  12 

de  cette  conique  auxiliaire  (a)  ou  (a');  et,  si  on  lui  mène 
par  les  points  o et  2,  deux  nouvelles  tangentes  ol',  2 1', 
leur  point  de  concours  I'  sera  conjugué  au  point  1 par 
rapport  à toutes  les  coniques  de  la  série  et  spécialement 
par  rapport  à la  courbe  (i)  qui  en  fait  partie.  On  aura  donc 
deux  points  distincts  1'  et  3 de  la  polaire  du  point  I par 
rapport  à celte  dernière  courbe  : cette  polaire  elle-même, 
ou  le  côté  34  = 31' du  pentagone  conjugué  1 23 45,  etc. 

On  voit  que  la  construction  du  huitième  point  se  réalise 
presque  tout  entière  dans  le  plan  xjz  de  trois  des  points 
donnés,  et  n’exige  que  l’emploi  répété  de  ce  problème  li- 
néaire : « mener  à une  conique  une  sixième  tangente,  par 
un  point  donné  sur  l’une  des  cinq  tangentes  qui  la  déter- 
minent. » 

283.  Remarque.  — La  solution  précédente  paraîtrait 
en  défaut  et  le  huitième  point  serait  réellement  indé- 
terminé, si  le  point  l'  fig . 58)  se  confondait  avec  le 
point  3,  ou  si  le  triangle  xyz  et  le  quadranglc  o!23 
( fi  g.  5y)  se  trouvaient  circonscrits  A une  même  conique. 
Le  huitième  point  est  donc  indéterminé  lorsque  le  triangle 
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xy:  formé  de  trois  des  sept  points  donnés,  et  le  quadrila- 
tère ayant  pour  sommets  successifs  les  traces,  sur  le  plan 
de  ce  triangle,  des  côtés  successifs  du  qtjadrangle  1234  for- 
mé par  les  quatre  autres,  se  trouvent  circonscrits  à une 
même  conique.  Ce  cas  singulier  donne  lieu  à des  consé- 
quences remarquables  sur  lesquelles  nous  reviendrons  § II. 

284.  Si  l’on  sépare  enfin  le  premier  membre  de  l’iden- 
tité \ =o  en  deux  parties  composéesl’  une  et  l’autre 

de  quatre  carrés,  les  équations  résultantes 


représentent  encore  une  seule  et  même  surface  doublement 
conjuguée  aux  deux  quadrangles  gauches 

12  34,  5678, 

ou  aux  deux  tétraèdres  construits  sur  les  mêmes  sommets. 
Si  l'on  sépare  dès  lors  huit  points  associés  en  deux  groupes 
égaux  composés  l'un  et  l'autre  de  quatre  points,  les 
deux  tétraèdres  ayant  pour  sommets  respectijs  les  points 
de  l'un  ou  de  l'autre  groupe  sont  toujours  conjugués  à 
une  meme  suif  ace  du  second  ordre  (Hesse).  Et  c'est  de  ce 
théorème,  obtenu  d’ailleurs  à l’aide  de  considérations 
toutes  différentes,  que  ce  géomètre  a pu  déduire  la  con- 
struction comprise  dans  l’énoncé  suivant. 

28o.  Théorème.  — Si  (/ig.  5g) 

a , b , r , d et  a',  b',  c' , d' 

désignent  huit  points  associés  : les  deux  systèmes  de  trois 
droites  menées  respectivement  par  deux  de  ces  points 

d,  d', 
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de  manière  à s'appuyer  sur  les  côtés  opposés  de  l 'hexa- 
gone 

abca'b'c' 

defini  par  les  six  autres , déterminent , sur  les  côtés  suc- 
cessifs de  celui-là , les  sommets  successifs  de  deux  nou- 
veaux hexagones  ( Jig . 5q  ) 

{h)  r/tX  YZ, 

(//')  x'j'i'X'Y'Z', 


dont  les  côtés  font  douze  génératrices  d'un  même  h)  - 
prrboloïde  (H  esse). 


Fif».  59. 


. 


I* 


i 

fej/ 

X \r 


W 


1).  Les  trois  diagonales  de  l’hexagone  (h)  se  croisant  au 
point  d,  ses  côtés  opposés  sont  deux  à deux  dans  un  même 
plan,  de  telle  sorte  que  si  l’on  prend  pour  directrices  d’un 
hyperboloïde  les  côtés  pairs  de  cet  hexagone,  ses  côtés 
impairs  en  feront  trois  génératrices.  Les  côtés  de  l’hexa- 
gone (//)  font  dès  lors’  six  génératrices  d’un  premier 
hyperboloïde  (H);  les  côtés  de  l’hexagone  [h'),  six  géné- 
ratrices d’un  second  hyperboloïde  (H').  Il  suffira  donc 
d’établir  que  ces  deux  hyperboloïdes  se  confondent,  ou  que 
chacun  des  côtés  de  l'un  de  ces  hexagones  rencontre  tous 
les  côtés  pairs  de  l'autre , ou  tous  scs  côtés  impairs  : par 
exemple,  que  le  côté  x'y'  du  second  rencontre  chacun  des 
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côtés  impairs  xy , zX,  YZ  du  premier.  Et  comme  la  ren- 
contre des  droites  x'ÿ , xy  est  assurée  par  leur  commune 

situation  dans  le  plan  b de  l’un  des  angles  de  l'hexagone 
initial  abca'b'c' , il  nous  sufiira  d’établir  la  situation  en 
un  même  plan  des  droites  x'y'  et  zX,  x'y'  et  YZ,  ou  seu- 
lement des  deux  dernières.  Bornons-nous  donc  à établir 
que  les  droites  x'y'  et  YZ  se  rencontrent , ou  que  les  qua- 
tre points  x'i  y'.  Y,  Z sont  dans  un  même  plan. 

a).  A cet  effet,  considérons,  avec  M.  Hesse,  la  surface 
du  second  ordre  que  le  théorème  précédent  nous  montre 
comme  conjuguée  à chacun  des  tétraèdres 

abcd,  a' b' 

et  cherchons  d'abord,  par  trois  de  ses  points,  le  plan  po- 
laire correspondant  P du  point 

p — (aa\  cdc), 

trace  de  la  droite  aa'  sur  le  plan  cdc' . 

Le  point  p appartenant  à la  droite  qui  réunit  les  som- 
mets a,  a' des  deux  tétraèdres,  le  plan  P passe  d’abord  par 
la  droite  [bcd,  b'c'd'),  intersectiou  des  plans  polaires  de 
ces  sommets  par  rapport  à la  surface  ; et  il  est  aisé  de  voir, 
sur  la  figure,  que  cette  droite  renferme  : t°  le  point  Y qui 
n’est  autre  que  la  trace  sur  le  premier  de  ces  plans  bcd, 
d’une  droite  b'e'  située  dans  le  second;  2°  le  point  y',  in- 
tersection du  second  de  ces  plans  b'c'd'  et  d une  droite  bc 
située  dans  le  premier.  Le  point  p appartenant  en  outre  au 
plan  cdc',  mené  par  barète  cd  du  premier  tétraèdre  et  le 
sommet  c'  du  second;  le  plan  P contiendra,  en  outre,  le 
point  ( ab , a' b' d')  ou  x' . Le  plan  polaire 

P = (*'r'Y) 

est  donc  défini  déjà  par  trois  de  ses  points. 

3).  Mais  M.  Hesse  nous  montre  que  l’on  peut  en  déter- 
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rainer  un  quatrième.  Et  c'est  d'ailleurs  dans  cette  détermi- 
nation par  excès , comme  dans  le  choix  de  ce  dernier  «lé- 
meut,  que  réside  le  nœud  de  la  question. 

Pourl’obtcuir,  nous  quitterons  un  moment  la  route  tracée 
pat  l’illustre  géomètre,  en  utilisant  un  théorème  antérieur 
sur  les  propriétés  homologiques  auxquelles  donnent  lieu  un 
triangle  quelconque  de  l’espace  et  le  trièdre  qui  lui  est  con- 
jugué (ii°  180,  p.  181).  Les  côtés  du  triangle  coupant  en 
effet  les  faces  homologues  du  trièdre  en  trois  points  en 
ligne  droite,  il  en  résulte,  les  plan*  polaires  des  deux  pre- 
miers sommets  du  triangle  étant  supposés  connus,  que  l'on 
peut  en  déduire  un  point  du  plan  polaire  du  dernier.  Ap- 
pliquant celte  observation  au  triangle 

I «i  , p | 

• et  au  trièdre  conjugué 

| brd,  a'b'd',  P |, 

nous  pourrons,  en  laissant  de  côté  le  plan  polaire  P et  le 
traitant  comme  s il  m’était  déjà  connu,  en  obtenir  un  nou- 
veau point  //situé  sur  la  droite  ac' , et  distinct  dès  lors  de 
ceux  que  nous  connaissons  déjà.  Effectivement,  les  traces 
des  côtés  du  triangle  précédent  sur  les  plans  des  faces  ho- 
mologues du  trièdre  conjugué,  savoir  : 


(1) 

c*  jj  bed  f 

(2) 

♦ 

ap  a'  b'd’ 

(3) 

ac'  P, 

devant  se  trouver  en  ligne  droite;  la  droite  menée  par  les 
deux  premières  de  ces  traces  coupera  le  troisième  côté  ac' 
suivant  la  troisième,  ou  suivant  un  nouveau  point  p'  du 
plan  P.  Or,  puisque  Je  point  p appartient,  par  définition, 
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au  plan  c'cd  (Jig.  fio),  la  première  de  ces  traces  (i)  n’est 
autre  que  le  point  de  concours,  désigné  sur  la  ligure  par  la 


V ~ «■ 

/ 


lettre  <y,  des  droites  c’p , cd.  Puis([ue  le  point  p appartient 
à la  droite  au',  la  seconde  (a)  n'est  autre  que  le  point  a’  lui- 
même  ; et  le  nouveau  point  //que  nous  cherchons  n’est 
autre  que  le  suivant  : 

p’  — ar  a'q, 

ou  encore,  puisque  le  point  «y  appartient  à la  droite  cd , 

p'  — d''  a'  c<t  ; 
ou  enfin,  sur  la  fi  g.  5g, 


Les  quatre  points  x',  y',  Y,  Z appartiennent  donc  à un 
même  plan 

p = y.r'YZ; 

donc,  etc. 

28(i.  Observation  I. — La  construction  précédente  est 
en  défaut  lorsque  le  septième  point  d est  tellement  situé 
par  rapport  aux  six  autres  a,  b , c,  a1,  b',  c',  que  l’hexa- 
gone xyz  XYZ  cesse  d’èlre  gauche.  j\ous  reviendrons  plus 
loin  sur  ce  cas  singulier  et  sur  les  circonstances  précises 
dans  lesquelles  il  se  produit. 

ai 
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Observation  II.  — On  peut  présenter  nullement  la 
construction  précédente,  et  de  manière  à en  éliminer  toute 
considération  synthétique. 

Remarquons  pour  cela  que  si  les  sept  points  donnés  a,  b.c , 
a',b',c',d  appartenaient  à une  même  cubique  gauche,  le 
huitième  point  d' serait  partiellement  indéterminé  et  pour- 
rait être  pris  arbitrairement  sur  cette  courbe.  Chacun  des 
deux  derniers  points  d , d' serait  alors  le  sommet  d’un  cône 
du  second  ordre  circonscrit  à f’hexagone  gauche  abca'b'c'. 
Or  le  théorème  de  Pascal  transporté,  par  la  perspective, 
de  l’hexagone  plan  inscrit  à une  conique,  à l'hexagone 
gauche  abca'b'c'  inscrit  à un  cône  de  sommet  d (ou  d'), 
montre  que  les  droites  xX  , y Y,  z Z (ou  x'X', ...)  con- 
duites par  ce  sommet,  de  manière  à s’appuyer  sur  les  côtés 
opposés  de  l’hexagone  inscrit  abca'b'c',  tombent  dans 
un  même  plan.  Dans  le  cas  supposé,  les  deux  hexagones 
secondaires  ( jig . 5<),  p.  3iS)  xyz  XYZ,  x'y'z'IL' Y'Z'  se- 
raient donc  plans  l’un  cl  l’autre,  et  leurs  douze  côtés  ap- 
partiendraient à une  même  surface  du  second  ordre  réduite 
à l’ensemble  de  deux  plans.  Passant  ensuite  de  ce  cas  sin- 
gulier au  cas  ordinaire,  il  serait  naturel  de  supposer  que 
les  côtés  des  deux  hexagones  secondaires  font,  dans  le  cas 
général,  douze  génératrices  d’un  même  hyperboloïde ; et 
l’on  verrait,  comme  tout  à l’heure,  que  la  vérification  de 
cette  hypothèse  se  réduit  à établir  la  situation  en  un  même 
plan  des  quatre  points  x',y  ',  Y,  Z : ou  la  collinéalion,  sui- 
vant un  même  point  p,  de  leurs  plans  polaires  par  rapport 
à cette  surface  S que  nous  savons  être  conjuguée  à chacun 
des  tétraèdres  abcd , a'b'c'd'.  Or  les  plans  polaires  des  trois 
premiers  x',  y',  Y sont  respectivement  ede',  ada\  a' d' a\ 
et  leur  point  de  concours  n’est  autre  que  la  trace,  désignée 
déjà  par  la  lettre  p , de  la  droite  an'  sur  le  plan  cdc'.  Il 
reste  donc  seulement  à établir  que  le  plan  polaire  du  qua- 
trième^, passe  par/>;  ou,  inversement,  que  le  plan  polaire 
de  p passe  par  Z;  et  comme  le  point  Z appartient  à la 
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droite  ac',  c’est  à quoi  l’on  devra  parvenir  en  déterminant 
la  trace  de  cette  droite  sur  le  plan  polaire  du  point  p,  à 
l’aide  des  propriétés  homologiques  du  triangle  pue'  et  du 
trièdre  formé  des  plans  polaires  de  ses  trois  sommets. 

§11.  — De  l'indétermination  du  huitième  point , et  du 
théorème  de  Desargues  transporté,  de  six  points  d'une 
conique , à huit  points  d'une,  cubique  gauche. 

287.  La  construction  donnée  au  n°  282  est  en  défaut,  et 
le  huitième  point , comme  nous  l'allons  voir,  est  réellement 
indéterminé , lorsque  le  triangle  xyz,  formé  de  trois  des 
sept  points  donnés,  et  le  quadrilatère  \ 2 3 4 ayant  pour 
sommets  successifs  les  traces,  sur  le  plan  de  ce  triangle, 
des  cotés  successifs  du  quadi  angle  123  4 formé  des  quatre 
autres,  se  trouvent  circonscrit  s à une  même  conique  (n°283) . 
S’il  en  ést  ainsi  ( Jig . 6i),  ce  même  triangle  xyz  et  l’un 

Fig.  fii. 


t 


quelconque  de  ceux  que  l’on  peut  former  avec  trois  des 
côtés  du  quadrilatère  1 2 3 4,  le  triangle  1 4 3',  par  exemple, 
sont  encore  circonscrits  à uiu:  même  conique.  Par  un  théo- 
rème connu  (n"  197,  p.  209),  leurs  sommets 

(«)  r»  *;  L3',  4 

font  six  points  d’une  seconde  conique;  et  les  droites  in'e- 

21 . 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  IX. 


3a4 

nées,  de  ces  points,  au  sommet  i du  tétraèdre  1 2 34,  six 
génératrices  d’un  même  cône  du  second  ordre.  Or  il  est 
aisé  d'apercevoir , dans  les  trois  dernières  , les  arêtes 
mêmes  1 2,  1 3,  1 4 de  ce  tétraèdre.  Le  premier  1 des  sept 
points 

(?  ) 1,2,  3,  4,  *,r,z 

représente  donc  le  sommet  d’un  premier  cône  do  second 
ordre  passant  par  les  six  autres;  et,  en  vertu  de  l’hypo- 
thèse, il  en  est  de  même  de  chacun  des  points  2,  3,  4.  Les 
sept  points  considérés  appartiennent  donc  à une  même 
cubique  gauche  : commune  intersection  des  quatre  cônes 
que  l’on  \ieut  de  définir,  et  qui  admettent,  en  effet,  deux  à 
deux,  une  génératrice  commune. 

Réciproquement,  si  les  sept  points  donnés  (a)  appar- 
tiennent à une  même  cubique  gauche,  les  précédents  (i) 
font  six  points  d'une  même  conique;  les  côtés  du  trian- 
gle jy z et  dois  quelconques  de  ceux  du  quadrilatère  1234, 
six  tangentes  d’une  autre  conique,  et  notre  construction  du 
huitième  point  se  trouve  encore  en  défaut.  On  a donc  ce 
théorème  : Sept  points  quelconques  de  l'espace  Jont  tou- 
jours partie  d'un  groupe  déterminé  de  huit  points  asso- 
ciés, il  moins  qu'ils  n' appartiennent  à une  meme  cubique 
gauche et  le  huitième  point  qui  est  alors  indéterminé  peut 
prendre,  sur  cette  courbe , telle  position  que  l'on  vouilra 
lui  assigner.  Une  cubique  gauche,  en  effet,  ne  pouvant 
être  rencontrée  en  plus  de  trois  points  par  un  plan  quel- 
conque, en  plus  de  six  par  un  système  de  deux  plans  ou  une 
surface  quelconque  du  second  ordre,  ne  peut  avoir  sept 
points  communs  avec  une  telle  surface  sans  lui  appartenir 
tout  entière.  Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que  l’on 
peut  mener  par  sept  points  d’une  cubique  gauche  passent 
donc  d’el les-mèmes  par  cette  courbe,  qui  est  décrite  tout 
entière  par  le  huitième  point  commun  à toutes  ces  sur- 
faces. 
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Il  résulte  de  là  que  l'on  peut  appliquer  au  groupe  formé 
de  huit  points  quelconques  d’une  cubique  gauche  tout  ce 
qui  a été  dit  déjà  de  huit  points  associés  quelconques  ; ainsi, 
en  premier  lieu  (n°  139,  p.  «4a)  : 

Les  carrés  des  distances  de  huit  points  fixes  d'une  cu- 
bique gauche  à un  plan  quelconque  satisfont  a une  relation 
linéaire  et  homogène  de  la  J orme 

V 1,  P’  = o. 

288.  Si  l’on  sépare  ensuite  celte  identité  en  deux  équa- 
tions équivalentes,  comme  on  a fait  au  n‘‘  280.  on  obtient 
un  théorème  jusqu'ici  inaperçu,  et  qui  est  lié  toutefois  à 
celui  de  Desargues  par  une  aualogie  infiniment  précise, 
ainsi  que  le  montrent  les  énoncés  suivants  : 


Une  conte  et  un  quadrang/e  \ 
étant  inscrits  a une  conique , les  '■ 
deux  extrémités  de  cette  cordc 
et  scs  traces  sur  tes  côtés  opposés  ! 
du  quadrangle  font  trois  couples  ! 
de  points  harmoniquement  conju-  i 
gués  par  rapport  à un  mémo  sys-  I 
tème  de  deux  points,  ou  six  points  ' 
en  involution. 

Et  si  l’on  substitue,  aux  deux  j 
couples  de  côtés  opposés  de  ce  \ 
t fuadranglc  les  trois  couples  de 
côtés  opposés  du  quadrangle  com- 
plet eorres f fondant , on  aura  en  \ 
tout  huit  points  en  in  valut  ion. 


Une  , t orde  et  un  octaèdre 
hexagonal  étant  inscrits  à une  cu- 
bique gauche r les  deux:  extrémi- 
tés de  cette  corde  et  scs  traces 
sur  tes  plans  des  faces  opposées 
de  V octaèdre  font  cinq  couples 
de  points  harmoniquement  con- 
jugués par  rapport  à un  même 
système  de  deux  points,  ou  dix 
points  en  involution. 

Et  si  l'on  substitue  aux  qua- 
tre couples  de  faces  opposées  de 
cet  octaèdre  les  dix  couples  de 
faces  opposées  de  tous  les  octaè- 
dres  construits  sur  les  memes  som- 
mets , on  aura  en  tout  vingt-deux 
points  en  involution. 


289.  D.t  même,  un  triangle  et  un  pentagone  inscrits  à 
une  cubique  gauche  sont  toujours  conjugués  à une  même 
conique  (n°281,  p.  3i3). 

CoitOLLAinr,  I.  — Une  cubique  gauche  étant  définie  par 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  IX. 


3 26 

les  points  1 , 2, . . . , 0,  la  droite  qui  réunit  les  deux  derniè- 
res traces  de  la  courbe  sur  un  plan  quelconque  H mené  par 
le  point  6 coïncide  avec  la  polaire  de  ce  point  par  rapport 
à une  conique  déterminée,  située  dans  le  plan  H et  con- 
juguée au  pentagone  gauche  12...  5 ou  au  pentagone 
plan  dérive  de  celui-là. 

Corollaire  II.  — Les  traces  sur  un  plan  quelconque  H 
d'une  cubique  gauche  définie  par  les  points  1,2, ...,6 
font  les  sommets  d'un  triangle  conjugué  commun  à six 
coniques  distinctes,  situées  dans  ce  plan,  et  respectivement 
conjuguées  aux  pentagones  gauches  12  3 1 5,  23456, 
3 4 561,...  ou  aux  pentagones  plans  dérivés  de  ceux-là. 

Corollaire  III.  — Une  série  de  cubiques  gauches  étant 
menées  par  un  même  groupe  de  cinq  points,  leurs  traces 
sur  un  plan  quelconque  sont  les  sommets  d’une  série  de 
triangles  dont  les  cercles  circonscrits  ont  un  même  centre 
radical. 

■ 21K).  Enfin  , deux  tétraèdres  inscrits  à une  cubique 
gauche  sont  toujours  conjugués  à une  meme  surface  du 
second  ordre  (n°  284,  p.  317).  On  peut  remarquer  que 
les  dépendances,  entre  huit  points  d’une  cubique  gauche, 
exprimées  par  l’un  quelconque  des  théorèmes  précédents, 
se  traduisent  par  trois  conditions,  tandis  que  leur  expres- 
sion complète  en  exigerait  quatre.  Bien  qu’analogues  à 
celui  de  Desargues,  ces  théorèmes  paraissent  donc  ne  de- 
voir donner  lieu  qu’à  des  applications  plus  restreintes  tl  un 
degré.  Il  arrive  cependant,  comme  on  le  verra  bientôt,  que 
ces  données  par  excès  que  supposent  nos  théorèmes,  et  qui 
en  restreignent  l’utilité  quand  il  s’agit  seulement  de  con- 
struire un  nouveau  point  d’une  cubique  gauche,  ou  de  lui 
mener  une  tangente  par  l’un  des  points  qui  la  déterminent, 
deviennent,  au  contraire,  très-avantageuses  dans  d’autres 
recherches  un  peu  moins  aisées,  telles  que  celle  du  plan , 
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du  cercle  ou  de  la  sphère  qui  osculent  la  courbe  en  l'un  de 
ses  points. 

291.  Une  question  incidente  se  présente  naturellement 
ici,  et  sur  laquelle  nous  pouvons  nous  arrêter  un  moment, 
parce  qu’elle  touche  à l'étude  peu  avancée  encore  des  pro- 
priétés géométriques  des  polyèdres. 

•On  vient  de  voir  (n°  288)  que  toute  transversale  qui 
s appuie  en  deux  points  sur  une  cubique  gauche  rencontre 
les  faces  opposées  d’un  octaèdre  inscrit  à la  courbe  suivant 
huit  points  en  involulion.  On  peut  se  demander  si  la  réci- 
proque est  vraie,  ou  chercher  seulement  la  définition  gé- 
nérale des  droites  satisfaisant  il  la  double  condition  de 
couper  les  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
12...  o (3,  suivant  quatre  couples  de  points  en  invo- 
l ut  ion. 

i).  On  reconnaît  d'abord  que,  par  chaque  point  x de 
l'espace,  on  peut  mener  au  moins  une  de  ces  droites.  Car 
si  I on  désigne  par  y le  huitième  point  commun  à toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à l'heptagone 
x 1 2 ...  (3,  l’identité 

\ i,  P;  -4-  «X!  + b Y!  =;  o, 
ou  les  équations  équivalentes 


(0 

AX’-f-6Y*  = o. 

V16 

(«') 

zy-=° 

qui  en  résultent  expriment  que  les  quatre  couples  de  points 
déterminées  sur  la  droite  xy  par  les  faces  opposées  de  l’oc- 
taèdre 1 . . .6  font  quatre  couples  harmoniquement  conju- 
guées aux  deux  points  £,  ïî  représentés  par  l'équation  (i)  : 
ou  quatre  couples  de  points  conjugués  en  involtition 
( n° 280.  p.  3 12). 

2).  Si  l’on  imagine  ensuite  qu’une  seconde  droite  x z, 
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issue  de  la  même  origine,  puisse  offrir  la  même  propriété 
et  rencontrer  effectivement  les  faces  opposées  de  l’octaèdre 
1 . . .0  suivant  quatre  couples  de  points  en  involution;  les 
points  doubles  £,  £ de  cette  involution  seraient  harmoni- 
quement conjugués  aux  deux  points  de  chaque  couple  et 
formeraient  une  surface  évanouissante  (£,£),  conjuguée 
à l’octaèdre,  1 . . .6,  et  dès  lors  représentée  par  une  équation 
de  la  forme 

\'« 

fl,  P’  = o. 

Ma  is  en  désignant  par  z le  conjugué  du  poiut  x dans  l’in- 
volulion  précédente,  ou  le  conjugué  harmonique  de  ce 
même  point  par  rapport  au  système  (£,£):  Is  système 
(E,  £),  rapporté  aux  points  x.  z,  serait  aussi  représenté  par 
une  équation  de  la  forme 

(2')  «XJ  -+-  cZ*  — o : 

et  les  équations  équivalentes  (a),  (2*)  entraînant  l'identité 

(!')  % ji,  P;  -4-  «X’  -+-  rZ’  = o, 

le  point  z serait  un  autre  huitième  point  associé  au  groupe 
X12...6.  Les  sept  points  de  ce  groupe  ne  seraient  donc 
pas  indépendants  les  uns  des  autres;  mais  le  septième  x,  au 
lieu  d'ètre  quelconque,  comme  on  l avait  supposé,  appar- 
tiendrait  à la  cubique  gauche  définie  par  les  six  premiers. 

3).  Il  est  donc  acquis,  d’une  part,  que  toute  droite  qui 
s'appuie  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  circonscrite 
à un  octaèdre  quelconque,  coupe  les  faces  opposées  de  celui- 
ci  suivant  huit  points  en  involution;  de  l’autre  que,  par  un 
point  quelconque  de  l'espace,  on  peut  mener  une  transver- 
sale, et  une  seule,  en  involution  par  rapport  à un  octaèdre 
donné.  .Mais  on  sait  aussi  que  « par  un  point  quelconque 
de  l’espace  on  peut  mener  une  transversale,  et  une  seule, 
qui  s appuie  en  deux  points  sur  une  cubique  gauche  don- 
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née  ».  Il  en  résulte  que  les  deux  transversales  dont  on  vient 
de  parler  se  confondent,  et  l'on  a ce  théorème  : 

Toute  droite  qui  s'appuie  en  deux  points  sur  la  cubique 
gauche,  circonscrite  à un  octaèdre,  coupe  les  faces  oppo- 
sées de  celui-ci  suivant  huit  points  en  involution.  Réci- 
proquement, toute  droite  qui  coupe  suivant  huit  points 
en  involution  les  faces  opposées  d'un  octaèdre  hexagonal 
s'appuie  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  circon- 
scrite. 

292.  « Par  un  point  quelconque  de  l’espace,  on  peut 
toujours  mener  une  droite,  et  une  seule,  qui  s’appuie  en 
deux  points  sur  une  cubique  gauche  donnée.  » 

Cela  est  à peu  près  évident.  Et  l’on  voit  bien  d'abord  que 
si  deux  droites,  issues  de  la  même  origine,  s’appuyaient 
chacune  en  deux  points  sur  la  courbe,  le  plan  de  ces  droites 
couperait  la  courbe  en  quatre  points.  Et  c’est  la  définition 
d’une  cubique  gauche,  qu’elle  ne  puisse  être  coupée  par  un 
plan  quelconque  en  plus  de  trois  points,  réels  ou  ima- 
ginaires 

En  outre,  si  l’on  imagine  l’un  quelconque  des  hyperbo- 
loïdes  à une  nappe  que  l’on  peut  mener  en  nombre  infini 
par  l’origine  x et  la  cubique  gauche  considérée;  le  plan 
tangent  en  x à cet  hyperboloïde  coupera  la  courbe  en  trois 
points  distincts,  lesquels  tomberont  nécessairement  sur  les 
génératrices  rectilignes  contenues  dans cc  plan  et  issues  de 
l’origine  x,  savoir  : l’un  de  ces  points,  sur  l’une  de  ces  gé- 
nératrices; et  les  deux  autres  sur  l’autre.  Donc,  etc. 

293.  Mais  on  peut  compléter  le  théorème  précédent 
par  la  construction  de  cette  droite  unique  qui  le  résout.  Il 
résulte,  en  eflèl,  d’un  théorème  antérieur  (n°280.  p.  3ia) 
que  huit  points  associés  sont  toujours  tels,  que  la  droite 
qui  réunit  deux  quelconques  d’entre  eux  et  l’octaèdre 
ayant  pour  sommets  les  six  autres,  soient  en  involution. 
Rapprochant  ce  théorème  de  l’un  de  ceux  que  l’on  vient 
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d'établir  (n"291),  ou  pourra  dire  d’une  manière  équiva- 
lente que  huit  points  associes  sont  toujours  tels,  que  ta 
droite  qui  réunit  deux  quelconques  d'entre  eux  s'appuie 
en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  qui  réunit  les  six 
autres . 

Il  en  résulte  que  la  droite  menée  d'un  point  quelconque  d 
de  l'espace,  de  manière  à s'appuyer  en  deux  points  sur 
une  cubique  gauche  abc  a’b’c' , passe  par  le  point  associé  d' 
des  sept  points  donnés  <7,  a,  b , c,  a\  b ' , c';  si  dès  lors,  après 
avoir  inscrit  à l'hexagone  abca'b'c1  un  autre  hexagone 
XjzXYZ  dont  les  trois  diagonales  se  croisent  au  point  d , 
et  dont  les  côtés  forment  d’eux-mêmes  six  génératrices  d’un 
hyperboloïde,  on  détermine  les  six  autres  génératrices  sui- 
vant lesquelles  cet  hyperboloïde  est  coupé  par  les  plans 
des  angles  successifs  de  /’ hexagone  initial  abc  a’ b 'c  ',  et 
■le  nouvel  hexagone  x'j  'z'X.1  Y'Z'  quelles  déterminent 
( fig . 5 9,  p.  3 18)  : la  droite  menée,  du  point  d , au  point 
de  concours  d1  des  rliago/iales  de  ce  nouvel  hexagone 
s'appuiera  en  deux  points  sur  la  cubique  gauche  abc  a’b'c' 
et  résoudra  le  problème. 

294.  Il  résulte  du  nombre  des  paramètres  arbitraires 
contenus  dans  f équation 

a AA'  -+-  b BB'  -4-  rCC'  — o 

qu’une  série  de  surfaces  du  second  ordre  circonscrites  à 
un  hexaèdre  (n°  61,  p.  52)  demeurent  capables  de  deux 
conditions  nouvelles  cl  11e  peuvent  dès  lors  être  assujetties 
par  leur  commune  définition  à plus  de  sept  conditions  dis- 
tinctes. On  doit  donc  réduire  à ce  nombre  les  huit  condi- 
tions qu  elles  remplissent  déjà  en  passant  par  chacun  des 
sommets  de  l’hexaèdre;  et  l’on  peut  conclure,  en  d’autres 
termes,  que  toute  surface  du  second  ordre  que  l’on  aura 
menée  par  sept  des  sommets  de  l’hexaèdre  passera  d’elle- 
même  par  le  dernier  : ou  que  les  sommets  d'un  hexaèdie 
quelconque  font  toujours  huit  points  associés.  De  là  ce 
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théorème  curieux  (Jig.  6 2)  : Un  hexagone  123  136  étant 
inscrit  à une  cubique  gauche,  la  droite  xy  qui  réunit,  les 

Fig.  6 1. 

1 x 

3 

6* 


points  de  concours  des  plans  des  angles  pairs  ou  impairs 
de  cet  hexagone  s'appuie  en  deux  points  sur  la  courbe. 

Une  cubique  gauche  étant  définie  par  six  points,  on 
peut  en  obtenir  à prioii,  et  par  une  construction  simple, 
soixante  cordes  distinctes. 

293.  Nous  avons  vu  (n°287,  p.  324)  que  le  huitième  point 
11e  peut  deveni  r indéterminé  que  dans  le  cas  où  les  sept  dont  il 
dépend  appartiennent  à une  même  cubique  gauche.  La  con- 
struction donnée  par  M.  Hesse  (n°  283,  p.  3 1 8)  parait  cepen- 
dant eu  défaut,  en  dehors  même  de  ce  cas  d’exception  et 
toutes  les  fois  que  V hexagone  auxiliaire  xy  z XY  Z (Jig-  5 g, 
p.  3 1 8 ) cesse  d’être  gauche.  Dans  ce  cas,  en  effet,  l hy- 
perboloïde  à une  nappe,  précédemment  défini  par  ce  cir- 
cuit hexagonal,  se  réduit  à un  système  de  deux  plans  : le 
premier,  qui  tombe  dans  le  plan  même  de  l’hexagone 
xy  zXYZ;  le  second,  que  la  construction  générale  cesse  de 
déterminer  et  qui  demeure  inconnu.  Mais  nous  allons  voir 
cpic  ces  deux  plans  se  confondent,  et  que  le  huitième  point  d‘ 
vient  alors  se  confondre  avec  le  septième  d , suivant  une 
direction  dd1  que  I on  peut  construire. 

296.  Eu  premier  lieu,  le  circuit  hexagonal  xizXYZ 
( fig.  59)  ne  cesse  d’être  gauche  que  si  le  septième  point  il 
vient  se  placer  au  sommet  de  l’un  des  cènes  du  second 
ordre  passant  par  les  six  premiers  «,  ù,  c,  n',  b\  c1. 
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Car  si  l’on  projette,  sur  un  plan  quelconque  H,  et  sui- 
vant le  centre  de  projection  d,  l’hexagone  abca'b'c'  en 
afiya' B'y';  on  reconnaît  aussitôt  que  les  trois  diagonales 
xt/X,  yd  Y,  zd'L  du  circuit  hexagonal  xyz  XYZ  aboutis- 
sent respectivement  aux  points  de  concours  des  côtes  oppo- 
sés de  l’hexagone  projeté  otpy  a', S' y'.  Le  circuit  xyz  XYZ 
ne  cesse  donc  d’être  gauche,  et  ses  trois  diagonales  n’ap- 
paiTiennetit  à un  même  plan  que  si  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés  de  l’hexagone  orfiya'fi'y'  sont  en  ligne 
droite  : auquel  cas  cet  hexagone  est  inscriptible  à une  coni- 
que, et  l’hexagone  initial  abca'b'c'  à un  cône  du  second 
ordre  ayant  pour  sommet  le  point  d. 

La  construction  Hesse  ne  sera  donc  en  défaut  que  si  le 
septième  point  d appartient  à la  surface  du  quatrième 
ordre  S4  — lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du 
second  passant  par  abca'b'c'  — et  qui  renferme  en  par- 
ticulier la  cubique  gauche  (abc a'b'c')  définie  par  ccs 
mêmes  points. 

Plaçons-nous  dès  lors  dans  ce  cas  d’exception;  et,  dési- 
gnant par 

1,2,  3,  4,  5,  fi,  7 ou  P.P....P,  =o 

les  sept  points  donnés,  supposons  que  le  septième  soit  le 
sommet  d’un  cône  du  second  ordre  passant  par  tous  les 
autres.  Par  un  théorème  antérieur  (n°  208,  p.  292),  on 
pourra  satisfaire  à l’identité  langenticlle 

(0  V),PÎ=P,Q; 

par  une  détermination  convenable  du  point  = o.  et  que 
l’on  peut  réaliser  géométriquement.  Car  le  système  de 
deux  points  * 

P;  Q-  = o, 

défini  par  cette  identité,  est  divisé  harmoniquement  par 
deux  faces  opposées  quelconques  de  l’octaèdre  1 23456  ou 
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P, . . . P,  = o;  et  le  second  de  ces  points  est  à l'intersection 
des  plans  polaires  du  premier  par  rapport  aux  dièdres  for- 
més de  deux  faces  opposées  quelconques  de  cet  octaèdre.  Or, 
si  P cl  Q désignent  deux  points  auxiliaires,  harmonique- 
ment conjugués  au  segment  P,  Q,,  on  pourra  poser 

P,=  P-t-/»Q,  Q;==P—  »/Q; 

1 identité  précédente,  à son  tour,  pourra  s’écrire 

(i'J  Y\  P;  = P'—  m’Q>, 

et  l’on  en  déduira  que  toute  surface  du  second  ordre  menée 
par  les  points  1,  2,  . . .,6  et  P passe  d’elle-mème  par  le 
point  Q.  D’ailleurs  si  le  point  P se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  7 ou  P,  = o,  il  en  est  de  même  du  point 
conjugué  Q.  Et  l’on  en  conclut,  en  passant  à la  limite,  xjue 
si  le  point  7 est  le  sommet  d'un  cône  du  second  ordre 
passant  par  1 , 2, . . . ,î>,  6 : tonte  surface  du  second  ordre 
menée  par  1 , 2, . . . , 5, 1),  7 passe  d' elle-même  une  seconde 
fois  par  le  point  7,  et  touche  eu  ce  point  la  droite  77',  ou 
P7  (^7  — . o,  qui  le  réunit  au  point  île  concours  de  ses  plans 
polaires  par  rapport  aux  dièdres  formes  des  jaces  oppo- 
sées de  V octaèdre  1 . . .6. 

Ce  théorème  pourra  donc  suppléer  à la  construction  de 
M.  Hesse  toutes  les  fois  qu’elle  sera  en  défaut. 

397.  Enfin  si  le  septième  point  7 vient  se  placer  sur  la 
cubique  gauche  12. . .o(>  définie  par  les  six  autres,  toutes 
les  conséquences  précédentes  subsistent  encore,  mais  avec 
une  particularité  de  plus,  et  qui  fournil  une  analogie  nou- 
velle entre  les  coniques  et  les  cubiques  gauches. 

Dans  ce  cas,  effectivement,  toute  surface  du  second  ordre 
menée  par  les  points  I,  . . (5,  7,  contient  tout  entière  la 

cubique  gauche  sur  laquelle  on  les  suppose  situés.  Et 
comme  celle  surface  n’est  soumise  par  là  qu’à  sept  condi- 
tions distinctes,  il  faut  nécessairement  que  cette  droite  7 7', 
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ou  P,  Q,  = o.  ù laquelle  elle  est  tangente  par  ce  qui  pré- 
cède, soit  tangente  elle-même  à cette  courbe. 

De  là  l'analogie,  que  mettent  en  évidence  les  énoncés 
suivants  : 


Un  qundrnngle 

1\  Pj  Pj  P.  — » 

étant  inscrit  à une  conique,  les  pn- 
Ittircs  d'un  /mini  quelconque  de  In 
courbe 

I\=o 

par  rapport  aux  trois  angles  for- 
més tirs  côtés  opposés  ou  tics  dia- 
gonales de  ce  qundrnngle  se  cou- 
pent en  un  second  point 

y,  = O 

défini  fuir  l'identité  tnngenticlle 

y'\p]  *--5  p.  q,, 

I > S 'f  j ’ 

et  la  droite 

p.o, 

qui  les  réunit  est  tangente  à la 
courbe  suivant  le  premier  de  ces 
points . t 


| Un  octaèdre  hexagonal 

P P ...P  P = o 

; étant  inst  rit  à une  cubique  gauche , 
les  plans  polaires  d ’ un  point  quel- 
i conque  de  la  courbe 

P : = 0, 

par  rapport  aux  différents  dièdres 
formés  des  faces  opposées  de  cet 
octaèdre,  se  coupent  en  un  second 
I jtoint 

Q:  = O 

défini  par  V identité  tangentielle 


| et  la  droite 

P,Q, 

: qui  les  réunit  est  tangente  à la 
courbe  suivant  le  premier  de  ces 
points. 


Observation . — La  surface  du  quatrième  ordre,  lieu 
géométrique  des  sommets  des  cônes  du  second  circonscrits 
à un  hexagone  gauche  abc  a'b' c' , et  la  surface  de  qua- 
trième classe  enveloppe  des  plans  des  coniques  inscrites  à 
l’hexaèdre  déterminé  par  les  plans  des  angles  successifs 

a,  b , c . . . de  ce  même  hexagone,  se  correspondent  de  telle 
manière  que  chaque  point  d de  la  première  fournit,  parla 
construction  indiquée,  un  plan  tangent  (xyzXYZ)  de  la 
seconde:  ou  inversement.  L’hexagone  plan  xjzXYZ  qui 
correspond  au  point  d est  tel,  en  effet,  que  ses  trois  diago- 
nales jX,  y Y,  zZ  concourent  en  un  môme  jioint  df  : il  est 
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donc  circoiiscriptible  à une  conique  déterminée,  inscrite 

elle-même  à 1 hexaèdre  (a  b c a' b' cf). 

298.  Étant  donnés  .six points  1 , 2, 3,  X,  y,  z d' unccubique 
gauche,  si  l’on  détermine  d’abord  les  traces  successives 
1,2,3,  sur  le  plan  xyz,  des  droites  12,23,31,  et  que, 
considérant  une  conique  inscrite  au  triangle  xyz,  et  tan- 
gente, suivant  le  point  2,  à la  droite  123,  on  lui  mène  par 
1 et  3 deux  nouvelles  tangentes  : la  droite  menée  de  leur 
point  de  concours  4 au  point  1 ser.a  tangente  en  ce  point  à 
la  courbe  gauche  proposée. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  de  sept  points  d'une 
cubique  gauche,  mentionnée  au  n°  287,  et  de  la  considé- 
ration auxiliaire  d’un  quadrilatère  inscrit  1234  dont  le 
quatrième  sommet  se  rapprocherait  indéfiniment  du  pre- 
mier. 

299.  Étant  donnés  six  points  1 , 2,  3,  x,  y , z d'une  cu- 
bique gauche  et  la  tangente  1 4 eu  l'un  de  ces  points 
{ fi g.  63);  si  l’on  détermine  d’abord  les  traces  1, 2,  3,  4 sur 

Fig.  G3. 


1 

Tt 


\ 


le  plan  ryz,  des  droites  1 2,  23,  3 1 et  de  cette  tangente;  et 
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que,  considérant  la  conique  définie  par  les  points 

X y z 2 X 
•*»  J » ■**  * » 

on  détermine  la  seconde  trace  4'  de  cette  courbe  sur  la 
droite  indéfinie  123:  le  plan  mené  par  la  droite  U' et  le 
point  1 sera  oscillateur  en  ce  point  à la  courbe  gauche 
proposée. 

C’est  ce  qui  résulte  de  la  propriété  de  huit  points  d’une 
cubique  gauche  (n"  28!),  p.  3a5)  et  de  la  considération  auxi- 
liaire d’un  pentagone  inscrit  1 2315  dont  les  deux  derniers 
sommets  1 et  5 se  rapprocheraient  indéfiniment  du  pre- 
mier 1,  en  se  mouvant  toujours  sur  la  courbe  ( fig . 6’4).  8i 
1,2,3, 4,  S 

désignent,  en  effet,  les  traces  sur  le  plan  xyz  des  côtés 
successi  fs 

12,  23,  34,  45,  51 

du  pentagone  mobile  considéré,  nous  savons  d’abord  que 
le  triangle  fixées  et  le  pentagone  plan  1234  5 seront  à 

Fig.  fi'|. 


1 


chaque  instant  conjugués  à une  même  conique.  Mais  nous 
savons  aussi,  et  cela  résulte  d’ailleurs  de  la  seule  définition 
du  pentagone  conjugé  à une  conique,  que  si  l’on  prolonge 
jusqu’à  leur  mutuelle  intersection,  en  4',  deux  côtés  non 
consécutifs,  2 3 et  4 5,  d’un  tel  pentagone,  le  triangle  ré- 
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2 5 4' 


est  conjugué  à la  même  courbe.  Le  triangle  fixe  xyz  et  le 
triangle  variable  2 54'  se  trouvent  donc  à chaque  instant 
conjugués  à une  même  conique,  et,  par  un  théorème  anté- 
rieur, leurs  sommets 

■r,jr,  z,  2,  5,  4' 

font  toujours  six  points  d'une  seconde  conique.  Il  en  est 
donc  encore  de  même  à la  limite  lorsque  les  sommets  4 et 
o du  pentagone  gauche  primitif  viennent  se  confondre  avec 
le  point  1 : 

4 = 5=1, 

et  l’on  peut  dire  que  la  conique  défi  nie  par  les  points  x,j,z, 
le  point  2 cl  le  point-limite  du  point  5 , contient  encore 
le  point  limite  du  point  4'.  Or  le  point  5 a pour  limite  la 
trace,  sur  le  plan  xyz , de  la  tangente  au  point  1 de  la 
cubique  gauche  proposée;  et  le  point  4',  intersection  des 
droites  2 5 et  4 5,  a pour  limite  l’intersection  de  la  droite 
125  de  la  figure-limite  et  de  la  trace,  sur  le  plan  xyz , 
du  plan  osculateur  que  I on  se  proposait  de  construire. 
Donc,  etc. 

300.  Étant  donnés  six  points  O,  1,2,  3,  -4,  5 d’une  cu- 
bique gauche,  la  tangente  ÜO'  et  le  plan  oscillateur  OO'O" 
en  l’un  de  ces  points;  si  l’on  construit  d’abord  les  traces 
1,2 , 3,  4,  5 sur  ce  plan  des  droites  1 2,  23,  3-4,  45,  51,  et 
que,  considérant ,1a  conique  conjuguée  au  pentagone  ré- 
sultant 1 23  4 5,  on  en  détermine  le  cercle  diagonal  : le 
cercle  osculateur  au  point  O de  la  courbe  gauche  proposée 
coïncidera  avec  le  cercle  mené,  par  ce  point,  tangcnliellc- 
nient  à cette  courbe  et  orlhogoualcment  au  cercle  diagonal 
de  la  conique  précédente. 

C’est  ce  qui  résulte  encore  dç  la  propriété  de  huit  points 
d’une  cubique  gauche. 

Imaginons,  en  effet,  un  triangle  variable  OO'O",  inscrit 

22 
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à la  courbe,  ei  doni  les  deux  derniers  sommets  se  rappro- 
chent indéfiniment  du  premier  O qui  est  fixe;  et  soit 
ri'3'4'5'  un  pentagone  ayant  pour  sommets  successifs  les 
traces  des  côtés  successifs  du  pentagone  gauche  \ 2345  sur 
le  plan  de  ce  triangle.  Le  pentagone  1 2' 3'4'3' et  le  triangle 
OO'O"  étant  toujours  conjugués  à une  même  conique,  le 
cercle  OO'O",  circonscrit  à ce  triangle,  et  le  cercle-diago- 
nal de  cette  conique  sont  constamment  orthogonaux.  I.a 
même  propriété  subsiste  donc  encore,  à la  limite,  lorsque 
les  points  O,  O',  O"  se  confondent  ; cl  les  cercles  limites 
des  deux  précédents  sont  encore  orthogonaux.  Or  la  limite 
du  cercle  OO'O"  est  le  cercle  osculateur  au  point  O de  la 
cubique  gauche  considérée  ; et  la  limite  du  cercle-diagonal 
de  la  conique  conjuguée  au  peutagone  i't' . : . 3',  le  cercle- 
diagonal  de  la  conique  conjuguée  au  pentagone-limite 
1 2 ...  3.  Donc,  etc. 

Remarque  J.  — Le  point  O pouvant  être  considéré 
comme  un  triangle  de  dimensions  évanouissantes  simulta- 
nément inscrit  à la  courbe  gauche  proposée,  et  conjugué  à 
la  conique  précédente;  celle-ci  passera  d’elle-mèmc  par  le 
point  O et  touchera  d’elle-mème  en  ce  point  la  courbe  pro- 
posée. 

Remarque  II . — Le  cercle  diagonal  de  la  conique  con- 
juguée au  pentagone  123  45  se  peut  construire  indépen- 
damment de  cette  conique,  et  en  quelque  sorte  à priori.  Un 

Fig.  6.‘>. 

1 


pentagone  conjugué  i 2 . . . fi  (jlSm  65)  donnant  en  effet 
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naissance  à cinq  triangles  distincts  1 3 2',  1 -13',  2 31',  . . . , 
conjugués  a la  même  conique  : les  cercles  circonscrits  à 
trois  quelconques  de  ces  triangles  sont  orthogonaux  au 
cercle-diagonal  de  cette  conique  et  le  déterminent. 

301.  Étant  donnés  cinq  points  O,  1,2,  3,  4 d'une  cu- 
bique gauche,  I e plan  et  le  cercle  oscillateur  en  l'un  de 
ces  points  O;  si  l’on  détermine  la  sphère  diagonale  d’un 
ellipsoïde  qui,  passant  par  le  pointO  et  tangent  en  ce  point 
au  plan  donné,  serait  en  outre  conjugué  au  tétraèdre  1234: 
la  sphère  menée  par  le  cercle  donné  orthogonalement  à la 
précédente  représentera  la  sphère  osculutrice  de  la  courbe 
gauche  proposée. 

Si  l’on  prend,  en  effet,  sur  celte  courbe,  trois  nouveaux 
points  quelconques  O,,  O,,  ü3,  les  huit  points  associés 
O,  O,,  Oj,  Oj,  1,2,  3,  4 donnent  naissance  à deux  té- 
traèdres, 

00,0,0,  et  1234, 

conjugués  a un  même  ellipsoïde  : la  sphère-diagonale  de 
cet  ellipsoïde  coupe  orthogonalement  la  sphère  circonscrite 
, à l’un  quelconque  de  ces  tétraèdres  ; et  cette  propriété  ayant 
lieu,  quels  que  soient  les  points  O,,  O,.  03,  subsiste  encore 
à la  limite,  quand  ils  se  confondent  avec  le  point  O.  La  li- 
mite de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  00,  0,0,,  ou 
la  sphère  osculatrice  de  la  courbe  gauche  considérée,  coupe 
donc  orthogonalement  la  sphère-diagonale  d’un  ellipsoïde 
conjugué  au  tétraèdre  1234  et  au  point  O considéré 
comme  limite  du  tétraèdre  00,0,0*,  ou  assimilé  à un 
tétraèdreconjuguédedimensions  évanouissantes.  Le  pointO 
appartient  donc  à cet  ellipsoïde-limite,  et  celui-ci,  de  plus, 
est  langent  en  ce  point  à la  limite  du  plan  00,  O,  ou  au 
plan  osculateur.  Donc,  etc. 

Remarque.  — Liant  donnés  les  plans  polaires  de  deux 
points  distincts  par  rapport  à une  surface  du  second  ordre, 
si  par  chacun  de  ces  points  on  mène  un  plan  parallèle  au 

a?.. 
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plan  polaire  de  l’autre,  les  arêtes  des  deux  dièdres  qui  ré- 
sultent. des  deux  plans  proposés,  ou  de  leurs  parallèles, 
déterminent  un  plan  contenant  le  centre  de  la  surface 
(n°  182,  p.  186).  Le  centre  d’un  ellipsoïde  défini  par  un 
tétraèdre  conjugué,  un  plan  tangent  et  son  point  de  con- 
tact, se  trouve  donc  au  point  de  rencontre  de  quatre  plans 
distincts  que  l’on  peut  construire.  El  la  sphère  déciite  au- 
tour de  ce  point  comme  centre,  orthogonalcinent  à la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre  donné,  représente  la  sphère-dia- 
gonale de  l’ellipsoïde. 

§111.  — De.  l'enveloppe  du  plan  polaire  d'un  point 
donné  par  rapport  aux  surfaces  circonscrites  à un  hep- 
tagone. 

302.  M.  Lamé  a établi  le  premier  ( Exam . des  diff. 
inélh .,  p.  3?)  que  « les  plans  diamétraux  conjugués  à une 
même  direction  de  cordes,  dans  les  surfaces  du  second 
ordre  circonscrites  à un  heptagone,  se  coupent  en  un  même 
point  »,  et  l’ori  a vu  déjà  (n"  143,  p.  1 5 2 ) que  les  plans 
polaires  d'un  point  fixe  quelconque  Q = o,  par  rapport  , 
aux  surj'aees  circonscrites  à l'heptagone  P,  ...P7=o, 
se  coupent  suivant  le  point  Q'=o  défini  par  l’identité 
tangentielle 


Il  resterait  à construire  ce  point  Q',  et  c'est  ce  que  l'on 
peut  faire  de  deux  manières  différentes  : par  la  géométrie 
avec  M.  Hesse,  ou  par  la  seule  interprétation  de  l'identité 
précédente.  C’est  ce  qu'on  verra  dans  le  Chapitre  suivant. 

§ IV.  — De  deux  problèmes  déterminés  relatifs  à 
l’hexaèdre. 

303.  Le  problème  avant  pour  objet  de  circonscrire,  à 
un  hexaèdre  donné,  un  cylindre  du  second  ordre  est  dé- 
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terminé  et  admet,  en  général,  trois  solutions  distinctes. 
Une  première  manière  de  les  obtenir  résulterait,  si  elle  est 
géométriquement  réalisable,  de  la  recherche  de  l 'axe  même 
de  chacun  des  cylindres  circonscrits.  Un  cylindre  ayant, 
en  effet,  une  infinité  de  centres  situés  sur  l’axe,  le  lieu 
géométrique  des  centres  de  toutes  les  surfaces  du  second 
ordre  circonscrites  à l'hexaèdre  proposé  doit  recevoir  au- 
tant de  droites,  au  moins,  que  l’hexaèdre  de  cylindres  cir- 
conscrits. Or  le  lieu  général  des  centres  est  ici  une  surface 
tlu  troisième  degré,  dont  la  trace  sur  le  plan  de  chacune 
des  faces  de  l’hexaèdre  se  compose  d’une  droite  et  d’une 
conique  — soit  six  coniques  déjà  et  trois  droites  (AA'), 
(BB'),  (CC'),  — mais  qui  peut  admettre,  comme  l’on 
sait,  vingt-sept  droites  distinctes.  Douze  d’entre  elles  se 
définissent  aisément,  mais  dont  aucune  ne  peut  repré- 
senter l’axe  d’un  cylindre  circonscrit.  Il  resterait  donc  à 
construire  les  quinze  autres  et,  parmi  ces  dernières,  celles, 
au  nombre  de  trois,  qui,  s’appuyant  sur  chacune  des  six 
coniques  principales,  pourraient  seules  fournir  les  axes  des 
trois  cylindres  cherchés. 

Mais,  en  dehors  de  cette  solution,  on  peut  encore  ré- 
soudre le  problème  à l’aide  du  théorème  suivant  dont  nous 
rencontrerons,  par  la  suite,  d’autres  applications. 

30t.  Théorème.  — Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  circonscrits  à un  hexaèdre  est  une  cubique 
gauche  s’ appuyant  en  deux  points  sur  chacune  des  droites 
d' intersection  des  faces  opposées  de  l hexaèdre,  cl  dont 
six  autres  points  se  trouvent  susceptibles  d'une  construc- 
tion immédiate,  qui  sont  tes  points  d' intersection  des 
deux  diagonales  de  chacune  île  ces  faces. 

Soient,  effectivement, 

a AA'  -4  BBB'  -+-  yCC  = o 
i’un  des  cônes  circonscrits  à l’hexaèdre,  cl 

«(aA'  + a'A)  +p(6B'-t-  b'  B)  4-  y [cC  4-  r'C)  = o 
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l'équation  du  plan  polaire  correspondant  du  sommet 
(«.  fl*;  />,  h' ; c,  c')  de  ce  cône.  Le  plan  polaire  du  sommet 
d’un  cône,  par  rapport  à ce  cône  lui-même,  étant  indéter- 
miné, l'équation  précédente  doit  se  réduire  à l’identité 
0 = 0;  ce  qui  exige  que  les  plans  polaires 

(a  A'  -t-  a'  A)  (b  B'  ■+■  b' B)  (rC  ■+-  c'  C)  = 0 

fin  sommet  considéré,  par  rapport  aux  trois  dièdres 

/X  /X  /X 

AA',  BB',  CC' 

formés  des  faces  opposées  de  1 hexaèdre,  se  coupent  suivant 
une  même  droite  G.  De  là  d’abord  la  possibilité  de  con- 
struire par  points  le  lien  géométrique  des  sommets.  Car 
celte  droite  G,  s’appuyant  sur  l’arête  de  chacun  «le  ces 
angles  dièdres,  eît  l une  des  génératrices  de  l’/n perboloïde 
fl  une  nappe  qui  aurait  ces  trois  arêtes  pour  directrices  ; 
et  les  plans  polaires  d'un  point  quelconque  de  cet  by per- 
boloïde, par  rapport  aux  dièdres  AA',  b IV,  CC'  se  coupent 
en  un  point  du  lieu  ; mais  on  peut  aussi  en  obtenir  les  équa- 
tions. El  si  l’on  pose 

A. A’  = X,.X„ 

B. B'==X,.X,, 

c.c,=p.Q=(/a1+...+/a1s  •/,  x.-4-...-t-  y,x,;, 

on  aura  exprimé  la  collinéalion  suivant  une  même  droite 
des  plans  polaires  d'un  certain  point  (X',,... , X',,  P',  Q'). 
par  rapport  aux  dièdres  AA',  BB',  CC',  si  l’on  exprime 
que  l’une  des  trois  équations  suivantes, 

X,  X',  -t-  X,  X',  = o,  X,X', -t- X,X',  = o,  PQ'-4-QP'  o, 
est  une  conséquence  des  deux  autres,  en  posant 

>.  (XX’.  + X.X'd  + f.  (X,  X’4  X,  X',)  ~ PQ'  -t-  QP'. 

Or,  si  l’on  développe  les  fonctions  P et  Q conformément  à 
la  notation  («),  cette  identité  se  résout  dans  celle  suite  de 
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rapports  égaux 

>x;  ).x',  yX yx; 

!>,  Q'  -+-  q,  y A'îQ'-t-  '/jP'  p.  Q' <7,  P' ’ 

<'t  les  équations  du  lieu  des  sommets  s'obtiennent  en  éga- 
lant entre  eux  les  deux  premiers  rapports,  ou  les  deux  der- 
niers : ce  qui  donne,  suppression  faite  des  accents, 

( p < Q ■+•  'h  P)  xi=  (A’jQ  + */i  P)  X„ 

(*Q  + f»P)X,=  (/>4Q  + *P)X,. 

Le  lieu  cherché  est  donc  une  cubique  gauche,  commune 
intersection  de  deux  hyperboloïdes  à une  nappe  ayant  une 
génératrice  commune  o = P = Q ou  C.C'=  o. 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  reconnaître,  dans  le  point  de 
concours  des  premières  diagonales  de  chacune  des  faces  de 
lhexaèdre,  un  point  du  lieu  général  des  sommets  (Jig.  66). 
Le  cône  défini  par  les  cinq  génératrices 

o,  a ou  o,  c,  o,  b ou  o,  <t  et  o,  a' , o,  //,  o,  t? 

passe  effectivement  par  sept  des  sommets  de  l’hexaèdre, 
savoir  : 

a,  b,  c,  il-,  a',  b't  c' . 

Il  passe  donc  aussi  par  le  huitième  fl'  ; le  point  o,  appar- 

Fig.  60. 
a à 


lient  à la  cubique  gauche  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  cônes  circonscrits  : et  les  six  points  analogues 
o,,.  . o,,  fournis  par  les  différentes  faces  de  l'hexaèdre, 

sutli  sent  à la  définition  de  celle  courbe. 
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303.  J1  est  aisé  maintenant  de  définir  par  la  direction 
de.  leurs  génératrices  les  trois  cylindres  du  second  ordre 
que  l'on  peut  circonscrire  à l'/iex/ièdre  donné  abcda’b' <? d' . 
Les  six  points 

^1»  °19  • • • » °C 

de  la  cubique  gauche  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  cônes  circonscrits,  permettant,  en  effet,  de  déter- 
miner les  traces  de  cette  courbe  sur  un  plan  quelconque 
et,  en  particulier,  sur  le  plan  à l’infini:  si  l’on  mène, 
d’un  point  arbitraire  O,  conformément  à une  proposition 
antérieure  (n°  289),  une  série  de  rayons  parallèles  aux 
côtés  successifs  de  chacun  des  pentagones 

Oj  Oj  0|  Oj  Ot  04  Ogy 

et  que  l’on  détermine  les  cônes  du  second  ordre  respective- 
ment conjugués  aux  angles  solides  pentaèdres  formés  des 
rayons  de  chaque  série  : chacune  des  arêtes  du  trièdre  con- 
jugué commun  aux  deux  cônes  résultants  représentera  la 
direction  de  l’un  des  points  à l’infini  de  la  cubique  gauche 
o,  o, . . . o6,  ou  la  direction  des  génératrices  de  l’un  des 
trois  cylindres  cherchés  (Corollaire  II,  p.  3a6). 

306.  On  peut  encore  rattacher  à l’étude  des  propriétés 
communes  aux  surfaces  du  second  ordre  menées  par  un 
même  groupe  de  sept  points,  la  détermination  du  para- 
boloïde équilatère  circonscrit  à un  hexaèdre.  ; en  enten- 
dant, sous  ce  nom,  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les 
plans  directeurs  sont  perpendiculaires  entre  eux.  Un  tel 
paraboloïde  étant  représenté  par  l'équation 

ox’  4-  a' y1  4-  n" z1  -h  ibyz  -f-  9.  b'z. r 4-  a b"xy 

4-  2 c.r  4-  ut? y 4-  5f"s  il  — o, 

l’orthogonalité  de  ses  plans  directeurs  se  traduit  par  la 
condition  connue 

n 4-  a'  4-  a"  = o ; 

et  son  entière  détermination  est  assurée  par  la  donnée  d’un 
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heptagone  ou  d’un  hexaèdre  inscrits.  Dans  l'un  et  l’autre 
cas,  le  problème  admet  trois  solutions,  et  nous  allons  voir 
qu  elles  sont  susceptibles  d’une  détermination  fort  élégante 
dans  le  cas  de  l'hexaèdre. 

i).  La  surface  cherchée  étant  rapportée  d’une  part  à ses 
plans  directeurs  XY  = o;  de  l'autre,  à l’hexaèdre  donné 
Pi  Qi  X P,  Qi  X Pj  Qs  = o.  les  équations  résultantes  en- 
traînent l'identité 

( . ) À,  P,  Q,  -+-  >.,  P,  Q,  -+- X P,  Q,  ==  XY  4-  Z, 

que  l’on  peut  écrire,  après  avoir  transporté  parallèlement 
à eux-mêmes,  autour  d’un  même  point  o,  tous  les  plans 
qui  y figurent, 

( 2)  X,  P’,  Q’,  4-  X,  P’_.  Q’j  -+-  X,  P,  Q’.,  = X'  Y’. 

Les  plans  directeurs  cherchés,  X'Y'  = o,  seront  dès  lors 
fournis  par  les  divers  systèmes  de  deux  plans  rectangu- 
laires contenus  dans  l’équation 

(3)  o X,  P,  Q’,  ='V  X,(a,x-t-A,7-t-c,;)(a|j  -f  p.j-t-y.ï), 

+êJi 


lesquels  appartiennent,  comme  surfaces-limites , à la  série 
des  cônes  cquilatéres  cireonscriptibles  contenus  dans  la 
même  équation. 

Or  si  l’on  développe  la  condition  a -t-  a'  4-  a"  = o qui 
particularise  les  cônes  de  cette  série,  on  trouve  successi- 
vement 


X,  (o,  a,  4-  b,  -t-  r,  y,-!  = 


o. 


(III) 


et  si  l’on  élimine  le  paramètre  entre  celte  équation  et 
la  précédente  (3),  il  vient 


(3') 


\ X,  (p,  Q’,  .cos  3 — P’jQ’.-cosl) 

( 4-  X,  (P,Q’,  .cos3  — P’,  Q’, . cosi)  — o. 

Tous  les  cônes  de  la  série  (3)  ou  (3')  et  tous  les  systèmes 
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de  deux  plans  rectangulaires  qui  en  font  partie  admettent 
donc  quatre  génératrices  communes  : les  quatre  généra- 
trices communes  aux  trois  cônes  circonscriptildes,  repré- 
sentés par  les  équations 

P'.Q'.  =P',Q',  _ F;  Q', 

cos  1 cos 2 cos 3 

et  qui  sont  susceptibles  d une  construction  immédiate, 
parce  que  l’on  connaît,  à priori,  quatre  génératrices  de 
chacun  d’eux.  La  hauteur  d’un  trièdre  inscrit  à un  cône 
circonscriptible,  ou  la  droite  d’intejsection  de  trois  plans- 
hauteurs  de  ce  trièdre,  est  ell’ectiveraent  tout  entière  sur  ce 
cône  et  sur  tous- les  cônes  analogues  que  l’on  peut  circon- 
scrire au  même  trièdre'.  Un  cône  circonscriptible,  défini  par 
quatre  génératrices,  passe  donc  par  quatre  autres  droites 
que  l'on  peut  construire;  et  tel  est  le  cas  des  cônes  repré- 
sentés par  les  équations  (4)-  On  pourra  donc  construire 
leurs  traces  sur  un  plan  quelconque  et  leurs  génératrices 
communes,  lesquelles  formeront  nécessairement  les  trois 
arêtes  et  la  hauteur  d’un  même  angle  trièdre.  Or  les  trois 
systèmes  formés  de  l’une  quelconque  des  faces  de  ce  trièdre, 
et  du  plan  mené  par  l’arètc  opposée  et  la  hauteur,  fourni- 
ront les  trois  systèmes  de  deux  plans  orthogonaux  conte- 
nus dans  l’équation  (3),  ou  les  plans  directeurs  des  trois 
paraboloïdes  cherchés.  Delà  ce  théorème  : 

Si  l'on  forme  les  trois  angles  solides  tétraèdres  dont  les 
J aces  opposées  résultent  lies  faces  opposées  il'  un  hexaèdre,  et 
que  l'on  circonscrive  à chacun  de  ces  angles  solides  un  cône 
équilatère  circonscriptible:  tes  génératrices  communes  aux 
cônes  résultants  feront  les  arêtes  et  la  hauteur  d'un  même 
angle  trièdre  : et  les  trois  systèmes  formés  rie  i une  quel- 
conque des  faces  de  ce  trièdre  et  du  plan  mené  par 
l'arête  opposée  perpendiculairement  à cette  face  fourni- 
ront les  plans  directeurs  des  trois  paraboloïdes  équilatères 
que  l'on  peut  circonscrire  à l'hexaèdre  donné. 
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2).  Les  plans  directeurs  étant  connus,  le  problème'se 
peut  achever  par  le  seul  emploi  de  la  règle.  Car  si  l’on 
coupe  le  paraboloïde 

>1  P,  Qi  4-  Pi  Q,  4-  Âj  Pj  Qs  = o,  ou  XY  4-  Z = o, 

par  un  plan  X = oc  parallèle  à l’un  de  ses  plans  directeurs, 
la  section  résultante  n’est  autre  que  la  droite  déterminée, 
contenue  accidentellement  dans  l’équation 

L P".  Q , •+•  À,  P';l  Q'.  4-  P',  Q'  = o, 

et  que  l'on  peut  définir  par  trois  de  ses  points  qui  sont, 
en  appelant  1,2,3  les  sommets  des  angles  formés  par  les 
trois  couples  de  droites  P',  Q\ , F,  Q'3,  F,  Q'3  et  1',  2',  3'  les 
points  de  concours  des  polaires  des  précédents  1, 2,  3 par 
rapport  aux  angles  formés  des  deux  droites  de  chacune  des 
couples  restantes,  les  points-milieux  des  trois  segments 
Y I,  2' 2,  33'  (n°  151,  p.  157).  On  pourra  donc  obtenir 
autant  de  génératrices  que  l’ou  voudra,  de  l’un  ou  de 
1 autre  systètae.  Mais  l’hexaèdre  donné  et  les  plans  direc- 
teurs permettent  de  déduire,  d’une  seule  de  ces  droites,  ap- 
partenant à l’un  des  deux  systèmes,  huit  génératrices  de 
l’autre;  et  la  détermination  des  éléments  principaux  de 
la  surface  exige  seulement  l’intervention  de  trois  de  ces 
droites. 

307.  La  construction  des  quatre  cônes  équilatères  cir- 
conscriptibles  que  l'on  peut  mener  par  les  sommets  d'ua 
hexaèdre  donné  dépend  du  problème  que  l’on  vient  de  ré- 
soudre. Les  trois  paraboloïdcs  précédents  se  coupent,  en 
effet,  suivant  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
que  l’on  peut  nommer  équilntère  parce  que  toutes  les  sur- 
faces qui  passent  par  cette  courbe,  hypcrboloïdes,  cônes  ou 
paraholoïdes,  soûl  aussi  équilatères  (a  4-  a1  4-  a"  = o). 
Or  nette  courbe  est  déterminée  par  ce  qui  précède,  et  elle 
détermine  à son  tour  les  sommets  des  quatre  cônes  dont  il 
s’agit  (voir  Chapitre  XI). 
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CHAPITRE  X. 

PROPRIÉTÉS  I)E  HUIT  PLANS  ASSOCIÉS. 

Sommaire.  — Des  surfaces  du  second  ordre  inscrites  a un  même  système  de 
sept  plans  et  du  huitième  plan  tangent  commun  à toutes  ces  surfaces.  — 
Cas  d'indétermination,  et  translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  de 
Desarguea  à la  figure  formée  de  huit  plans  tangents  d’une  developpahle 
cubique.  — Construction  du  plan  X = o defini  par  l’une  ou  l’autre  des 
identités 

QX,  QX^V’;iP,Q,. 


§ I,  — Expressions  diverses  des  dépendances  qui 
existent  entre  huit  plans  associés. 

308.  Nous  avons  vu  déjà  (n°  180,  p.  179)  que  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  que  l’on  peut  mener  tangen- 
liellement  à sept  plans  donnés  P,  ...P7  = o touchent 
d’elles-mèmes  un  huitième  plan  déterminé  Ps  = o;  cl  que 
les  distances  de  ces  huit  plans  à un  point  quelconque  satis- 
font à l’identité  caractéristique 


Les  différentes  expressions  des  dépendances  existant  entre 
huit  plans  associés  correspondent,  une  à une,  aux  diffé- 
rentes décompositions  de  cette  identité  en  deux  équations 
équivalentes. 

309.  Si  l'on  sépare  d’abord  huit  plans  associés  en  deux 
groupes  inégaux  composés , l'un  de  six  plans , l'autre  île 
deux  : ces  deux  derniers  cl  les  dix  couples  de  plans  con- 
duits par  leur  intersection  et  les  sommets  opposés  de 
l'hexaèdre  qui  résulte  des  six  autres,  font  onze  couples  de 
plans  conjugués  en  i mol  ut  ion . 
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310.  Du  môme,  si  l'on  sépare  huit  plans  associés  en 
deux  groupes  composés,  l'un  de  trois  plans , l'autre  de 
cinq  : le  pentagone  gauche.  formé  par  les  intersections 
successives  des  plans  du  second  groupe,  pris  dans  un  ordre 
quelconque,  et  le  trièdre  Jonné  des  plans  du  premier,  sont 
conjugués  l'un  et  l'autre  à un  même  cône  du  second 
ordre. 

311.  Enfin,  si  l'on  sépare  huit  plans  associés  en  deux 
groupes  composés  l'un  et  l'autre  de  quatre  plans,  les 
deux  tétraèdres  qui  résultent  des  plans  de  chacun  de  ces 
groupes  sont  conjugués  l’un  et  l'autre  à "une  même  sur- 
face du  second  ordre  (Hesse);  et  ces  differents  énoncés 
peuvent  donner  lieu  à autant  de  déterminations  différentes 
du  huitième  plan.  [V oir  Chapitre  IX.  ) 

§11.  — Cas  où  le  huitième  plan  est  indéterminé . — 
Translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  de  Desar- 
gucs  à la  figure  formée  de  huit  plans  tangents  d'une 
développable  cubique. 

312.  Les  intersections  successives  des  plans  tangents 
communs  à deux  surfaces  quelconques  du  second  ordre 
engendrent  une  surface  développable  que  l’on  dit  circon- 
scrite aux  deux  premières,  et  qui  est  en  général  de  ta  qua- 
trième dusse,  ou  telle,  que  d’un  point  quelconque  de  l’es- 
pace on  peut  lui  mener  quatre  plans  tangents,  réels  ou 
imaginaires.  Toutefois,  si  les  surfaces  considérées  sont 
deux  liyperboloïdes  ayant  une  génératrice  rectiligne  com- 
mune G,  la  classe  de  la  développable  circonscrite  s'abaisse 
d'une  unité,  en  même  temps  que  le  nombre  des  plans  tan- 
gents menés  à celte  développable  par  un  point  quel- 
conque/n de  l’espace. On  voit,  en  effet,  que  les  deux  cônes 
de  sommet  m,  circonscrits  à ces  hyperboloïdes,  ne  peuvent 
admettre  plus  de  quatre  plans  tangents  communs,  parmi 
lesquels  se  trouve  le  plan  mené  par  le  point  m cl  la  géyé- 
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rairice  commune  aux  deux  surfaces.  Faisant  abstraction 
de  ce  dernier,  ii  reste  seulement  trois  plans  menés  de  cha- 
que point  de  l’espace  tangenticllement  à la  développable 
circonscrite  aux  deux  hyperboloïdes  : et  cette  développable 
est  seulement  de  la  troisième  classe. 

313.  La  section  d'une  développable  cubique  par  l'un 
quelconque  de  ses  plans  tangents  est  une  courbe  de  la  se- 
conde classe,  c’est-à-dire  une  conique ; car  si  d’un  point 
quelconque  du  plan  de  celle  section  on  pouvait  mener  à 
celle-ci  plus  de  deux  tangentes,  de  ce  même  point  on  pour- 
rait mener  à la  développable  Dj  plus  de  trois  plans  tan- 
gents : le  plan  même  de  la  section  et  les  plans  menés,  par 
chacune  de  ces  m tangentes,  langcntiellemcnt  à la  surface. 

311.  Les  deux  coniques  déterminées  dans  une  déve- 
loppable cubique  par  deux  quelconques  de  ses  plans  tan- 
gents, ont  pour  tangente  commune  la  commune  intersec- 
tion de  ces  plans. 

■ Cela  résulte  de  ce  que  chacune  de  ces  coniques  coïncide 
avec  l’enveloppe  des  traces,  sur  son  propre  plan,  de  tous 
les  plans  tangents  à la  développable  considérée. 

Réciproquement,  l enveloppe  des  plans  tangents  com- 
muns à deux  coniques  qui  admettent  une  tangente  com- 
mune est  une  développable  cubique. 

31o.  Étant  donnés  six  plans  tangents  1,..  . , l>  d'une 
telle  développable  D3,  cette  surface  est  déterminée. 

Si  l'on  imagine,  en  effet,  deux  coniques  Ct,  C,  respec- 
tivement situées  dans  les  plans  1, 2 et  tangentes  aux  traces 
de  chacun  de  ces  plans  sur  les  cinq  autres,  ces  coniques  au- 
ront une  tangente  commune  dans  la  droite  12;  et  l’enve- 
loppe de  leurs  plans  tangents  communs,  qui  est  déterminée, 
sera  la  développable  dont  il  s’agit. 

31(5.  Toute  surface  du  second  ordre  S menée  tangen- 
tiellcment  à sept  des  plans  tangents  d'une  développable 
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cubique  est  ri  'elle-même  tangente  à tous  les  autres  et  se 
trouve  inscrite  à celle  développable. 

Si  I on  substitue,  en  effet,  à cette  dernière  les  deux  hy- 
perboloïdcs  inscrits  <|ui  ont  servi  précédemment  à sa  défi- 
nition, une  surface  quelconque  du  second  ordre  S'  et  ces 
deux  hyperboloïdes  ne  pourront  admettre  plus  de  huit 
plans  tangents  communs,  sans  en  admettre  une  infinité;  et 
si  l'on  fait  abstraction  des  deux  plans  tangents  menés  à S' 
par  la  génératrice  commune  aux  deux  hyperboloïdes,  le 
nombre  des  plans  tangents  communs  à la  développable  Ds, 
circonscrite  à ces  hyperboloïdes  et  à la  surface  S',  ne  peut 
dépasser  six  qu'en  devenant  infini  : et  cette  surlace  est  alors 
inscrite  à la  développable  D*. 

317.  Corollaire.  — Huit  plans  tangents  à une  déve- 
loppable cubique  font  toujours  huit  plans  associés,  et 
leurs  distances  P, ,. . . , P„  à un  point  quelconque  rie  / es- 
pace satisfont  à une  identité  rie  la  forme 


On  peut  donc  appliquer  à huit  quelconques  de  ces  plans 
tangents  toutes  les  propriétés  établies  déjà  pour  huit  plans 
associés  quelconques.  Et  si  I on  se  borne  à celle  du  n"  309, 
on  obtient,  entre  les  courbes  planes  de  la  seconde  classe 
et  les  développables  cubiques,  l’analogie  que  mettent  en 
évidence  les  énoncés  suivants  : 


[js  côtés  d'un  angle  ci  nuit  sent 
à une  conique,  et  les  trois  eoujdes 
tir  t imites  menées,  dit  sommet  tir 
cet  angle,  aux  sommets  opposés 
<l'un  quadrilatèiv  complet  circon- 
scrit à la  courbe,  Jont  quatre  cou- 
ples de  rayons  conjugués  en  invo- 
lution. 

318.  On  vient  de  voir 


J xs  faces  d'un  angle  dièdre 
circonscrit  à une  développable  eu  - 
bique , et  les  di  t couples  de  plans 
conduits  juir  l 'aréte  de  ce  dièdre 
et  les  sommets  op/msés  d'un  hesa- 
èdre  complet  circonscrit  à la  sur- 
face, font  onze  couples  de  plans 
confit  gués  en  incolu  finit. 


I 

que  l arète  d un  dièdre  cirroii- 
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scrit  à une  développable  cubique  est  un  axe  tï involulion 
pour  chacun  des  hexaèdres  circonscrits  à celte  développa- 
ble. La  réciproque  est  vraie.  El  si  une  rlroite  est  un  axe 
d’involution  par  rapport  à hn  hexaèdre,  ou  si  elle  est  telle, 
que  les  différentes  couples  de  plans  menés  par  cette  droite 
et  les  sommets  opposés  île  l' hexaèdre  fassent  quatre  cou- 
ples (au  moins ) de  plans  conjugués  en  involulion  : celle 
droite  est  en  meme  temps  l’arète  d’iiu  angle  dièdre  cir- 
conscrit à la  développable  cubique  inscrite  à l'hexaèdre. 
C’est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  directe  associée  aux 
théorèmes  suivants. 

i).  Étant  donnés  un  hexaèdre  P, . . .P6  = oet  un  plan 
quelconque  X = o,  ce  plan  renferme  toujours  un  axe 
d'iuvolution  de  cet  hexaèdre , et  un  seul. 

Les  plans  des  différentes  faces  de  l'hexaèdre  et  le  plan 
donné  X font  effectivement  partie  d’un  groupe  de  huit 
plans  associés 

P,...P..XY  = o, 

lesquels  donnent  lieu  à l’identité  ordinaire 


(l)  V>,P?  H-  aX’+  f>Y3^o, 

ou  aux  équations  équivalentes 


(a) 

(*') 


y\  p ; = o. 

Lu  i 

aX3  H-  pY*--o; 


et  celles-ci  représentent  un  même  système  de  deux  plans 
réels  ou  imaginaires  qui  se  coupent  suivant  la  droite  XV 
et  divisent  harmoniquement  toutes  les  diagonales  de 
l’hexaèdre.  Les  dix  couples  de  plans  menés  parcelle  droite 
et  les  sommets  opposés  de  l’hexaèdre  forment  donc  dix 
couples  de  plans  conjugués  en  involulion,  et  la  droite  XV 
est  un  premier  axe  d'iuvolution  de  1 hexaèdre. 

D’ailleurs,  si  le  plan  donné  X = o en  pouvait  contenir 


Digitized  by  Google 


DES  AXES  d’iMVOLCTION  DE  l'hEXAÈDRE.  353 
un  second  o = X = Z,  les  deux  plans  menés  de  ce  nouvel 
axe  XZ  à deux  sommets  opposés  quelconques  de  l’hexaè- 
dre,  entrant  comme  plans  conjugués  dans  un  même  faisceau 
en  involutiou,  seraient  harmoniquement  conjugués  par 
rapport  à un  certain  système  de  deux  plans  (£•,  £)  menés 
par  cet  axe.  Les  sommets  opposés  de  l’hexaèdre  seraient 
donc  conjugués  deux  à deux  par  rapport  à ce  système;  les 
deux  plans  £,  £ formant  dès  lors  une  surface  du  second  or- 
dre conjuguée  à l’hexaèdre  P, . . .P,,  et  que  l’on  pourrait 
représenter  par  une  équation  telle  que 


Ma  is  parce  que  les  plans  Jj,  £ passent  par  l’axe  supposé 
o = X = Z,  leur  équation  pourrait  aussi  s’écrire 

{3')  »X’  -t-7Z*  = o, 

où  Z = o désignerait  un  plan  mené  par  l’axe  sous  une  con- 
venable direction.  Or  les  équations  équivalentes  (3),  ( 3/) 
entraînant  l’identité 

(1')  VV.PÎ+s.X’  + vZ-so, 

les  sept  plans  P,  ...Pi.X  = o feraient  partie  de  deux 
groupes  distincts  (P, . . .P,.X.Y)  et  (P, . . ,P6.X.Z)  de 
huit  plans  associés.  Ces  plans  ne  seraient  donc  pas  indé- 
pendants les  uns  des  autres;  mais  le  septième  X,  contrai- 
rement à l’hypothèse,  serait  tangent  à la  développable  cu- 
bique inscrite  à l’hexaèdre  proposé. 

a).  Étant  donnés  une  développable  cubique  et  un  plan 
quelconque  X = o,  il  existe  toujours  un  angle  dièdre  cir- 
conscrit à cette  développable,  dont  l’ arête  tombe  dans  ce 
plan;  et  il  n'en  existe  qu'un.  , 

On  voit  d’abord,  s’il  en  existait  deux,  que  l’on  pourrait 
mener,  par  le  point  de  concours  de  leurs  arêtes,  quatre 
plans  distincts  tangents  à la  surface,  ce  qui  est  impossible  ; et 

a3 
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si,  imaginant  un  hyperboloïde  quelconque  inscrit  à la  dé- 
veloppable considérée  et  langent  en  outre  au  plan  X = o, 
on  cherche  la  position  des  trois  plans  tangents  que  l’on 
peut  mener  à cette  développable  par  le  point  de  contact  du 
plan  X et  de  l’hyperboloïde  ; on  reconnaît  aussitôt  qu'ils 
devront  passer  par  l’une  ou  l’autre  des  deux  génératrices 
rectilignes  de  cet  hyperboloïde  qui  tombent  dans  le  plan  X, 
savoir  : l’un  de  ces  plans  tangents,  par  l’une  de  ces  géné- 
ratrices; cl  les  deux  autres,  par  l’autre.  Donc,  etc. 


§ III.  — Construction  par  points  du  plan  X = o 
défini  par  l'une  des  identités 


319.  Nous  avons  vu  que  le  lieu  du  pôle  d'un  plan  fixe 
Q = o,  par  rapport  aux  diverses  surfaces  inscrites  à l’hep- 
taèdre P,...P,=  o,  n'est  autre  (n°  144,  p.  ido)  que  le 
plan  X = o défini  par  f identité 


et  nous  allons  voir  que  cette  identité  permet  de  construire 
autant  de.  points  ou  de  droites  que  l’on  veut  du  plan  in- 
connu X. 

320.  L’identité  (1)  exprime,  en  effet,  cjue  l'intersection 
des  deux  surfaces 


se  compose  de  deux  courbes  planes  situées,  l'une  dans  le 
plan  donné  Q,  l’autre  dans  le  plan  X que  l’on  cherche;  et 
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la  première  de  ces  courbes  peut  être  regardée  comme  con- 
nue, parce  que,  représentée  dans  son  propre  plan  par  l’une 
ou  l’autre  des  équations 


elle  est  simultanément  conjuguée  au  quadrilatère  F( .. . F 
et  au  triangle  F,  Ft  F, . On  peut  donc  aussi  regarder  comme 
connues  les  deux  traces  m,  m'  de  celte  première  courbe  sur 
un  plan  quelconque,  tel  que  P4  = o,  ainsi  que  les  traces 
sur  le  même  plan  de  chacune  des  surfaces  (2)  et  (3). 
Celles-ci  coupent,  en  effet,  le  plan  P4,  suivant  deux  coni- 
ques, partiellement  définies  par  les  équations 


K) 

p';:=o; 

(3") 

Ywv=o 

et  passant  l’une  et  l’autre  par  chacun  des  points  ni,  m' . 
Chacune  de  ces  coniques  se  trouve  donc  définie  par  deux 
points  ni,  m'  et  un  triangle  conjugué  V,  P*  P”  ou  F,  P’  F,; 
et  c’est  un  problème  plan  déterminé,  sur  lequel  nous  au- 
rons d’ailleurs  à revenir,  que  de  construire  les  deux  autres 
points  d’intersection  de  ces  courbes  p,  p';  ou  seulement  la 
droite  pp'  qui  les  réunit.  Or  les  points  p, p'  appartiennent 
à la  courbe  de  sortie  des  surfaces  (2),  (3  ) ; et  la  corde  pp' 
est  une  première  droite  du  plan  de  celte  courbe,  ou  du 
plan  X que  l’on  voulait  déterminer  et  dont  on  peut  dé- 
terminer effectivement  les  traces  sur  chacun  des  proposés 

P,. . .P*. . ,P7  = o. 

321.  On  déterminerait  de  même  le  lieu  du  pôle  d'un 
plan  fixe  Q = o par  rapport  à toutes  les  surfaces  conju- 
guées à sept  couples  de  plans  P, . Q,, . . . , P7 . Q,  ; ou  le 
plan  X = o défini  (n°  169,  p.  172)  par  l’identitc  ana- 

2.3. 
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logue 

(0 

P,  Q,  =QX 

Cette  identité  exprime,  en  effet,  que  l'intersection  des  deux 
surfaces 


(*) 


— : o , 


(3) 


se  compose  de  deux  courbes  planes  situées,  l’une  dans  le 
plan  donné  Q = o,  l’autre  dans  le  plan  X que  l’on  cherche. 
D’ailleurs,  la  première  de  ces  courbes,  ou  la  courbe  d’en- 
trée des  deux  surfaces,  peut  être  regardée  comme  connue, 
parce  que,  représentée  dans  son  propre  plan  par  l'une  ou 
l’autre  des  équations 


(a'l 

y>.  p*.  q’, = o 

(3') 

^\p;q',  = 0 

elle  admet  cinq  couples  distinctes  de  points  conjugués  dé- 
finies, au  nombre  de  deux  (n°‘  174-175),  par  la  forme  ( a7), 
et  les  trois  autres  couples  (n°  151)  par  la  forme  (3’).  On 
pourra  donc  aussi  regarder  comme  connues  les  deux 
traces  m,  m'  de  la  courbe  d’entrée  sur  un  plan  quelconque, 
tel  que  Pk  = o;  ainsi  que  les  traces,  sur  le  même  plan,  des 
surfaces  (.a)  et  (3).  Celles-ci  coupent,  en  effet,  le  plan  Pi 
suivant  deux  coniques  partiellement  définies  par  les  équa- 
tions 


<3")  ^\p;q's  = o, 


et  passant  l’une  et  l’autre  par  chacun  des  points  m , m'. 
Chacune  de  ces  coniques  se  trouve  donc  définie  par  deux 
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points  m,  m'et  trois  couples  de  poiuls  conjugués  (n°  151  ); 
et  si  l’on  détermine  les  deux  derniers  points  de  rencon- 
tre p,  fx'  de  ces  coniques,  les  points  u,  p'  appartenant  à la 
courbe  de  sortie,  la  corde  pu'  appartiendra  au  plan  de  celle 
courbe,  ou  au  plan  X que  l'on  voulait  déterminer. 

322.  Des  considérations  de  géométrie  que  nous  rappor- 
terons plus  loin  avaient  déjà  conduit  M.  Hesse  à une  autre 
détermination  du  premier  des  deux  plans  que  nous  venons 
de  construire  et  qui  serait  de  tout  point  préférable  à la  pré- 
cédente si  elle  pouvait  se  transporter,  comme  celle-là,  des 
surfaces  inscrites  à un  heptaèdre,  aux  surfaces  conjuguées  à 
sept  couples  de  plans.  Nous  allons  montrer  d ailleurs  que 
cette  seconde  détermination  du  plan  X est  comprise  dans 
l’identité 

V À.Pf  — QX, 

qui  lui  sert  de  définition,  pourvu  que  l’on  rompe  préala- 
blement la  symétrie  qu’elle  présente  par  rapport  aux  sept 
premiers  des  plans  donnés. 

1).  A cet  effet,  substituons  d’abord,  à la  fonction  P,,  la 
fonction  équivalente  P, 

P,=  P, 

et,  à l’identité  initiale,  l’identité  suivante  : 


îQX. 


Il  résulte  de  celle-ci  que  le  cône  représenté  par  l’équa- 
tion 


(i)  >P’  — aQX  = o 

est  conjugué  à l’hexaèdre  P, , . . P,  ou  abmna'b'm'n' 
( Jig . 67).  Le  plan  polaire,  par  rapport  au  cône  (i),de  cha- 
cun des  sommets  n , b , m,  n de  l’hexaèdre,  passe  donc  par 
le  sommet  opposé  a',  b\  m1,  et  si  l’on  désigne  par 
P„,  P„.,  P4,  P*., ...  ; Q„,  Q„.,  Qi,Qy, ...  les  distances  de  ces 
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sommets  aux  plansdonnés  P et  Q;  par  X„,  X„»,  Xt,  X;,.,... 
leurs  distances  au  plan  inconnu  X : ces  distances  et  le  pa- 
ramètre X se  trouvent  liés  par  les  quatre  relations 

XP.P,,.  = X.Q„< -t-  X..Qot- 
a Pi  Pi'  = XiQv  -4-  Xj'Qi, 


entre  lesquelles  éliminant  le  paramètre  X,  on  obtient  ces 
trois  équations  distinctes 

X„ Q.<  -t-  X„< Q„  Xt,Qv  -+-  Xv  Qi  _ 

1 2 ’ PjS  ~ PtP|A 

Or  les  nombres  P„,P„,, . . . . . . qui  ligurent  dans 

ces  équations  étant  connus,  on  voit  qu’il  existe,  entre  les 
distances  X„,  X„/,  X/nXy  du  plan  inconnu  ou  variable,  X 
à quatre  des  sommets  de  l'hexaèdre,  tels  que  a et  a',  b et  b', 
trois  équations  homogènes  du  premier  degré  : équations 
tangeniiel/es  qui  caractérisent,  considérées  isolément,  tous 
les  plans  issus  d’un  point  déterminé  x,,  ou  xt,  ou  X,,  et 
collectivement  le  plan  X|X,X5,  ou  le  plan  X que  l’on 
cherche.  On  pourra  donc  déduire  des  trois  équations  ( a) 
trois  points  distincts  du  plan  cherché,  si  l'on  parvient  .à 
construire  le  seul  point  représenté  par  la  première  de  ces 
équations,  ou  par  la  suivante  : 

, 3 ) *;*'/  -*-*'■  *?  __  P- P'/  -+-  P'-ft7 ^ 

Pr-P',' 

dans  laquelle  a,  a',  (3,  (3'  désignent  les  coordonnées  couran- 
tes du  plan  variable  X,  ou  ses  distances,  désignées  d’abord 
par  X„,  X„-,  X/,,  X/y,  aux  points  de  référence  a,  a',  b , b' ; 
et  a,,...,  Pp,  p,,...  les  distances  des  mêmes  points  aux 
plans  donnés  P et  Q. 

a).  Or  l’équation  (3)  étant  satisfaite  par  la  double  sub- 
stitution 

(4)  a . a -t-  a!  . a,  — o 
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Cl 

(5)  p*p;+p'-p,=o,. 

le  point-enveloppe  représenté  par  cette  équation  appar- 
tient, en  premier  lieu,  à la  droite  qui  réunit  les  conju- 
guées harmoniques,  par  rapport  aux  deux  diagonales  aa\ 
bh'  de  l’hexaèdre,  des  traces  de  ces  diagonales  sur  le 
plan  Q = o.  Le  pôle  de  ce  plan,  par  rapport  à chacun  des 
systèmes  de  deux  points 

(a,  a')  ».a'  = o,  ou  {b,  b1}  p.p'^o, 
a effectivement  pour  équation 

a.*'- t-a'.*f=o,  ou  P • P’,  +-  P' . p,  = o ; 

c’est-à-dire  l’une  ou  l’autre  des  équations  (4)  et  (5). 

3).  Pour  trouver  une  autre  droite  qui  contienne  le  point- 
enveloppe  (3),  essayons  d’un  changement  de  points-coor- 
donnés  ; et  puisque  le  plan  P ou  P,  entrait  d’abord  dans 
les  données  du  problème,  de  la  même  manière  que  le  plan 
de  chacune  des  faces  P,, . . . , P,  de  l’hexaèdre  actuel,  sub- 
stituons 

aux  points  b et  a' 

qui  résultaient,  dans  le  premier  groupe  de  référence,  des 
traces  du  plan  P6  sur  les  arêtes  ah,  a' b', 

les  points  c et  c' 

traces  du  plan  P ou  P,  sur  les  mêmes  arêtes.  Les  formules 
de  transformation 

(»»)  p .ne  —tx.be  -t -y.nb, 

(n)  tx'.b'd  — p'.a'c'-t-  y’.a'b', 

résultent  de  la  relation  que  l’on  sait  exister  entre  les  di- 
stances 

a,  p,  •/  on  a',  p',  /, 

d’un  plan  quelconque  à trois  points  en  ligne  droite 
n,  b,  c ou  a',  b',  c' . 
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F,t  si,  empruntant  à la  figure  la  proportion 

ap-x',,  __  ?p-Pp  ' 
ac . a' c bc . b’  c' 

qui  permet  d’écrire,  au  lieu  de  l’équation  (3), 

*■*',,+  *'■*1  _ P-Py  + P'-P? 

ac.a'c'  bc . b'c'  ' 

on  encore 

( 3'  ) g-V6V-H«'-ftVK  _ ( P ■"C'IP',/+  P' -P,  • ac 

«V  bc 

on  remplace,  dans  celte  dernière,  a' .b'c'  e t £.«c  par  leurs 

l'ig.  6y. 


r*\ 

T*V 


\ 


\ 


valeurs  tirées  des  formules  (r/i)  et  (»)  ; elle  devient  d’abord 

i a • V b c'  ( P'  • "v  i ■ n b'  ) g? 

aV 

(3") 

j _(a.6c-by.ab)Pil-h  P'.p^.oc 

bc 

De  là,  en  groupant  dans  le  premier  membre  les  termes  en  a 
et  y',  dans  le  second  les  termes  en  y et  jj', 

a(x't/.  b'c'  — . oV ) -4-  7' . a7 . a'i' 

«V~ 

— '/-P'7-nè  + P'(P?«c  — y 6r) 

bc 
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On  déduit,  d’ailleurs,  de  l'identité  d’Euler  (*),  appliquée 
successivement  aux  deux  groupes 

[b',a',  c',  q')  et  [a,  6,  c,  q), 

(')  n'q'.b'c'  ==  b'q'.a'c'  + c'q'.a'b', 

(A)  bq  ■ ac  — aq.be  -hcq.nb, 

relations  respectivement  homogènes  par  rapport  aux  seg- 
ments 

«Y.  *V>  CV»  arh  cr!  > 

que  1 on  peut  remplacer  dès  lors  par  les  nombres  propor- 
tionnels 

*7  ’ P</  > ’tq  ’ P»  > “y  > 7?  » 

de  telle  manière  que  les  relations  (/)  et  (//)  deviennent, 
après  quelques  transpositions  de  termes, 

('')  — rq.n'b\ 

Y)  — a,.*c)  =qvtib. 

Or,  si  l’on  remplace,  dans  l'équation  (3m),  chacun  des 
binômes  entre  parenthèses  par  sa  valeur  réduite  (/')  ou  (//'), 
elle  devient  définitivement 

( 3»  ) 7 ■«,  _ 7 . 

«'c'  : n'ô'  ic  ; ab 

et  comme  cette  équation  est  satisfaite  par  la  double  sub- 
stitution 

(6)  «-lq  + 7'-a,=  0 

et 

(;)  7-P',  + 7'-P»=°  : 

le  point-enveloppe  représenté  par  l’une  quelconque  des 


(*)  Les  instances  mutuelles  de  quatre  points  at  b,  c,  d situes  en  ligne 
droite,  et  se  succédant  dans  l’ordre  alphabétique,  sont  liées  par  la  relation 

ac  .bd  = ab  ,cd  -4-  le  .ad.  (Ecler.) 
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équations  (3)  ou  (3")  appartient , en  second  lieu,  à la 
droite  qui  réunit  les  conjuguées  harmoniques,  par  rapport 
aux  diagonales  ac',  cb'  du  nouveau  quadrilatère  gauche 
acc'b' , des  traces  du  plan  Q sur  ces  diagonales.  Le  pôle 
de  ce  plan,  par  rapport  à chacun  des  systèmes  de  deux 
points 

{a,  d)  ix. y— o,  ou  (c , b')y .$' = o , 
a effectivement  pour  équation 

+ -ai~  ° ou  7’f^  + 7,-P»=°» 

c'est-à-dire  l’une  ou  l’autre  des  équations  (6)  cl  (7). 

4).  Le  problème  que  l’on  s’était  proposé  est  maintenant 
résolu,  et  le  plan  X,  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  plan 
donné  Q par  rapport  aux  surfaces  inscrites  à l’heptaèdre 
P, . . .Pe  P,  ou  P, . . . P6  Pl5  se  peut  construire  par  points 
de  la  manière  suivante  (fig.6 7,  p.  36o)  : 

Les  plans  P,  et  P,,  P,  et.  P,  se  coupant  deux  à deux 
suivant  les  droites  abc , b'  a'  c' , on  construit  les  deux  qua- 
drilatères gauches  aba'b',acc'  b'  interceptés  sur  ces  droites 
par  les  plans  P,  et  P6,  P5  et  P-.  Réunissant  ensuite  par 
une  droite  les  conjuguées  harmoniques,  par  rapport  aux 
deux  diagonales  de  chacun  de  ces  quadrilatères,  des  traces 
de  ces  diagonales  sur  le  plan  Q;  les  deux  droites  résul- 
tantes se  coupent  en  un  point  du  plan  cherché  X. 

323.  Remarque.  — Un  cône  du  second  ordre  étant  dé- 
fini par  un  de  ses  plans  tangents  Q = o,  la  génératrice 
correspondante  o = Q = P,  et  la  condition  de  diviser  har- 
moniquement toutes  les  diagonales  d’un  hexaèdre  donné 
P, . . .P,  = o : le  problème  que  l’on  vient  de  résoudre  per- 
met de  construire  un  nouveau  plan  tangent,  ou  une  nou- 
velle génératrice  de  ce  cône,  et  tous  ses  éléments. 

Si  l'on  désigne,  en  effet,  par  P = n un  plan  mené  arbi- 
trairement suivant  la  génératrice  donnée;  par  X — o le 
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plan  qui  touche  le  cône  suivant  la  seconde  génératrice  con- 
tenue dans  le  plan  P,  les  deux  formes  équivalentes 


de  l’équation  de  ce  cône  entraînent  l’identité 


ou  la  détermination  du  plan  X = o par  la  construction 
précédente. 

32  i.  Une  seconde  détermination  du  plan  X,  dont  nous 
avons  parlé  plus  haut,  suppose  l’intervention  de  l'hyper- 
boloïde  à une  nappe  et  la  recherche  préalable  du  lieu  géo- 
métrique du  pôle  d'un  plan  fixe,  Q = o,  par  rapport  à 
une  série  d'hy perho/oïtles  conduits  par  les  côtés  d'un 
meme  quadrilatère  gauche  ABCD  = o (Jig.  68  ) . 

Fig.  G8. 


_,B 


Pour  l’obtenir,  écrivons  successivement  les  équations 

(1)  A . C -t-  XB . D = o, 

(2)  A . C'  -t-  C.  A'  -♦-  > ( B . D'  -t-  D . B'  ) — o, 

(2')  Q = dA+iB  + tC  + (iD  = o, 

lesquelles  représentent  l’un  quelconque  des  hvpcrboloïdes 
de  la  série,  le  plan  polaire  correspondant  d’un  point  in- 
déterminé (A',  B',  C',  D'),  et  colin  le  plan  donné.  Le  point 
(A', . . D')  sera  l’un  des  points  du  lieu  si  les  équations  (2) 
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et  (2')  coïncident,  ou  si  l’on  a 

C ÏD'  A'  X B' 

a b r d 

Le  lieu  que  l'on  cherche,  défini  par  les  équations  simulta- 
nées a A'  = cC\  AB'  = dD\  ou 

a A — cC  r=  O,  AB  — d [)  — o , 

est  donc  une  droite,  qui  s'appuie  sur  chacune  des  diago- 
nales du  quadrilatère  proposé,  et  dont  les  traces 

(a  A — cC)B.D  = o,  (AB  — d D)A.C  = 0 

sur  chacune  d’elles  ne  sont  autres  que  les  conjugués  harmo- 
niques des  traces 

(«A  -4-  eC)B.D  = o,  (AB  -+-  </D)  A.C  = o 

de  ces  mêmes  diagonales  sur  le  plan  donné  Q = o.  Le  lieu 
du  pqle  il'un  plan  fixe , par  rapport  à une  série  d hy- 
perboloïdes  passant  par  les  côtés  d'un  même  quadrilatère 
gauche  est  donc  une  droite  qui  s'appuie  de  telle  sorte  sur 
les  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  que  chacune  d'elles 
se  trouve  divisée  harmoniquement  par  cette  droite  et  le 
plan  donné. 

2).  Géométriquement,  si  q désigne  ( fig . 6y)  le  pôle  du 
plan  fixe  Q par  rapport  à l’un  des  hvpcrboloïdes  de  la  série, 

Fig.  69. 


— JD 


et  que  l’on  mène,  de  ce  point,  une  droite  qui  s’appuie  en 
ni,  m1  sur  les  côtés  opposés  AB,  CD  du  quadrilatère,  en  q 
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sur  Je  plan  Q;  les  points  #»,  m ',  q,  q'  formeront  une  divi- 
sion harmonique,  et  les  plans  conduits  par  la  droite  00' et 
chacun  de  ces  points,  un  faisceau  harmonique. 

Les  plans  identiques  AOO'  et  DO'O,  00 ' q et  OO'^' 
(ou  Q)  divisent  donc  harmoniquement  une  transversale 
quelconque,  et,  en  particulier,  chacune  des  diagonales 
AC,  BD  du  quadrilatère.  Tous  les  points  q dont  on  cherche 
le  lieu  appartiennent  donc  à un  premier  plan  OO'q,  harmo- 
niquement conjugué  du  plan  Q par  rapport  au  dièdre  fixe 
(AOO'.  DO'O),  et  qui  renferme  en  particulier  les  conju- 
gués harmoniques,  par  rapport  à chacune  des  diagonales, 
des  traces  de  ces  diagonales  sur  le  plan  Q. 

Raisonnant  de  même  à l’égard  des  deux  autres  côtés  op- 
posés AD,  BC  du  quadrilatère , nous  reconnaîtrons  que 
tous  les  points  q appartiennent  à un  second  plan  contenant, 
comme  le  premier,  les  conjugués  harmoniques,  par  rap- 
port à chacune  des  diagonales,  des  traces  de  ces  diagonales 
sur  le  plan  Q. 

L’intersection  de  ces  deux  plans,  ou  la  droite  qui  réu- 
nit ces  conjugués  harmoniques,  représente  donc  le  lieu 
cherché. 

3).  Revenons  maintenant  à la  détermination  du  plan  X, 
et  soient  Q et  1,  2, . . . , 7 les  plans  donnés;  1 2 et  31  les 
droites  d’intersection  des  plans  1 et  2,  3 et  4.  Imaginons 
un  hyperboloïde  à une  nappe  H,  assujetti  à passer  par  cha- 
cune des  droites  î>'5",  6'6",  7'7"  qui  réunissent  les  traces 
de  chacun  des  plans  5,  6,  7 sur  les  droites  I 2 et  3 4.  L’hy- 
perboloïde  H est  déterminé  par  ces  conditions,  et  repré- 
sente, d’ailleurs,  l’une  des  surfaces  inscrites  à l’heptaèdre 
12.  . .7.  On  aura  donc  un  premier  point  du  lieù  géomé- 
trique des  pôles  du  plan  Q,  par  rapport  à toutes  ces  sur- 
faces, dans  le  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à l’hyperbo- 
loïde  H.  Or  celui-ci  passant  par  les  côtés  de  chacun  des 
quadrilatères  gauches  o'  o"6"6',  5'5"7"7',  le  pôle  du  planQ, 
par  rapport  à cet  hyperboloïde,  se  trouvera  au  point  de 
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rencontre  de  deux  droites,  lieux  géométriques  des  pôles  de 
ce  plan  par  rapport  à tous  les  liyperboloïdes  menés  suivant 
les  côtés  du  premier  quadrilatère  ou  du  second,  et  que  l'on 
est  en  étal  de  construire.  Menant  en  effet,  d’après  ce  qu’on 
vient  de  voir,  les  deux  diagonales  de  chacun  de  ces  quadri- 
latères; déterminant  leurs  traces  sur  le  plan  Q et  réunissant 
]Ar  une  droite  les  conjugués  harmoniques  de  ces  traces 
par  rapport  à ces  diagonales  : le  point  de  concours  des  deux 
droites  résultantes  sera  le  pôle  même  du  plan  Q par  rapport 
à l’hyperboloïde  H,  ou  l’un  des  points  du  lieu  cherché. 


» 
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CHAPITRE  XI. 

PROPRIÉTÉ  DE  NEUF  POINTS  ASSOCIÉS. 

Sommaire.  — De  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  commune  intersec- 
tion de  toutes  les  surfaces  du  second  menues  par  les  huit  mêmes  points; 
Théorème  de  M.  Lamé.  — Propriété  de  nçuf  points  associés  et  translation 
du  théorème  de  Dcsargues  à la  ligure  formée  de  neuf  points  d'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre.  — Construction,  à laide  de  ce  théorème, 
d'un  neuvième  point  de  la  courbe;  des  éléments  principaux  du  parabo- 
loïdc  défini  par  huit  points;  des  sommets  îles  quatre  cônes  du  second 
ordre  passant  par  huit  points  donnés,  etc. 


^ I.  — Du  théorème  rie  Desargues  transporté,  de  six 
points  d'une  conique,  à neuf  points  d’une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre. 

32o.  Lemme.  — Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
l'on  peut  circonscrire  à un  même  groupe  île  huit  points, 
indépendants  les  uns  des  autres,  passent  d' elles-mêmes 
par  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  conte- 
nant chacun  des  points  donnés  et  déterminée  par  T en- 
semble de  ces  points  (Lamé,  Exam.  des  dijf.  Méth., 

P-  38). 

On  peut,  en  effet,  par  un  calcul  semblable  à celui  du 
n°  176,  p.  178,  réduire  à la  forme 

a S -f-  té  S'  = o 

l’équation  générale  des  surfaces  considérées.  Toutes  ces 
surfaces  passent  dès  lors  par  la  commune  intersection  des 
deux  surfaces  S,  S\  ou  par  une  même  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre,  susceptible  d’être  coupée,  par  un  plan 
quelconque,  en  quatre  points  seulement,  réels  ou  imagi- 
naires. Une  telle  courbe  est  donc  complètement  déterminée 
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par  la  donnée  de  huit  quelconques  de  ses  points;  et  neuf 
quelconques  de  ses  points  sont  toujours  associés,  ou  tels 
que  toute  surface  du  second  ordre  que  l’on  aura  menée  par 
huit  d’entre  eux  passera  d’elle-mème  par  le  dernier. 

326.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  les  traces, 
sur  une  transversale  quelconque,  de  n surfaces  du  second 
ordre  circonscrites  à un  même  groupe  de  huit  points, 
font  n couples  de  points  conjugués  en  involution.  Mais  ce 
second  théorème,  qui  n’est  autre  que  celui  de  Desargues- 
Sturm,  transporté  dans  les  mêmes  termes  et  par  la  même 
démonstration,  d’un  faisceau  de  coniques  à un  faisceau  de 
surfaces,  ne  diffère  de  celui-là  et  ne  le  généralise  qu’en  ap- 
parence. Au  fond,  c'est  toujours  le  théorème  de  Desargues 
appliqué  au  faisceau  de  coniques  qui  résulte  de  la  section, 
par  un  plan  conduit  suivant  la  transversale,  du  faisceau 
de  surfaces  auquel  s’applique  l’énoncé  ; et  cette  observation 
explique  comment  un  théorème,  si  fécond  dans  le  plan,  ne 
donne  lieu  dans  l’espace  qu’à  des  applications  infiniment 
plus  restreintes  et  en  quelque  sorte  exceptionnelles.  Toutes 
ces  applications,  en  effet,  supposent  la  détermination  préa- 
lable des  traces  de  la  transversale  sur  deux  des  courbes  ou 
des  surfaces  du  faisceau  considéré;  et  si  celte  détermination 
est  aussitôt  réalisable  dans  le  plan,  à l’aide  de  deux  quel- 
conques des  trois  couples  de  droites  qui  en  font  partie,  il 
n’en  est  plus  de  même  dans  l’espace,  en  général  ; si  ce  n’est 
dans  quelques  problèmes  relatifs  aux  surfaces  réglées. 

S’il  s’agit,  par  exemple,  de  déterminer  les  traces  d'une 
droite  donnée  an'  sur  un  hyperboloïde  défini  par  les  trois 
génératrices  À13,  A' IV,  A” B"  ; on  verra  (fg.  70)  que  les 
points  cherchés  coïncident  avec  les  points  conjugués  com- 
muns à deux  divisions  en  involution,  situées  sur  la  trans- 
versale aa  et  définies  respectivement  par  deux  couples  de 
points  conjugués  a,  b'  et  b,  a';  a,  b"  et  b , a",  qui  sont  les 
traces  de  cette  transversale  sur  les  plans  des  angles  opposés 
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île  deux  quadrilatères  gauches  A B B7  A',  ABB"A"  ré- 
sultant de  la  section  îles  trois  génératrices  données  par 


FiK.  70. 


a 


r • ?■' 

~ k‘  c ' 

\ I V 

deux  génératrices  du  second  système,  I.’hyperboloïdc  et  les 
deux  couples  de  plans  formées  des  angles  opposés  du  pre- 
mier quadrilatère,  ou  du  second,  forment  en  effet  deux 
faisceaux  de  trois  surfaces  du  second  ordre  passant  par  une 
même  ligne  du  quatrième,  qui  est  ici  l’ensemble  des  cô'és 
du  premier  quadrilatère,  ou  du  second;  et  les  traces 

x,  x’\  n,b'‘,  b,  a',  ou  x,  x';  a,b"\  b,  a" 

de  la  droite  donnée  sur  les  trois  surfaces  de  chaque  faisceau 
font  six  points  en  involution. 

L’intersection  complète  île  deux  hyperboloïdcs  ayant 
deux  génératrices  communes  A et  B (Jig.  7.)  se  peut  en- 

FiR.  71. 


core  obtenir  à l’aide  du  problème  précédent.  Si  A,  B,  C et 
A,  B,  C'  désignent,  en  elfet,  trois  génératrices  de  chacun 
de  ces  hyperboloïdcs;  et  que,  après  avoir  déterminé  les 
deux  traces  x,  J' de  la  génératrice  C' du  second  sur  le  pre- 
mier, 011  mène  par  chacune  de  ces  traces  une  droite  X ou  Y 
qui  s’appuie  sur  les  deux  génératrices  A et  B communes 
aux  deux  surfaces  : il  est  clair  que  l’intersection  complète 

24 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XI. 


370 

des  deux  hyperboloides  sera  fournie  par  les  quatre  droites 
A,  B,  X et  Y,  ou  par  les  côtés  du  quadrilatère  gauche 
A.X.B.Y  qu’elles  déterminent  (Steixer,  Syslcmat.  Ent- 
wichelun  g , p.  243-246). 

327.  Neuf  points  quelconques  d’une  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  étant  toujours  associés,  ou  tels  que  toute 
surface  du  second  ordre  que  I on  aura  menée  par  huit 
d'entre  eux  passe  d’elle-même  par  le  dernier  (n°  325);  la 
propriété  de  n points  associés  quelconques  (n°  137,  p.  >4°) 
leur  est  applicable,  et  l’on  peut  énoncer  le  principe  sui- 
vant qui  contient  toute  la  théorie  de  ces  courbes. 

TpéonÈME.  — Les  distances  P,,.  . .,  P,  de  neuf  points 
d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  à un  plan  quel- 
conque satisfont  à l'identité  caractéristique 

’à,  p;  = o. 

1 

328.  Corollaire  I.  — Un  tétraèdre  et  un  pentagone 
inscrits  à une  meme  courbe,  gauche  du  quatrième  ordre 
sont  toujours  conjugués  à une  meme  surface  du  second  : 
la  surface  représentée  par  l’une  ou  l’autre  des  équations 
tangenticlles  équisalcntes 

4 

A,  P?  = O, 

II 

Telle  est,  d’ailleurs,  la  définition  du  pentagone  conjugué 
à une  surface  du  second  ordre,  que  le  pôle  correspondant 
du  plan  de  chacun  des  angles  du  pentagone  tombe  en 
quelque  point  du  côté  opposé  (n°  70,  p.  56). 

329.  Corollaire  11.  — Un  triangle  et  un  octaèdre  hexa- 
gonal inscrits  h une  même  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  sont  toujours  conjugués  à une  même  conique  située 
dans  le  plan  de  ce  triangle  et  représentée  par  l’une  ou 
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l'autre  dus  équations  équivalentes 


Tulle  est,  d’ailleurs,  la  délinilion  de  l'octaèdre  conjugué 
à une  conique,  que  les  traces  des  faces  opposées  de  l’oc- 
taèdre sur  le  plan  de  la  courbe  forment  quatre  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à celle-ci. 

330.  Corollai  RE  111.  — Enfin,  si  l’on  suppose  que 
quatre  des  neuf  points  qui  figurent  dans  l’identité  fonda- 
mentale appartiennent  à un  même  plan,  on  obtient  l’ana- 
logie que  mettent  en  évidence  les  deux  énoncés  suivants  : 


Un  quadranglc  inscrit  à une 
conique  et  le  système  (le  deux 
points  formé  des  traces  de  la 
courbe  sur  une  droite  quelconque 
sont  l'un  et  l’autre  conjugués  à 
une  même  ellipso  évanouissante, 
réduite  à un  systèmede  deux  poin  ts 
situés  sur  la  droite  considérée. 

(Dbsaruurs.) 


IJn  pentagone  inscrit  à une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
et  te  quadrunglc  ayant  pour  som- 
mets les  traces  de  ta  courbe  sur 
un  plan  quelconque  son!  l’un  et 
l’autre  conjugués  à un  même  el- 
lipsoïde évanouissant,  réduit  à 
une  conique  située  dans  le  plan 
considéré. 


Nous  allons  voir,  d’ailleurs,  que  l’analogie  de  ces  théo- 
rèmes subsiste  encore  dansleursapplications.  Mais,  comme 
le  second  sert  de  fondement  à tout  ce  Chapitre,  nous  en 
donnerons  auparavant  une  autre  démonstration  tirée  de  la 
forme  analytique  des  surfaces  circonscri  tes  à un  pentagone, 
associée  à l'interprétation  de  certaines  identités  qui  nous 
sont  maintenant  familières. 


331.  Autre  démonstration.  — Soient  1,2,  3,  4,5  et 
x,y,  z,  t neuf  points  d’une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre.  Regardons  celte  courbe  comme  l'intersection  de 
deux  surfaces,  circonscrites  l’une  et  l'autre  au  pentagone 

12  345  on  P,...Pi=o, 

et  rapportées  aux  plans  des  angles  successifs  de  ce  penta- 

A 
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gonc  par  les  équations  (n°  60,  p.  5a) 


(') 

.2) 

ou 

(*') 

(*') 


^l)P|  Ps  + * t P]  Pt+.  ■ . -f  Xj2  Pi  Pj  O, 

“13  fl  P»  ■+-  “il  Pi  P,  -t-  ...  -f-  fi,,  P,  Pi  rr  O, 


^ À|  1 P[  P.|  — O, 


\ f»,jP,  Pj  = O. 


Les  sections  de  ces  surfaces  par  le  plan  xyzl  seront  dès 
lors  représentées  par  les  équations  analogues 


(>") 

> >IS  P',  p\  = 0 

Amdl 

Vi» 

(2") 

7 P = 0 

cl  le  système  formé  de  deux  quelconques  des  cordes  com- 
munes aux  deux  coniques  résultantes  par  une  combinaison 
linéaire 


(3) 

ou 

(3') 


Vu  \si 

y >u  p',  p',  -*-»»>  f*.!  p1,  p., — o, 


y v.jP',  p,=o 


des  deux  précédentes.  Telle  est  donc  aussi  l'équation  du 
système  XZ  --  o ou  YT  = o formé  de  deux  côtés  opposés 
quelconques  du  quadrangle  qui  résulte  de  la  section  de  la 
combe  gauche  primitive  par  le  plan  considéré.  On  a donc 
identiquement 

V v„P',  P',  = XZ=hYT. 

Il  en  résulte  que  les  sept  couples 

P’,  P"a  1 P, P'..  P',p;,  P', P’,,  P',p;,  XZ,  YT 
font  sept  couples  de  droites  conjuguées  à une  même  <0- 
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nique  : ut  il  est  facile  de  reconnaître  dans  celle-ci  laconique 
conjuguée  au  pentagone  Pj . . . P’s  dont  les  côtés  successifs 
seraient  les  traces  du  plan  xyzl  sur  les  plans  des  angles  suc- 
cessifs du  pentagone  gauche  initial.  Donc,  etc. 


§ II.  — Applications.  — Neuvième  point,  tangente,  plan 
et  cercle  oscillateur  d'une  couche  gauche  du  quatrième 
ordre  définie  par  huit  points. 

332.  Problème  I.  — Etant  donnés  huit  points  1,2,3, 
t,  o,  jt,  j , z d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  trou- 
ver la  quatrième  trace  de  la  courbe  sur  le  plan  mené  par 
trois  de  ces  points. 

i).  Soient  t la  quatrième  trace  de  la  courbe  sur  le  plan 
xyz,  et  12Ü  UJ  le  penlagoue  ayant  pour  sommets  successifs 
les  traces  sur  le  même  plan  des  côtés  successifs  du  penta- 
gone 1 2.  ...5  (Jig.  7a). 

D’après  le  théorème  du  n°  330,  il  existe  dans  le  plan 
xyz  une  certaine  conique  S simultanément  conjuguée  au 
quadrangle  partiellement  inconnu  xyzl  et  an  pentagone 

Fit;.  71- 

% 


; \ 


V 


1. 


K 

p x/ 

s-  *’  f i 


gauche  i 2. . .5,  ou  au  pentagone  dérivé  i 4. . de  telle 
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sorte  que  les  côtés  opposés  du  quadraugle  .r yzt  forment 
deux  roupies  de  droites  conjuguées  par  rapport  à la 
courbe  S.  Or  la  seule  donnée  du  pentagone  conjugué 
12.  . .5  détermine  cette  courbe,  et  si  l'on  construit  le  pôle 
correspondant  z'  de  la  droite  xy,  celui  x'  de  la  droite  jrz, 
le  point  t que  l'on  cherche  se  trouvera  au  point  de  con- 
cours des  droites 

zz‘ , xjt'. 

a).  11  reste  toutefois  à construire  le  pôle  d'une  droite 
donnée  xy  ( ou  yz  ) par  rapport  à une  conique  S définie 
par  un  pentagone  conjugué  12./. 5. 

Soient,  à cet  ell’et  ( fig.  73), 

r,2' 5' 

les  traces  de  la  droite  xy  sur  les  côtés  du  pentagone  respec- 


te- 7 3- 


». 


rivement  opposés  aux  sommets 

1,2,.  ..,5; 

et  o le  pôle  inconnu  de  cette  droite.  11  résulte  de  la  défini- 
tion de  ces  différents  points  et  des  dépendances  qui  exis- 
tent entre  une  conique  et  un  pentagone  conjugués,  que  les 
triangles 

l'2'4  et  2 1 »,  2'3'5  et  3 2o, . .., 


Digitized  by  Google 


CONSTRUCTION  d’uN  NEUVIEME  POINT.  3^5 

réciproquement  conjugués  deux  à deux  par  rapport  à la 
courbe  S,  sont  deux  à deux  homologiques  (n°  180.  p.  180) 
Les  droites  qui  réunissent  leurs  sommets  homologues, 

r-2,‘2'1  et  ko,  2' 3,  3' 2 et  5 o,... 
concourent  donc,  trois  à trois,  en  un  même  point 

, Cl)  J OU  W;, 

que  l’on  peut  construire  ; et  les  droites 
k w, , a m, 

se  coupent  suivant  le  pôle  cherché  o. 

333.  Remarque  I.  — Si  les  points  x,  y,  z s’éloignent 
de  plus  en  plus  et  disparaissent  à l’infini  dans  des  direc- 
tions d’ailleurs  déterminées;  le  plan  xyz , où  s'effectuait 
la  construction  précédente,  disparait  également  à l’infini. 
La  construction  subsiste  toutefois,  et  l’on  peut  l’effectuer 
dans  tel  plan  que  l’on  veut.  Le  problème  est  alors  celui-ci  : 
Cinq  points  1,2,...  ,3  fl’ une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  et  trois  de  ses  directions  asymptotiques  x,y,  z étant 
donnes,  trouver  la  quatrième  t? 

Reprenons,  à cet  effet,  les  données  et  toutes  les  considé- 
rations du  numéro  précédent;  en  imaginant  toutefois  que 
les  points  x,y,  z et  le  plan  qu’ils  déterminent  s’éloignent 
de  plus  en  plus.  Puisque  le  quadrangle  xyzt,  intercepté 
par  le  plan  mobile  H dans  la  courbe  (1  2345,  xyz),  et  le 
pentagone  12343  qui  fait  la  trace  sur  le  meme  plan  du  pen- 
tagone gauche  \ 2 . . . 5,  sont  toujours  conjugues  l’un  et 
l’autre  à une  même  conique;  si  l’on  imagine  un  cône  ayant 
pour  base  cette  conique  et  pour  sommet  un  point  fixe  quel- 
conque o,  on  pourra  dire,  d’une  manière  équivalente,  que 
les  rayons  menés  du  point  o aux  traces.  x,y,  z,  t de  la 
courbe  sur  le  plan  H,  et  les  rayons  menés  du  même  point 
aux  traces  1,  2,  . . .,3  sur  le  même  plan  des  côtés  succes- 
sifs du  pentagone  gauche  I 2 ...  5,  forment  les  arêtes  suc- 
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cessives  de  deux  angles  solides,  tétraèdre  et  pentaèdre,  con- 
jugués l'un  et  l’autre  à un  même  cône  du  second  ordre  : et 
les  traces  de  ces  rayons  sur  un  plan  quelconque  H\  les  som- 
mets d’un  quadranglc  et  d’un  pentagone  conjugués  à une 
meme  conique.  Or,  si  le  plan  H disparait  actuellement  à 
l’infini,  ce  dernier  énoncé  subsiste  encore,  et  1 on  peut  dire 
que  les  parallèles  menées  d'un  même  point  de  l'espace 
aux  côtés  successifs  d'un  pentagone  inscrit  à une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  et  les  rayons  menés  du  même 
point  aux  quatre  points  de.  la  courbe  situés  à /'irtjini,  cou- 
pent. un  plan  quelconque  H'  suivant  les  sommets  succes- 
sifs il  un  pentagone  et  d’un  quadrangle  conjugués  l’an  et 
/'autre  à une  même  conique.  Connaissant  le  pentagone  in- 
scrit 12...  o et  trois  des  directions  asymptotiques  de  la 
courbe,  ox , oy , oz , on  saura  donc  construire.la  quatrième. 

334.  Remarque  II . — Les  traces  sur  un  plan  Jixe  de 
toutes  les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  circonscrites 
à un  pentagone  donné  (1  2 ...  5),  sont  les  sommets  d'au- 
tant de  quadrangles  ( xyzt  ) conjugués  à une  conique  fixe . 

33o.  Remarque  III.  — Chacune  des  courbes  gauches 
du  quatrième  ordr  e que  l'on  peut  circonscrire  à un  groupe 
donné  de  sept  points  (1 , 2,  . . . , 5,  X,y),  rencontre  un 
plan  fixe  conduit  par  deux  quelconques  d'entre  eux 
(x,  y)  en  deux  autres  points  (z,  t ) tels  que  la  droite  qui 
les  réunit  passe  par  un  point  fixe  : pôle  de  la  droite  xy 
par  rapport  à une  conique  conjuguée  au  pentagone  gauelie 
1 2 ...  5,  ou  au  pentagone  plan  dérivé  12...  5. 

330.  Remarque  IV.  — Les  côtés  successifs  des  douze 
pentagones  gauches  ayant,  pour  sommets  cinq  points 
quelconques  de  l'espace  rencontrent  un  plan  quelconque 
suivant  les  sommets  successifs  d'autant  de  pentagones 
conjugués  à une  même  conique. 

Si  X, y,  z , t désignent,  en  effet,  les  traces,  sur  le  plan 
considéré,  de  l’une  quelconque  des  courbes  gauches  que 
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l'on  peut  faire  passer  par  les  points  1 , 2,  . . 5,  on  aura, 

comme  précédemment,  l'identité 

Y4).,  P;  4-«X!4-  èY’-t-cZ1+  r/T  = o ; 

et  les  équations  langenlielles  équivalentes  qui  en  ré- 
sultent 


o,  oX?  -+-  b Y!  4-  rZ  4-  i/V  ~ o 


représentent  une  conique  qui  ne  dépend,  comme  le  système 
des  coefficients  a,h,c,d,  que  du  plan  sécant 

dont  on  a fait  choix  et  du  système  des  points  1 , 2,  . . . , 5 : 
nullement  de  l’ordre  de  succession  de  ces  points.  I.a  courbe 
représentée  par  l’une  ou  l'autre  de  ces  équations  est  donc 
conjuguée  à chacun  des  pentagones  gauches  menés  par  les 
points  1 , . . . ,0  pris  dans  un  ordre  quelconque,  comme  à 
chacun  des  pentagones  plans  qui  en  dérivent. 

C’est  aussi  ce  que  l'on  peut  voir  directement. 

Car  (x,y,  s), . . . , (x6,  j'5,  zs)  désignant  les  coordonnées 
des  points  1 , . . . , 5,  et 

( I ) n.r  4-  by  4-  rz  -j-  l = o 

l'équation  d’un  plan  indéterminé,  ou  variable,  dont  le  mou- 
vement serait  particularisé  et  l’enveloppe  définie  par  l'é- 
quation 

(2)  y L PJ  = o ou  \ i,  (n.r,  4-  by,  -+-  ra,  4-  i)*  =:  o; 


on  pourra,  en  général,  disposer  des  rapports  arbitraires 
3l,  : i,  : . . . : X5,  de  manière  que  celle  enveloppe,  perdant 
l'une  de  ses  dimensions,  se  réduise  à une  conique  située, 
par  exemple,  dans  le  plan  z — o.  Posant,  en  effet,  les 
quatre  conditions 


(3) 


j",  a,  = 


les  termes  en  c\  en,  cb,  c disparaissent  de  l'équation  (2), 


I 
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laquelle,  ne  conlenanl  plus  la  variable  c,  définit  l'enve- 
loppe de  la  seule  tiare 

o = j=m  + bjr  ■+■  1 —O 

du  plan  mobile  (1)  sur  le  plan  z = o.  D’ailleurs  les 
équations  de  condition  (3)  sont  au  nombre  de  quatre  et 
renferment  linéairement  quatre  rapports  indéterminés 
/,  :X,  Donc,  etc. 


337.  Remarque  V.  — Cette  manière  singulière  de  re- 
présenter la  conique  conjuguée  au  pentagone  plan  12345 
— à l’aide  de  l'équation  tangentielle 


rapportée  aux  sommets  1 , 2,  ...  ,5  d’un  pentagone  gauche 
dont  les  côtés  successifs  s’appuient  sur  les  sommets  succes- 
sifs 1,  2,  . . .,5  du  pentagone  proposé  — donne  lieu  à une 
conséquence  remarquable. 

Si  l’on  mène  effectivement,  par  les  sommets  1,2,  ..  .,5 
d’un  même  pentagone  plan,  les  côtés  de  deux  pentagones 
gauches  distincts  12  ...  5 et  1' 2'. . . 5';  les  équations  équi- 
valentes 


de  la  conique  conjuguée  au  pentagone  initial,  rapportée  à 
l’un  ou  à l’autre  des  pentagones  gauches  que  l’on  vient  de 
définir,  entraînent  l’identité 


X',  P',’ 


ou  la  conclusion  que  les  dix  points  de  référence  1 , 2,  ....  5 
et  1',  2',  . . .,5  appartiennent  à une  même  surface  du  se- 
cond ordre.  De  là  ce  théorème  : Les  sommets  île  deux 
pentagones  gauches  dont  les  côtés  successifs  se  rencon- 
trent, deux  à deux , en  cinq  points  situés  dans  un  même 
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plan  , font  dix  points  d’une  même  surface  du  second 
ordre.  En  particulier,  deux  pentagones  gauches,  à côtés 
parallèles,  sont  toujours  inscriptibles  à une  même  surface 
du  second  ordre. 

338.  Problème  II.  — Étant  donnés  huit  points 
1, 2,  3,  4,  5,  6,  x,  y 

d'une  courbe  gauche  du  r/ualrième  ordre,  trouver  les  deux 
dernières  traces  de  la  courbe  sur  un  plan  H conduit  à vo- 
lonté par  deux  quelconques  de  ces  points,  x et  y. 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés  et  un  neuvième  points 
pris  arbitrairement  sur  le  plan  H : 

S = 1 23456-c^z; 

et  soient,  sur  cette  surface,  Ct,  C't  les  deux  courbes  gaucnes 
du  quatrième  ordre  respectivement  définies  par  les  neuf 
points  précédents,  moins  le  premier  ou  le  second  : 

C,  = 23456-rj-z,  C,  = 1 3456.SJ-Z. 

Les  quatrièmes  traces  t,  t1  de  chacune  de  ces  courbes  sur 
le  plan  H,  ou  xyz,  pouvant  être  déterminées  d’après  le 
problème  précédent,  on  aura,  dans  les  points 

(C,)  x,y,z,t,t', 

cinq  éléments  de  la  courbe  du  second  ordre  qui  fait  la  trace 
delà  surface  auxiliaire  S sur  le  plan  H,  ct  à laquelle  ap- 
partiennent aussi  les  deux  points  Z et  T que  l’on  cherche. 

D’ailleurs,  pour  construire  chacun  des  points  t ou  t',  on 
aura  dû  construire  d’abord  (n°332)  — le  point  fixe  z',  ou  z", 
autour  duquel  tourne  la  corde  qui  réunit  les  deux  dernières 
traces  sur  le  plan  H de  chacune  des  courbes  gauches  du 
quatrième  ordre  menées  par  les  sept  premiers  points  de 
chaque  groupe, 

2,  3,  4,  5,  6,  x,  y,  «u  1,  3,  4,  5,  6,  x,y 
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(n°  333)  — ou  i!cu\  points  z',  z"  de  la  corde  ZT  que  l’on 
cherche.  On  aura  donc,  dans  la  droite  indéfinie  z'  z",  la 
corde  indéfinie  ZT,  et  les  extrémités  de  cette  corde,  ou  les 
deux  points  cherchés,  dans  les  traces  de  celte  droite  sur  la 
conique  (Cj). 

339.  Remarque.  — Si  les  points  .r,  y et  le  plan  H qui 
les  contient  s’éloignent  indéfiniment,  la  construction  pré- 
cédente subsiste  toujours,  et  fournit  encore  les  deux  der- 
niers points  à l’infini  (Z,  T)  de  In  courbe  gauche  du  qua- 
trième o frire  (I  2343  ( > x J'  ) définie  par  six  points  et  deux 
rie  ses  directions  asymptotiques.  Toutefois  le  point  auxi- 
liaire z,  que  I on  prenait  d’abord  arbitrairement  sur  le 
plan  H,  sera  remplacé  par  un  point  pris  n l’infini  dans  une 
direction  arbitraire;  et  toute  la  construction  modifiée  con- 
formément à la  remarque  du  n°  333. 

3 K).  Problème  IJ1.  — Étant  donnés  huit  points 
1, 2,  3,  4,  5,  6,  7,  x 

ri' une  courbe  gauche  rlu  quatrième  ordre,  construire  ses 
trois  dernières  traces  sur  un  plan  H conduit  à volonté  par 
l'un  rie  ces  points,  x. 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés,  associés  à un  neuvième 
point,  y,  pris  à volonté  dans  le  plan  II  : 

S s 123  4507 x? , 

et  soient,  sur  cette  surface  Cv,  C,  les  deux  courbes  gauches 
du  quatrième  ordre,  respectivement  définies  par  les  neuf 
mêmes  points,  moins  le  premier  ou  le  second  : 

C,  = 234507x)-,  C,  = 1 34567jrr. 

Les  deux  dernières  traces  z,t  ou  z',  t'  de  chacune  de  ces 
courbes  sur  le  plan  H étant  déterminées  par  le  problème 
précédent,  on  aura  dans  le  groupe 

( C,  ) x, y, z,t,z',t' 
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six  points  du  la  trace  de  la  surface  S sur  le  même  plan,  ou 
six  points  d’une  conique  à laquelle  appartiennent  aussi  les 
irois  points  que  l'on  cherche. 

Opérant  de  même  avec  un  neuvième  point  yt,  pris  en- 
core dans  le  plan  H,  on  obtiendra  encore  six  points 

(ê.,)  * tu  ti  5 

d’une  nouvelle  conique  contenant  les  points  cherchés  dont 
la  détermination  ne  dépend  plus  que  du  tracé  des  deux 
courbes  C,,  C1,. 

3 il . Remarque.  — Si  le  point  .r  et  le  plan  H s’éloignent 
indéfiniment,  la  construction  précédente  subsiste  toujours 
et  fournit,  à la  limite,  les  trois  dernières  directions  asynip- 
totiques d'une  courbe  gauche  définie  par  sept  points  et  la 
direction  de  l'une  de  ses  asymptotes.  Les  points  auxi- 
liaires J,  y u que  l’on  prenait  d’abord  arbitrairement  dans 
le  plan  H,  seront  toutefois  remplacés  par  deux  points  à 
l'infini,  pris  dans  des  directions  arbitraires;  et  toutes  les 
constructions  modifiées  conformément  à la  remarque  du 

n°  333. 

342.  Problème  I\  . — Étant  donnes  huit  points 
1 ,2,3, 4,  5,6,7,  8 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  construire  ses 
traces  sur  un  plan  quelconque . 

Considérons  une  surface  auxiliaire  du  second  ordre  S 
définie  par  les  huit  points  donnés  et  un  neuvième  point  x 
pris  arbitrairement  sur  le  plan  H : 

S== 12345678c; 

et  soient,  sur  cette  surface  C*,  C’(  les  deux  courbes  gau- 
ches du  quatrième  ordre  respectivement  définies  par  les 
neuf  mêmes  points,  moins  le  premier  ou  le  second: 

C,  =*2345678  r,  C'.  = 1 345678  r. 
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Les  trois  dernières  traces  y.  s,t  ou  y',z'.t'  de  chacune 
de  ces  courbes  sur  le  plan  H étant  déterminées  par  le  pro- 
blème précédent,  on  aura,  dans  le  groupe 

(Cl)  -T,  y,  z,  t,  y 

sept  points  de  la  trace  de  la  surface  S sur  le  même  plan, 
ou  sept  points  d'une  conique  qui  renferme  les  qifatre  points 
cherchés. 

Opérant  de  même  avec  un  neuvième  point  x,  pris  en- 
core dans  le  plan  H,  on  obtiendra  de  même  sept  points 

(C’,)  *„  y>,*„ 

d’une  nouvelle  conique  contenant  encore  les  points  cher- 
chés, dont  la  détermination  ne  dépend  plus  que  du  tracé  des 
deux  courbes  C,,  C,. 

313.  Remarque.  — Si  le  plan  H s’éloigne  indéfiniment, 
la  construction  précédente  subsiste  toujours,  de  manière  à 
donner,  à la  limite,  les  quatre  directions  asymptotiques  de 
la  courbe.  Toutefois,  les  points  x,  x,  que  l'on  prenait 
d’abord  arbitrairement  surle  plan  H, devront  être  remplacés 
par  des  points  pris  à l'infini  dans  des  direetions.arbitraires, 
et  toutes  les  constructions  modifiées  conformément  à la 
remarque  du  n°  333. 

Dette  construction  suppose  d'ailleurs  le  tracé  d'un  nombre 
de  coniques  qui  parait  excessif.  Deux  coniques  devraient 
suffire  et  suffisent  effectivement,  comme  on  le  verra  au 

n°  355. 

341.  Problème  V.  — Étant  donnés  huit  points 
0;  1 , 2,  3,  4;  x,y,  z 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  : si,  menant  d’a- 
bord les  droites 

01,  02,  03,  04, 

ou  détermine  leurs  traces  respectives 
y,  2',  3',  4' 
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sur  le  plan  X)  z ; et  que,  considérant  une  conique  double- 
ment conjuguée  au  quadrangle  résultant  et  au 

triangle  xyz,  on  détermine,  par  rapport  à cette  conique, 
les  pôles  respectifs 

1",  2",  3",  V" 

des  plans 

23  V,  3 V 1 , VI 2,  123, 

ou  de  leurs  traces  respectives  sur  le  plan  xyz  : les  droites 
l'i",  2' 2",  3' 3",  V'V" 

se  couperont  en  un  même  point  il,  et  la  tangente  an 
point  ü île  la  courbe  gauche  proposée  coïncidera  avec 
la  droite  OU. 

Imaginons,  en  effet,  un  octaèdre  variable 
123VOO', 

toujours  inscrit  à la  courbe,  et  dont  le  sixième  sommet  O' 
se  rapprocherait  indéfiniment  de  l’un  des  sommets  fixes  O. 

Un  triangle  et  un  octaèdre  inscrits  à une  même  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  étant  toujours  conjugués  à une 
même  conique,  une  même  conique  variable  sera  continuel- 
lement conjuguée  au  triangle  xyz  et  à toutes  les  couples 
de  droites  déterminées , sur  le  plan  de  ce  triangle,  par  les 
faces  opposées  de  l'octaèdre  123400',  savoir  : 

(P,  P')  012  et  0'3V,  023  et  O'IV,..., 

ou  encore 

(Q,  Q')  23V  et  OO' 1,  3 V 1 et  00'2 

Si  l’on  conçoit  maintenant  que  le  point  O'  sc  rapproche 
de  plus  en  plus  du  point  O,  et  que  l’on  passe  à la  limite  en 
posant  l'identité 

6 = 6’, 

on  voit  d’abord  que  la  conique  précédente  a pour  limite 
une  certaine  conique  à la  fois  conjuguée  au  triangle  xyz 
et  à tous  les  systèmes  de  deux  droites 

(P„P’1)  i'2'  et  3'V',  2'3'  et  l'V',... 
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formes  des  rôles  opposés  ou  des  diagonales  du  quadrangle 
plan  déjà  défini  3' Celle  conique  est  donc  conjuguée 
à la  fois  au  quadrangle  l'2'3'l'  et  au  triangle  xyz.  Rn 
outre,  si  fl  désigne  la  trace,  sur  le  plan  xyz  de  la  tangente 
en  O à la  courbe  gauche  proposée,  ou  de  la  limite  de  la 
corde  OO',  on  voit  que  la  conique  précédente  est  aussi 
conjuguée  à tous  les  systèmes  résultants  de  l’une  des  droites 

( Q',  ) ni',  “2',... 

— traces  respectives,  sur  le  plan  xyz,  des  limites  des 
plans 

(Q’)  00  1,  00' 2 

— respectivement  associées  aux  traces  analogues  des  plans 

(Q)  234,  341,... 

I.es  pôles  de  ces  traces,  par  rapport  à celte  conique, 

1",  2" 

appartiennent  donc  respectivement  aux  droites  conjuguées 
ni',  ti-2' , . . . . 

El  l’on  peut  dire,  en  d’autres  termes,  que  les  droites 

11",  2'  2",... 

concourent  en  un  même  point  il  appartenant  à la  tangente 
cherchée. 

315.  La  construction  de  la  tangente  eu  un  point  quel- 
conque d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  est  donc 
subordonnée  au  problème  suivant  : 

Une  conique,  étant  définie  par  un  triangle  et  un  qua- 
drangle conjugués,  construire , par  rapport  à cette  co- 
nique, le  pôle  d' une  droite  donnée. 

Or  les  côtés  du  triangle,  pris  deux  à deux,  font  trois  cou- 
ples, et  les  côtés  opposés  du  quadrangle  deux  autres  couples 
distinctes 

XY.YZ.ZX;  AA',  BB' 
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de  droites  conjuguées  par  rapport  à la  courbe.  Le  pôle 
correspondant  d’une  droite  quelconque 

P = o 

se  trouvera  donc,  par  un  théorème  antérieur,  au  point  de 
concours  des  droites 

P'  =;  o , P"  =■  o , 

respectivement  délinies  par  les  identités 

(1)  XY  + YZ  + ZX-t-AA'-+-PP'  = o, 

(2)  XY  + YZ  + ZX  + BB-t  PP"  = o. 

Chacune  de  ces  droites  forme  effectivement  le  lieu  des  pôles 
de  la  proposée  P = o,  par  rapport  à toutes  les  coniques 
conjuguées  aux  deux  droites  de  quatre  des  couples  données 
(n°  160,  p.  162).  La  question  est  donc  seulement  de  con- 
struire chacune  des  droites  P',  P".  Or  l’identité  (1),  qui 
sert  de  définition  à la  première,  pouvant  se  dédoubler  dans 
les  équations  équivalentes 
(!')  XY-r-YZ -t-ZX  = o, 

(1")  AA'  -+-  PP'  — o, 

on  reconnaît  aussitôt,  dans  la  courbe  représentée  par  l’une 
ou  l’autre  de  ces  équations,  une  conique  doublement  cir- 
conscrite au  triangle  donné  XYZ  et  au  quadrilatère  par- 
tiellement inconnu  APA'P'  ( fig . 74).  Cinq  points  de  cette 

Fig. 


courbe  se  trouvent  ainsi  en  évidence  qui  sont  les  sommets 
du  triangle  donué  cl  les  traces  de  la  droite  donnée  P = o 

25 
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sur  les  c.ôlés  opposés  A et  A'  du  quadrilatère.  On  pourra 
donc  construire  les  deux  dernières  traces 

o = A — P',  o = A’  P 

de  ces  côtés  sur  la  courbe,  ou  deux  points  de  la  première 
des  droites  cherchées  P'=  o.  Donc,  etc. 

346.  Remarque  1 . — La  tangente  en  chaque  point  x 
d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 

(C.)  1234oG7.r 

est  susceptible  d’une  autre  détermination  indépendante  de 
la  propriété  de  neuf  points  d’une  telle  courbe.  On  sait  ef- 
fectivement que,  si  l’on  considère  toutes  les  surfaces  du  se- 
cond ordre  circonscrites  au  groupe 

1234567, 

les  plans  polaires  d’un  point  quelconque  .r,  par  rapport  à 
toutes  ces  surfaces,  concourent  en  un  même  point  x'  que 
l’on  peut  construire  (n°’  302  et  322).  D’ailleurs  si,  entre 
toutes  ces  surfaces,  on  considère  spécialement  celles  qui 
passent  en  outre  par  le  point  x ou  par  la  courbe  gauche 
proposée  (Ct),  les  plans  polaires  du  point  x,  par  rapport  à 
ces  dernières  surfaces,  coïncident  avec  leurs  plans  tangents 
en  ce  point.  Tous  ces  plans  tangents  passent  donc  par  le 
point  x lequel  est  un  point  de  leur  intersection  : ou  un. 
point  de  la  tangente  en  x à la  courbe  gauche  considérée, 
commune  intersection  de  toutes  ces  surfaces. 

347.  Remarque  11.  — Cette  dernière  construction  se- 
rait surtout  avantageuse  si,  ayant  à tracer  la  tangente  en 
un  point  x de  la  courbe,  celle-ci  se  trouvait  déterminée 
par  la  donnée  complémentaire  d’un  hexaèdre  inscrit.  Il 
suffirait  effectivement,  dans  ce  cas,  de  construire  le  point 
de  concours  x'  des  plans  polaires  du  point  donné  x par 
rapport  aux  angles  dièdres  formés  des  faces  opposées  de 
l’hexaèdre,  et  la  droite  xx'  serait  la  tangente  cherchée. 
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Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  menées  par  les  pre- 
miers sommets  de  l’hexaèdre  actuel  passent  en  effet  par  le 
huitième,  et  les  trois  couples  de  plans  formées  des  faces 
opposées  de  l’hexaèdre  font  trois  de  ces  surfaces. 

348.  Remarque  III . — Il  est  d’ailleurs  toujours  pos- 
sible de  passer,  des  données  générales  d’une  courbe  gauche 
du  quatrième  ordre,  aux  données  particulières  que  suppose 
la  construction  précédente  (,/ig.  75). 

Fig.  ?5. 


a 

f~ 

i \ 

• \ 


4 


1 / 


Car  la  courbe  proposée  étant  définie  par  huit  points 
quelconques  1 , 2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  on  peut,  par  le  pro- 
blème 1 (n°  332,  p.  373),  en  déterminer  la  quatrième 
trace 

« ou  b ou  c 
sur  l’un  quelconque  des  plans 

123  ou  234  ou  12  b. 

Et  l’on  a,  de  la  sorte,  les  sept  premiers  sommets  d’un 
hexaèdre  123 albed  inscrit  à la  courbe,  et  qui  permet 
d’en  obtenir  autant  de  tangentes  que  l’on  veut. 

349.  Problème  VI.  — Étant  donnés  sept  points 
O;  1,2,3;  x,  jr,  z 

d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  la  tan- 
gente 00'  en  l' un  de  ces  points  ; si,  menant  d’abord  les 
cordes  01,02,  03  et  la  tangente  00',  on  détermine  leurs 

25. 
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1',  2',  3',  w' 

sur  le  plan  .rys,  et  que,  considérant  une  conique  double- 
ment conjuguée  au  quadrangle  résultant  1'2'3'gj'  et  au 
triangle  xyz , on  détermine,  par  rapport  à cette  conique,  le 
pôle  SV  du  plan  123  ou  de  sa  trace  sur  le  plan  xyz  : le 
plan  oscillateur  au  point  O de  la  courbe  gauche  proposée 
coïncidera  avec  le  plan 

Ow'n'. 

Imaginons,  en  effet,  un  octaèdre  variable 
123  00' O", 

toujours  inscrit  à la  courbe,  et  dont  les  deux  derniers  som- 
mets ü',  O"  se  rapprochent  indéfiniment  de  l’un  des  som- 
mets fixes  O. 

Un  triangle  et  un  octaèdre  inscrits  à une  même  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  étant  toujours  conjugués  à une 
même  conique,  une  même  conique  variable  sera  continuel- 
lement conjuguée  au  triangle  xyz  et  à toutes  les  couples 
de  droites  déterminées  sur  le  plan  de  ce  triangle  par  les 
plans  des  faces  opposées  de  l’octaèdre  12300'0",  savoir: 

(P,  P')  012  et  O' O" 3,  023  et  O' O"  1,  031  et  0'0"2; 

ou  encore 

(Q,  Q')  123  et  OO'O". 

Si  l’on  conçoit  actuellement  que  les  points  O',  O”  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus  du  point  O cl  que  l’on  passe  à la 
limite  en  posant  l’identité 

ÔsO'sÔ": 

on  verra  d’abord  que  la  conique  précédente  a pour  limite 
une  certaine  coniqucdoublemcnt  conjuguée  au  triangle  xyz 
et  à tous  les  systèmes  de  deux  droites 

(P,,  P',)  l'2'  et  «'3'.  2' 3'  et  3'1'  et  *.'2', 
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formésdcs  côtés  opposés  ou  des  diagonales  du  quadranglc 
déjà  défini  l'â'S'u/.  Celle  conique  esl  donc  conjuguée  à la 
fois  au  quadranglc  l'23'ci>'  et  au  triangle  xyz.  En  outre  si 
w'LÏ  désigne  la  trace,  sur  le  plan  xyz,  du  plan  oscillateur 
au  point  O de  la  courbe  gauche  proposée,  ou  la  trace  du 
plan  OO'O"  considéré  à sa  limite;  la  conique  précédente  • 
est  aussi  conjuguée  au  système  formé  de  cette  droite 
cj'il'et  de  la  trace  analogue  du  plan  123  sur  le  plan 
xyz  [(Q’  Q1)]*  P<^e  ^ de  cette  trace,  par  rapport  à 
cette  conique,  doit  donc  appartenir  à la  droite  conjuguée, 
ou  à la  trace  du  plan  osculaleur  sur  le  plan  xys;  et  celle-ci 
coïncide  avec  la  droite  menée  de  ce  pôle  il'  à la  trace  0/  de 
la  tangente  en  O. 

350.  Problème  VII.  — Etant  donnés  sept  points 
O;  1,2, 3, 4,5, 6 

u'unc  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  la  tangente  en 
l’un  de  ces  points  O et  le  plan  osculateur  correspondant 
(problème  VI)  ; si,  dans  ce  plan  osculateur  et  tangentielle- 
menl  à celte  tangente,  011  imagine  une  conique  conjuguée 
à l’octaèdre  123156,  cette  courbe  passera  d’elle-même  par 
le  point  O ; son  rayon  de  courbure  eu  ce  point,  reporté,  en 
sens  inverse,  sur  le  prolongement  extérieur  de  la  normale, 
servira  de  diamètre  au  cercle  osculateur  en  O de  la  courbe 
gauche  proposée,  et  la  construction  effective  de  celui-ci 
dépendra  seulement  du  tracé  d’un  cercle  conduit,  parle 
point  O,  tangentiellement  à cette  conique  et  ortbogona- 
lement  au  cercle  diagonal  de  cette  courbe,  que  l’on  sait 
construire. 

Soit  effectivement  OO'O"  un  triangle  auxiliaire,  inscrit 
n la  courbe  gauche  proposée,  comme  l’octaèdre  123156. 

Ce  triangle  et  cet  octaèdre  seront  conjugués  à une  même 
conique  située  dans  le  plan  de  ce  triangle,  et  le  cercle  cir- 
conscrit à ce  dernier  coupera  orthogonalement  le  cercle 
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diagonal  dç  cette  conique.  Si  l’on  conçoit  dès  lors  que  les 
points  O'  et  O"  se  rapprochent  de  plus  en  plus  du  point  O, 
et  si  l’on  passe  à la  limite  en  posant  la  double  identité 
0=0,  = 0ff;  on  verra  d’abord  que  la  limite  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  00,0,/,  ou  le  cercle  oscillateur  au 
• point  O de  la  courbe  gauche  proposée,  coupe  encore  orlho- 
gonalcmcnt  le  cercle  diagonal  d’une  certaine  conique,  située 
dans  le  plan  osculaleur  en  ce  point,  et  doublement  conju- 
guée à l'octaèdre  1 23456  et  au  seul  point  O assimilé  à ua 
triangle  évanouissant.  Si  l’on  observe  ensuite  qu’un  triangle 
conjugué  OO'O",  dont  les  trois  côtés  tendent  simultanément 
vers  zéro,  se  résout,  à la  limite,  en  un  point  O situé  sur 
la  conique  conjuguée,  et  la  commune  direction  des  côtés 
de  ce  triangle,  pris  à la  limite,  dans  là  direction  de  la  tan- 
gente à cette  conique  en  ce  point;  on  verra  que  cette  co- 
nique-limile , dont  nous  parlions  tout  à l’heure,  est  définie 
par  quatre  couples  de  droites  conjuguées  — les  quatre 
couples  résultant  des  traces  des  faces  opposées  de  l’octaèdre 
1 23456  sur  le  plan  oscillateur  en  O — et  une  tangente, qui 
est  la  tangente  en  O à la  courbe  gauche  proposée.  Donc, etc. 

O11  doit  d’ailleurs  se  rappeler  que  les  données  précé- 
dentes— une  tangente  et  quatre  couples  de  droites  conju- 
guées — permettent  de  construire  à priori , par  la  règle  et 
le  compas , le  cercle  diagonal  de  la  conique  correspon- 
dante (n°  155),  et  par  suite  le  cercle,  orthogonal  à celui- 
là,  mené  par  le  point  O langentiellenient  à la  courbe 
gauche  proposée. 

351.  Remarque  J.  — Les  trois  conditions  auxquelles 
est  assujettie  une  conique  par  la  donnée  d’un  triangle 
conjugué  xyz,  se  conservent  lorsque  les  trois  sommets  de  ce 
triangle  étant  confondus  en  un  seul,  x = y = x,  ils  ne 
cessent  pas  cependant  d ètre  connus  et  se  trouvent  encore 
déiiuis  comme  trois  points  consécutifs,  ou  infiniment  voi- 
sins, d’une  courbe  donnée  de  forme  et  de  position,  par 
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exemple  d'un  cercle.  Dans  ce  cas,  le  cercle  de  rayon  sous- 
double  qui  touche  extérieurement  le  cercle  donné  suivant 
le  point  unique  x,  auquel  se  réduit  ce  triangle  conjugué,  est 
osculaleur  en  ce  point  n lacourbc;  et  la  donnée  de  ce  cercle 
et  celle  du  point  d'osculation  font  encore  trois  conditions 
distinctes. 

La  recherche  des  deux  conditions  distinctes  auxquelles 
est  assujettie  une  conique  par  la  donnée  d’un  quadrangle 
conjugué  X)  zt,  dans  le  cas-limite  où  trois  des  sommets  de 
ce  quadrangle  sc  confondent  suivant  un  point  déterminé 
.!•=  > ==  z,  d’une  courbe  dont  la  tangente  et  le  cercle  os- 
culatcur  en  ce  point  sont  supposés  connus,  celte  recherche 
parait  d’abord  beaucoup  moins  aisée;  car  on  n’aperçoit 
bien  que  l’une  des  deux  conditions  dont  il  s’agit  : celle  qui 
résulte  des  limites  connues  des  deux  droites  fx,  yz  et  qui 
fournit  une  première  couple  de  droites  conjuguées  par  rap- 
port à la  conique  primitive.  Quant  à la  condition  res- 
tante, comme  elle  dépend  au  fond  de  la  situation,  sur  un 
cercle  déterminé,  des  trois  sommets  coïncidents  x, y,  z,  sa 
détermination  directe  est  plus  cachée.  On  y supplée,  toute- 
fois, en  ramenant  le  cas  actuel  à celui  du  triangle  conjugué 
évanouissant . 

i).  Supposons,  par  exemple,  qu 'étant  donnés  cinq  points 
1,2,  3,  -4,0  d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et 
trois  autres  points  de  la  même  courbe 

x~y~z 

confondus  en  un  seul  sur  un  cercle  donné  A,  il  s'agisse 
d'obtenir  la  quatrième  trace  t de  la  courbe  sur  le  plan  de 
ce  cercle. 

Si  l’on  représente  par  l’équation  tangcnticlle 
S = o 

cette  conique  que  le  théorème  du  n°  330  nous  montre  comme 
doublement  conjuguée  au  pentagone  gauche  123-43  et  au 
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quadrangle  xyzt,  ou  XYZT  = o ; on  pourra  d’abord  regar- 
der cette  courbe  comme  entièrement  connue,  et  déduire, 
de  sa  définition  par  rapport  à ce  quadrangle,  l’identité 

(1)  SsdX’  + iY’  + cZ’  + rfT1. 

Rapportant  ensuite  celte  même  courbe  à ses  deux  traces 

o = P = Q sur  la  polaire  du  point  inconnu  t,  et  à ce  point 
lui-mème  T = o,  par  l’cquation  tangcntielle 
(i')  o^SsP.Q  + l.T1, 

la  comparaison  des  deux  formes  équivalentes  (1),  (t')  en- 
traîne une  identité  que  l’on  peuu  écrire 

(2)  S'-saX’  + iY’  + fZ-sP.Q  + l'T’i 

et  l’on  a,  dans  la  courbe  représentée  tangentiellcment  par 
l’une  ou  l’autre  de  ces  fonctions  égalée  à zéro,  une  co- 
nique auxiliaire  S'  conjuguée  au  triangle  évanouissant 
xyz,  et  doublement  tangente  à ta  proposée  S = o suivant 
la  polaire  du  point  t que  l’on  cherche.  D’ailleurs,  comme 
les  trois  sommets  x,jr,  z de  ce  triangle  se  confondent,  à la 
limite,  sur  un  cercle  donné;  le  cercle  A'  de  rayon  double, 
tangent  extérieurement  à relui-là,  représente  le  cercle  os- 
cillateur en  x à la  courbe  auxiliaire  S'  ( n°  207,  p.  aig);  et 
le  problème  se  trouve  ramené  au  suivant. 

2 ).  Par  trois  points  x,j',  z,  confondus  en  un  seul  sur  un 
cercle  donné  rV  — o ( jig.  76),  mener  une  conique  dou- 


Fig.  76. 
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blement  tangente  à une  conique  donnée  S = o,  et  con- 
struire le  pôle  t de  leur  corde  de  contact. 
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Soient,  à uet  effet, 

(2)  o =S's=A'  + V.T. 

la  conique  que  l’on  cherche,  rapportée  à son  cercle  oscilla- 
teur A',  à la  tangente  T au  point  d’osculation  et  à la  corde 
inconnue  V = o qui  va  de  ce  point  au  quatrième  point 
d’intersection  de  ce  cercle  et  de  la  courbe. 

Si  U = o désigne  la  corde  de  contact  de  celte  courbe  et 
de  la  proposée  S = o,  on  aura  identiquement 

S'==S  + U’, 

ou 

A’  + V-TehS  + U1 

ou  encore 

(3)  A'  — SheV.T—  U>. 

On  a par  suite,  dans  la  courbe  représentée  par  l’une  ou 
l’autre  de  ces  fonctions  égalée  à zéro,  une  conique  auxiliaire 
menée  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la  conique  S 
et  du  cercle  donnés  A',  tangentiel/emenl  à la  droite  T = o. 
Or  le  cercle  A'  fait  évidemment  l une  des  deux  détermina- 
tions de  celte  conique  auxiliaire;  celle-ci  n’est  donc  réelle- 
ment déterminée  que  d’une  seule  manière.  Et  si,  après  avoir 
construit  le  point  où  elle  touche  la  droite  T,  on  lui  mène, 
par  l’origine  x , une  nouvelle  tangente  V = o;  la  corde  de 
contact  de  ces  deux  tangentes  fournira  la  droite  U = o : et 
le  pôle  de  cette  droite,  par  rapport  à la  conique  S,  le 
point  t que  l’on  voulait  obtenir. 

352.  Remarqt  te  II.  — Étant  donnés  cinq  points 
1,  . . .,5  d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  l'un 
de  ses  plans  osculaleurs  xyz  et  la  quatrième  trace  t de  la 
courbe  sur  ce  plan  -,  on  peut  choisir  arbitrairement  le  point 
d’osculation  x.  Et  si  l’on  mène  ensuite,  par  ce  point  x,  une 
conique  S'  qui  ait,  avec  une  autre  conique  située  dans  le 
plan  xyz  et  conjuguée  au  pentagone  12  ...  5,  un  double 
contact  suivant  la  polaire  du  point  t : la  courbe  gauche  pro- 
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posée  et  cette  conique  S'  seront  tangentes  extérieurement 
en  x,  et  leurs  rayons  de  courbure,  en  ce  point,  seront  dans 
le  rapport  de  2 à I . 

353.  lie  marque  111.  — Etant  donnés  cinq  points 
1 , . . 5 d' une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  l'un 
de  ses  plans  oscillateurs  xyz  et  la  quatrième  trace  t de  la 
courbe  sur  ce  plan  ; la  tangente  indéfinie  au  point  d'oscula- 
tion (x=j  = s)  peut  être  prise  arbitrairement.  Et  si,  tan- 
genticHemenl  à la  droite  choisie  ah , on  mène  une  co- 
nique S'  qui  ait,  avec  la  conique  conjuguée  au  pentagone 
J 2315,  un  double  contact  suivant  le  polaire  du  point  t : 
le  point  d’osculation  x c=  y = z se  trouvera  au  point  de 
contact  de  la  conique  S'  cl  de  la  droite  ah. 

§ 111.  — Des  paraboloïdes  définis  par  huit  points  et  des 
quatre  cônes  du  second  degré  que  l'on  peut  circonscrire 
à une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre. 

35  i.  Problkme  VIII.  — Étant  donnés  neuf  points  d' une. 
surface  du  second  ordre,  construire  ses  traces  sur  une 
droite  donnée. 

Soient  xj  et  1 , 2, . . .,  9 la  droite  et  les  points  donnés. 
Si  l’on  mène  par  le  point  1 une  transversale  11'  qui  s’ap- 
puie sur  chacune  des  droites  xy  et  23  ; cl  que  l’on  construise, 
par  le  problème  I (n°  332),  les  quatrièmes  traces  n,  «'sur 
le  plan  1 2 3 des  deux  courbes  gauches 

C,  = 123...78,  C',  = 123.  ..79; 

on  aura  d’abord  la  seconde  trace  I'  de  la  transversale  sur 
la  surface  proposée,  dans  la  seconde  trace  de  cette  trans- 
versale sur  la  conique 

C,=  123o«'; 

et  si  l’on  détermine  ensuite,  par  le  problème  II,  les  deux 
dernières  traces  />,  c ou  b1,  c1  de  chacune  des  courbes 

C,  = 11'2345C7,  C',==ll'23fc5G8 
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sur  le  plan  (1 1',  xy)  : les  traces  de  la  droite  xy  sur  la  co- 
nique 

C,=  H'bcb'c' 

fourniront  les  points  cherchés. 

355.  Remarque  I . — Une  sciuhlable  intervention  des 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre  definies  par  huit  des 
points  donnés  permettrait  de  même  de  déterminer  : le  plan 
langent  en  l'un  de  ces  points,  la  section  de  la  surface  par 
le  plan  mené  suivant  trois  quelconques  d’entre  eux,  le 
sommet  du  cône  circonscrit  suivant  cette  section;  le  centre 
enfin  et  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface  dont  les 
axes  principaux  pourraient  alors  être  déterminés  confor- 
mément à une  construction  antérieure.  Quant  au  cône 
asymptote,  sa  détermination  ne  dépend  que  du  problème  I\ 
(n°  342,  p.  38 1 ) . 

356.  Remarque  11.  — Le  problème  précédent  permet  : 
i”  de  construire  par  la  règle  cl  le  compas  cinq  points  distincts 
de  la  trace,  sur  un  plan  quelconque,  d un  ellipsoïde  défini 
par  neuf  points;  a"  de  ramener,  à la  construction  de  deux 
coniques  seulement,  la  recherche  des  traces,  sur  un  plan 
quelconque  H,  d une  courbe  gauche  definie  pur  huit 
points  1,2,  . . .,8  (Problème  IV,  n°  342). 

Soient,  eu  effet,  tu  un  point  quelconque  du  plan  H,  A 
et  6 deux  droites  conduites  à volonté  dans  ce  plan.  Si  l'on 
considère  l'ellipsoïde  * 

S ü-:1  2...  8m, 

le  problème  que  l’on  vient  de  résoudre  (n°  353)  permet 
d’en  déterminer  les  deux  traces  a et  a,  b et  fi  sur  chacune 
des  droites  A,  6 et,  par  suite,  de  définir  par  cinq  de  scs 
points  la  trace 

C,  ma 

de  cet  ellipsoïde  sur  le  plan  H.  La  même  construction,  ré- 
pétée pour  un  second  ellipsoïde 

S' = 12.  . .8m', 
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fournirait  de  même  cinq  points  de  sa  trace 
C',  = m’a'  a'  b'  p' 

sur  le  plan  considéré;  cl  les  traces  sur  le  même  plan  de  la 
courbe  gauche  proposée  12... 8 se  trouveraient  aux  points 
de  rencontre  des  deux  coniques  précédentes . 

357.  Problème  IX.  — Étant  donnés  huit  points  et  un 
plati  tangent  d'une  surface  du  second  ordre,  construire 
le  centre  et  les  éléments  principaux  de  ht  surf  ace, -ou 
seulement  son  point  de  contact  sur  le  plan  donné. 

1).  On  sait  que  la  section  d’une  surface  du  second  ordre 
par  l’un  quelconque  de  ses  plans  tangents  peut  être  : 

Un  système  de  deux  droites  réelles  qui  se  croisent  au 
point  de  contact,  s’il  s'agit  d’une  surface  à courbures  op- 
posées, hyperboloïde  à une  nappe  ou  paraboloïde  hyper- 
bolique; 

Une  ellipse  réduite  à un  point,  le  point  de  contact;  ou, 
en  d’autres  termes,  un  système  de  deux  droites  imaginaires 
conjuguées  se  coupant  en  un  point  réel,  s’il  s’agit  d’une 
surface  à courbures  de  même  sens,  ellipsoïde  ou  hyperbo- 
loïde  à deux  nappes. 

Or,  la  surface  actuelle  touchant  le  plan  H et  contenant 
les  points  1,2,...,  7,  8,  ainsi  que  la  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  qu’ils  déterminent,  la  section  de  cette 
surface  par  le  plan  II  sera  l’un  des  trois  systèmes  de  deux 
droites  (réelles  ou  imaginaires)  que  l’on  peut  mener  par  les 
traces  de  cette  courbe  sur  ce  plan. 

On  construira  donc,  coin  nie  précédemment  (il01 352, 356), 
les  traces  x,y,  z , t de  la  courbe  gauche  (123-45678)  sur 
le  plan  H,  ou  deux  des  coniques  qui  se  coupent  suivant  ces 
traces;  et  les  sommets  r,,  Ç du  triangle  conjugué  commun 
à ces  deux  coniques  seront  les  points  de  contact  des  trois 
surfaces  répondant  à la  question. 

Si  les  points  x,  y,  z,  t sont  réels,  ils  donnent  naissance 
à trois  couples  de  droites  réelles;  Les  points  de  concours 
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£,  r,  réels  aussi,  des  deux  droites  de  chaque  couple, 
marquent  les  points  de  contact  sur  le  plan  H de  trois  hy- 
perboloïdes  à une  nappe,  qui  forment  les  trois  solutions 
du  problème,  et  dont  les  droites  de  chaque  couple  font  deux 
génératrices  rectilignes. 

Si  les  quatre  points  x,  y,z , t communs  aux  deux  coni- 
ques sont  imaginaires,  ils  donnent  lieu,  comme  on  sait,  à 
une  couple  de  droites  réelles  et  à deux  couples  de  droites 
imaginaires  conjuguées  se  coupant  en  un  point  réel.  Les 
sommets  £,  r,,  Ç du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  co- 
niques sont  encore  réels  et  marquent  encore  les  traces  sur 
le  plan  H de  trois  surfaces  répondant  à la  question  : un 
hjpcrboloïde  à une  nappe  dont  les  sécantes  réelles  font 
deux  génératrices  rectilignes,  et  deux  surfaces  à courbures 
de  même  sens,  ellipsoïde  ou  hypcrboloïde  à deux  nappes. 

Enlin,  si  deux  des  quatre  points  x,  y,  z,  t communs  aux 
deux  coniques  sont  réels,  les  deux  autres  étant  imaginaires; 
ils  donnent  lieu  à une  seule  couple  de  sécantes  réelles  et  à 
deux  couples  de  sécantes  imaginaires,  non  conjuguées,  qui 
se  coupent  dès  lors  en  des  points  imaginaires.  Un  seul  des 
sommets  du  triangle  conjugué  commun  aux  deux  co- 
niques est  réel,  et  l'unique  solution  du  problème  est  four- 
nie par  un  hyperboloide  h une  nappe. 

2).  Le  point  de  contact  déterminé,  on  a neuf  points  de 
la  surface  dont  le  centre  elles  éléments  principaux  peuvent 
dès  lors  èLre  obtenus  de  bien  des  manières  différentes. 
Mais  les  données  spéciales  du  cas  actuel,  les  constructions 
qu’il  a fallu  effectuer  dans  le  plan  tangent  donné  pour  en 
obtenir  le  point  de  contact,  permettent  d’achever  le  pro- 
blème plus  simplement,  comme  il  suit. 

Les  constructions  déjà  eflectuécs  nous  ont  donné  en  effet, 
en  même  temps  que  le  plan  de  contact,  la  forme  et  la  di- 
rection de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  tangent 
donné  et,  par  suite,  la  forme  et  la  direction  de  toutes  les 
sections  parallèles.  11  en  résulte,  la  surface  étant  maintc- 
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nant  rapportée  à l’octaèdre  inscrit  1 2. . .5G  par  l’éqnation 

(0)  y>.,p,Qi  = o, 

que  sa  trace  sur  un  plan  quelconque  H',  parallèle  au  pré- 
cédent, est  connue  de  forme  et  de  direction,  et  appartient 
d’ailleurs  à la  série  triplement  indéterminée  des  coniques 
contenues  dans  l’équation  analogue 

(1)  \ *,  P',  Q',  =0. 

1 

Or  toutes  celles  de  ces  courbes  qui  sont  homothétiques  à 
une  conique  donnée  ont  deux  points  communs,  lesquels  ap- 
partiennent à la  droite  unique  et  déterminée  (nu152. 
p.  i5j)  que  renferme  l’équation  (1),  et  qui  sont  fournis 
par  les  traces  de  celte  droite  sur  l’une  des  courbes  homo- 
thétiques de  la  série,  telle  (pie 

(,')  p,q',=o. 

D’ailleurs  celte  dernière  courbe,  donnée  de  forme  et  de  di- 
rection et  conjuguée  à trois  couples  de  points  connus 
(ri0  loi,  p.  1 56),  est  déterminée.  Il  en  est  de  même  de 
ses  traces  m,  ni'  sur  la  droite  précédente,  et  la  section  de  la 
surface  par  le  plan  H'  déjà  donnée  de  forme  et  de  direction, 
contient,  en  outre,  chacun  des  points  m,  m'.  Mais,  si  le 
plan  sécant  H'  a été  conduit  par  l’un  des  points  restants  7 
ou  8,  celle  section  contient  aussi  le  point  7,  ou  le  point  8, 
et  se  trouve  complètement  déterminée.  On  pourra  donc 
construire,  outre  la  section  langentielle  H,  deux  autres  sec- 
tions H',  H"  parallèles  à celle-là,  et  en  déduire  immédia- 
tement le  centre  et  trois  diamètres  conjugués  de  la  surface. 

358.  Observation . — Nous  venons  de  dire  que  les  sec- 
tions II,  H',  H"  sont  connues  de  forme  et  de  direction  : ce 
qui  est  évident  et  ne  demande  aucune  explication  dans  le 
cas  où  la  section  langentielle  H se  compose  de  deux  droites 
réelles  que  I on  n’a  plus  qu’à  transporter  parallèlement  à 
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clics-mèmès  dans  chacun  des  plans  H' ou  H"  pour  avoirles 
directions  asymptotiques  des  sections  correspondantes.  Si 
la  section  tangentielle  se  compose  de  deux  droites  imagi- 
naires conjuguées,  ou  se  réduit  à une  ellipse  évanouissante 
E,  on  connaît  encore  non-seulement  le  centre  /t,  mais 
aussi  la  forme  de  celte  ellipse,  laquelle  est  caractérisée  par 
les  directions,  que  l’on  peut  construire,  de  scs  divers  sys- 
tèmes de  diamètres  conjugués.  La  fonction  E = o relative 
à cette  ellipse  étant,  en  effet,  une  combinaison  linéaire  des 
fonctions  S,  S'  relatives  aux  deux  coniques  auxiliaires  qui 
en  ont  déjà  fourni  le  centre  /;,  on  a identiquement 
S-)-S'  = E. 

Les  polaires  d’un  point  quelconque  m de  la  figure,  par  rap- 
port aux  trois  courbes,  donnent  lieu  à une  identité  analogue 
P,+  P/ =3  P.. 

Ces  polaires  concourent  en  un  même  point  m',  et  les  droites 
hm,  lini , menées  de  ces  points  au  centre  de  l’ellipse  E, 
font  deux  diamètres  conjugués  de  cette  courbe.  Or,  les  co- 
niques S,  S'  étant  connues,  on  peut,  quel  que  soit  le 
point  i7i,  construire  le  point  m'.  Donc,  etc. 

359.  Problème  X.  — Construire  la  direction  des  dia- 
mètres et  les  éléments  principaux  d 'un  paraboloide  défini 
par  huit  points. 

i).  Tout  paraboloide  étant  tangent  au  plan  à l'infini, 
la  direction  du  point  à l'infini  suivant  lequel  se  fait  le 
contact  et  la  direction  des  diamètres  du  paraboloide  se  con- 
fondent. La  première  moitié  du  problème  dépend  donc  de 
cette  question  que  l’on  vient  de  résoudre  : « Etant  donnés 
huit  points  et  un  plan  tangent  d’une  surface  du  second 
ordre,  construire  le  point  de  contact  de  la  surface  sur  le 
plan  donné;  » le  plan  donné  actuellement  n’étant  autre 
que  le  plan  à l'infini. 

On  déterminera  donc  les  traces,  sur  ce  plan,  de  la  courbe 
gauche  123  456  7 S,  ou  deux  des  cônes,  de  même  som- 
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met  o dont  les  génératrices  communes  ox,  oj,  oz,  ut 
aboutissent  à ces  traces  et  en  marquent  les  directions. 

Si  ces  quatre  génératrices  sont  réelles,  elles  donnent 
naissance  à trois  couples  de  plans  diagonaux  réels,  et  les 
droites  d’intersection  o\,  or,,  oÇ  des  deux  plans  de  chaque 
couple  représentent  les  directions  diamétrales  de  trois  pa- 
raboloïdes  hyperboliques  répondant  au  problème  et  dont  les 
plans  directeurs  coïncident  avec  les  plans  dechaquecotiple. 

Si  les  quatre  génératrices  sont  imaginaires,  elles  donnent 
lieu  à une  couple  de  plans  réels  et  à deux  couples  de  plans 
imaginaires  conjugués  se  coupant  en  une  droite  réelle.  Les 
arêtes  o J,  or,,  oÇ  du  trièdre  conjugué  commun  aux  deux 
cônes  donnent  encore  les  directions  diamétrales  de  trois 
paraboloïdes  répondant  au  problème:  un  paraboloïiic  hy- 
perbolique dont  les  deux  plans  réels  représentent  les  plans 
directeurs,  et  deux  paraboloïdes  elliptiques. 

Enfin,  si  deux  des  génératrices  communes  aux  deux 
cônes  sont  réelles,  les  deux  autres  étant  imaginaires;  elles 
donnent  lieu  à une  seule  couple  de  plans  réels  et  à deux 
couples  de  plans  imaginaires  non  conjugués.  Une  sculcdes 
arêtes  du  trièdre  conjugué  commun  aux  deux  cônes  est 
réelle,  et  l'unique  solution  du  problème  est  fournie  pari/n 
paraboloïde  hyperbolique  dont  les  deux  plans  réels  repré- 
sentent encore  les  plans  directeurs. 

2).  La  direction  des  diamètres  étant  connue,  nous  pour- 
rions regarder  le  paraboloïde  comme  défini  par  neuf  points 
dont  l’un  situé  à l’infini  dans  cette  direction,  et  l’un  des 
problèmes  antérieurs  nous  permettrait  d’en  obtenir  le  plan 
tangent  en  chacun  des  points  1,  2,  3;  soit  T l’un  de  ces 
plans  tangents.  Par  le  point  de  contact  correspondant  1 ou 
2,  ou  3,  imaginons  un  plan  X perpendiculaire  à l’axe,  ou 
à la  direction  des  diamètres;  et  diminuons  de  moitié  les  or. 
données  abaissées  des  divers  points  du  plan  T,  normalement 
au  second  X.  Réduites  de  la  sorte,  les  extrémités  de  toutes 
ces  nouvelles  ordonnées  appartiennent  à trois  nouveaux 
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plans  T,,  ou  T,,  ouTs,  lesquels  se  coupent  suivant  le  som- 
met du  paraboloïde.  C’est  ce  qui  résulte  de  la  situation  du 
sommet  par  rapport  au  segment  intercepté  sur  l’axe  par 
un  plan  tangent  quelconque  et  le  plan  perpendiculaire 
à l'axe  mené  par  le  point  de  contact.  Mais  c’est  aussi  un 
théorème  connu,  que  toutes  les  sections  planes  d’un  para- 
boloïde se  projettent  sur  un  plan  perpendiculaire  à l’axe 
suivant  des  courbes  homothétiques.  D'ailleurs,  la  projec- 
tion de  la  section  12  3 est  délinie,  comme  cette  section 
elle-même,  par  trois  points  et  trois  tangentes;  et  l’on  peut 
construire  les  directions  de  ses  axes  principaux,  parallèles 
aux  plans  principaux  du  paraboloïde. 

Mais,  comme  les  constructions  qui  nous  ont  fourni  déjà 
la  direction  des  diamètres  nous  peuvent  fournir  en  même 
temps  la  forme  commune  et  la  commune  direction  des  sec- 
tions perpendiculaires  à l’axe,  nous  pouvons  aussi,  comme 
au  n”a)  du  problème  IX,  déterminer  complètement  deux 
de  ces  sections  cl  en  déduire  tous  les  éléments  principaux 
du  paraboloïde. 

360.  Problème  XI.  — Étant  donnés  huit  jroints  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace , faire  passer 
par  ces  points  un  cône  du  second  degré. 

On  sait  que  ce  problème  admet  généralement  quatre 
solutions  et  que  les  sommets  des  quatre  cônes  qui  le  ré- 
solvent coïncident  avec  les  sommets  d'un  tétraèdre  con- 
jugué commun  à toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
V on  peut  conduire  par  les  huit  points  donnés , ou  par  la 
courbe  gauche  qu’ils  déterminent  : proposition  importante 
qui  a paru  d’abord  dans  le  Traité  des  Propriétés  projec- 
tives, et  sur  laquelle  on  peut  consulter  le  bel  ouvrage  de 
M.  G.  Salmon  ( A Treatise  on  the  Analytic  Geornetiy , 
186’a,  p.  g3).  Proposons-nous  donc  seulement  de  construire 
les  sommets  des  quatre  cônes  du  second  ordre  que  l'on 

16 
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sait  devoir  passer  par  la  courbe  gauche 

C,=  12345678. 

i).  Pour  cela,  nous  rappellerons  d’abord  que  la  section, 
par  l’un  quelconque  de  ses  plans  tangents,  de  toute  surface 
du  second  ordre  menée  par  la  couibe  précédente,  se  réduit 
à un  système  de  deux  droites  contenant  les  sommets  x,y, 
s,  / du  quadranglc  déterminé  dans  cette  courbe  par  le  plan 
considéré  ( jig.  77).  Ces  deux  droites,  d’ailleurs,  sont 

Fie-  77- 

V ]f 

: ' v 


réelles  et  distinctes,  et  représentent  les  deux  génératrices 
rectilignes  comprises  dans  le  plan  tangent,  s’il  s’agit  d’une 
surface  réglée  quelconque,  hyperboloïde  à une  nappe,  ou 
paraboloïde  hyperbolique.  Dans  le  cas  spécial  d’une  sur- 
face conique,  ces  deux  droites  doivent  se  confondre  en  une 
seule  suivant  la  génératrice  de  contact  XY-,  et  les  sommets 
a:  et  t,  y et  z du  quadranglc  précédent  se  confondent  aussi 
deux  à deux.  En  même  temps  les  cordes  .rt,  yz  se  chan- 
gent en  deux  tangentes  de  la  courbe  gauche  C,,  tangentes 
situées  dans  un  même  plan  et  dont  la  corde  de  contact  XY 
contient  le  sommet  de  l’un  des  cônes  cherchés. 

Si  l’on  prend  dès  lors  à volonté  un  point  X sur  la  courbe 
gauche  I 2. . .7  8,  la  génératrice  XY,  issue  de  ce  point,  de 
l’un  quelconque  des  quatre  cônes  du  second  ordre  menés 
par  cette  courbe,  devra  la  rencontrer  en  un  deuxième 
point  Y,  tel  que  la  tangente  en  ce  point  et  la  tangente  au 
point  de  départ  X se  trouvent  dans  un  môme  plan. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  des  tangentes  XX' 
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d'une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  rencontre  en  gé- 
néral quatre  autres  tangentes  ( YY', . . .)  de  la  même  courbe 
et  qu’il  est  facile  de  définir. 

Que  l’on  imagine,  en  ellet,  un  cône  auxiliaire  (X,C*), 
avant  pour  sommet  le  point  X pris  à volonté  sur  la  courbe 
C»  et  celte  courbe  elle-même  pour  directrice.  Un  plan 
quelconque  mené  par  le  sommet  X ne  pouvant  couper  la 
directrice  eu  plus  de  trois  points  (outre  le  point  X),  ni  le 
cône  lui-même  en  plus  de  trois  génératrices;  ce  cône  sera 
du  troisième  ordre,  et  sa  trace  sur  un  plan  quelconque  P 
une  courbe  du  troisième  degré  Ca,  que  l’on  peut  définir  par 
neuf  de  ses  points  : les  projections  1', ...,  8'  des  points 
donnés  1 , . . . , 8 et  la  trace  x sur  le  même  plan  de  la  tan- 
gente menée  à la  directrice  par  le  point  X.  Or  on  sait  con- 
struire un  neuvième  point  X de  la  directrice  et  la  tan- 
gente XX'  en  ce  point  (n01  332  et  3ii). 

Actuellement,  si  une  autre  tangente  YY'  de  la  directrice 
s’appuie  sur  la  première  XX'  (Jig.  78),  sa  perspective^^', 

FiC.  78. 

c' 


v\  V 


surle  plan  Petsuivant  le  point  de  vue  X,  sera  tangente  en  j 
à la  courbe  Ca  et  passera  d'ailleurs  par  le  point  .r.  Or,  par 

26. 
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un  point  x d’une  courbe  du  troisième  degré,  on  peut,  en 
général,  mener  à cette  courbe,  outre  la  tangente  en  ce 
point,  quatre  tangentes  xy , xr,,  .ry,,  Jçy»;  et  l’on  ne  peut 
en  mener  un  plus  grand  nombre.  Et  si  l’on  suppose  le  tracé 
de  ces  tangentes,  ou  la  détermination  de  leurs  points  de 
contact  y,  y, , Ytijii  chacune  des  droites  menées  de  l’un 
de  ces  points  au  point  X contiendra  le  sommet  de  l’un  des 
quatre  cônes  que  l’on  cherche.  t 

Les  mêmes  constructions  recommencées  avec  un  autre 
point  £ de  la  môme  courbe  gauche  Ct  fourniraient  de  même 
quatre  nouvelles  droites 

En,  ;n,,  En, 

issues  de  ce  point  et  rencontrant  une  à une  les  précédentes 
XY,  XY,,  XY„  XY„ 
suivant  les  sommets 

S,  s„  s„  s, 

des  quatre  cônes  répondant  à la  question. 

Telle  serait  donc  une  première  solution  théorique  du 
problème.  Sa  construction  effective  suppose,  comme  on 
voit,  étant  donnés  neuf  points  d’une  courbe  plane  du 
troisième  degrc  que  l’on  sache  construire , les  quatre  tan- 
gentes menées  à cette  courbe  par  l'un  de  ces  points , ainsi 
que  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

a).  Mais  l’intervention  d’une  proposition  antérieure 
permet  de  ramener  le  problème  à des  termes  beaucoup  plus 
simples,  et  de  réduire  toute  la  construction  au  tracé  de 
deux  coniques  seulement. 

Inscrivons,  en  effet,  à la  courbe  gauche  proposée  12.. .78 
deux  hexaèdres 

H =12  3 akbcd,  H'==12  3*56Vrf', 

ayant  une  face  commune  12  3/7.  et  dont  la  construction 
peut  se  réaliser  par  la  règle  et  le  compas  (n°  348,  p.  ^87). 
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La  courbe  gauche  1 2. . .78  étant  située  tout  entière  sur 
chacun  des  cônes  cherchés,  ceux-ci  à leur  tour  seront  cir- 
conscrits à chacun  des  hexaèdres  H,  H';  et  leurs  sommets 
devant  appartenir  (n°  30-4,  p.  34 1)  à chacune  des  cubiques 
gauches  C3,  C’,,  lieuse  géométriques  des  sommets  des  cônes 
du  second  ordre  circonscrits  à l'un  ou  l'autre  de  ces 
hexaèdres  ; ces  deux  dernières  courbes  devront  se  couper 
en  quatre  points  au  moins,  en  cinq  au  plus,  parmi  les- 
quels se  trouveront  les  sommets  cherchés.  Mais  la  seconde 
hypothèse  se  réalise  seule  ici.  iSos  deux  courbes  ayant, 
dans  le  point  de  concours  O des  diagonales  de  la  face  1 23« 
commune  aux  deux  hexaèdres  H et  H',  un  premier  point 
commun,  étranger  évidemment  au  problème  principal, 
mais  qui  nous  va  conduire  toutefois  aux  quatre  points  qui 
le  résolvent. 

Que  l'on  imagine,  en  effet,  deux  cônes  auxiliaires  du 
second  ordre  ayant  pour  sommet  commun  le  point  O,  pour 
directrices  respectives  les  deux  cubiques  gauches  Ca,  C's,  et 
pour  génératrices  communes  les  droites  OS,, . . . , OS4  me- 
nées de  ce  point  à ceux  que  l’on  cherche.  En  vertu  du  théo- 
rème déjà  indiqué  (n°  304,  p.  34*),  les  droites  menées, 
dans  chacun  des  hexaèdres  H,  H',  du  point  0 aux  points  de 
concours  des  premières  diagonales  de  toutes  les  autres 
faces,  fourniront  cinq  génératrices  distinctes  de  chacun  de 
ces  cônes.  On  pourra  donc  construire  les  traces  de  ceux-ci 
sur  un  plan  auxiliaire  quelconque-,  et  les  droites  menées 
du  point  O aux  quatre  points  d’intersection  des  deux  coni- 
ques résultantes  iront  couper  l’une  ou  l’autre  des  deux 

cubiques  gauches  C|,C,  eu  des  points  S,, , St,  que  l’on 

peut  déterminer  par  le  seul  emploi  de  la  règle,  et  qui  ré- 
solvent la  question. 

361 . Remarque  J.  — Étant  donné  le  sommet x de  l'un 
des  quatre  cônes  précédents,  on  peut  construire  par  le 
seul  emploi  de  la  règle  le  plan  jzt  des  trois  autres  soin- 
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mets,  ou  le  plan  polaire  du  sommet  x par  rapport  aux 
differentes  surfaces  de  la  série. 

Soient,  effectivement,  X = o le  sommet  de  l’un  des  cônes 
du  second  ordre  passant  par  les  points  donnés  1, . . . , 8,  ou 
P, ...  P,  = o.  Ce  cône  étant  circonscrit  à chacun  des  oc- 
taèdres 1 . . .6,  2. . .7,  3. . .8,  il  existe,  par  rapport  à cha- 
cun de  ces  octaèdres,  un  point  X',  ou  X",  ou  X'"  conjugué 
au  sommet  de  ce  cône  et  défini  par  l’une  des  identités 


P*  ss  XX' 


XX''  1 (n°  2(57,  p 291). 

xx”  1 


Les  points  X et  X',  X et  X",  X et  X'",  conjugués  deux  à deux 
par  rapport  à toutes  les  surfaces  du  second  ordrcqui  seraient 
circonscrites  à l’un  des  octaèdres  1...6,  ou  2. ..7,  ou  3. ..8 
(n°  171,  p.  1 y 4 ) , sont  aussi  conjugués  par  rapport  à cha- 
cune des  surfaces  circonscrites  au  groupe  total  12.  . . 78; 
et  le  plan  polaire  jzt  du  sommet  X,  par  rapport  à l’une 
quelconque  de  ces  surfares,  n’est  autre  que  le  plan  X'X"X”, 
que  l’on  sait  construire  (n”’  2(57  et  269).  D’ailleurs  les 
traces  sur  ce  plan  de  l’une  des  cubiques  gauches  précédem- 
ment définies  fourniraient  les  sommets  restants  y.  z,  t. 


362.  Remarque  II.  — Étant  ri  on  nés  les  sommets  x et  y 
de  deux  quelconques  des  quatre  cônes  12.  . .8,  on  peut 
construire  par  la  règle  seulement  la  droite  qui  réunit  les 
deux  autres  sommets. 


§ IV'.  — De  quelques  problèmes  sur  les  cônes  du  second 

degré. 

363.  Un  plan  transversal  quelconque  rencontrant  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  un  pentagone  gauche 
inscrit  à cette  courbe  suivant  un  quadrangle  et  un  penta- 
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gone  plans  conjugués  à une  même  conique  C (n°  330, 
p.  371);  si  le  plan  transversal  est  tel  (fig-  79),  que  les 
sommets  x ctj",  z et  t de  ce  quadrangle  se  confondent  deux 
à deux,  les  droites  conjuguées  x I et yz  se  confondront  en 


KiC-  79- 


! 

C 


même  temps  suivant  une  même  droite  XZ;  et  celte  der- 
nière devant  contenir  son  propre  pôle  par  rapport  à la  co- 
nique C sera  tangente  à cette  conique. 

C’est  ce  qui  se  produit  en  particulier  pour  la  section 
d’une  courbe  gauche  C,  par  l’un  quelconque  des  plans  tan- 
gents à l’un  des  cônes  du  second  ordre  menés  par  celte 
courbe.  La  section  correspondante  du  cône  doitsc  réduire, 
en  effet,  à un  système  de  deux  droites  coïncidentes  formées 
de  deux  côtés  opposés  xtyyz  du  quadrangle  déterminé  dans 
la  courbe  par  le  plan  sécant,  et  le  système  de  ces  côtés  à 
une  droite  unique  XZ  qui  louche  la  conique  conjuguée 
au  pentagone  plau  dérivé  d’un  pentagone  quelconque  in- 
scrit à la  courbe  primitive.  On  a donc  ce  théorème  : 

Si  Von  considère  tous  les  cônes  du  second  ordre  menés 
en  nombre  infini  />ar  cinq  points  fixes  1 , 2, . . . , 5 tangen- 
tiellenient  à un  plan  donné,  l'enveloppe  des  génératrices 
de  contact  de  ccs  cônes  et  de  ce  plan  est  une  conique  : la 
conique  conjuguée  au  pentagone  gauche  1 2.  . . 5 ou  au 
pentagone  plan  dérivé  de  celui-là. 

364.  On  peut  d’ailleurs  •établir  directement  ce  théorème 
de  la  manière  suivante. 
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Rapportons  l’un  quelconque  des  cônes  dont  il  s’agit 
( fig . 80)  à un  trièdre  variable  (.«,  o GG')  formé  du  plan 
tangent  donné  .roG,  A =o,  d’un  second  plan  tangent  va- 
riable soG',  B = o,  issu  d’une  origine  fixe  o prise  arbitrai- 

Tig.  80. 

y 

’\  * ' *. 

c' ....  \ 

rcment  dans  le  premier,  et  enfin  du  plan  ^GG',  X = o 
mené  par  les  génératrices  de  contact  des  deux  précédents. 
L’équation  correspondante  de  ce  cône, 

ni . AB  = X!, 

appliquée  à chacun  des  points  donnés  1,  . . . . 5,  enlraine 
une  suite  d’égalités  que  l’on  peut  écrire 

V!  -vj 

(o)  m . B,  = — > • • • » m . B,  = — ; 

A,  A, 

» 

et  ces  valeurs  étant  portées  dans  la  relation 

( 1 ) |J|.B|  -i-  |x,.B)  + . . Ui-Bi  — o , 

à laquelle  donnent  lieu  les  distances  de  cinq  points  déter- 
minés à un  plan  quelconque  B = o,  il  vient 

, . • x;  x; 

(?,)  u,  — f. . .-h  fii— — o: 

A , Ai 

ou  encore,  et  après  avoir  lait  pa'sser  dans  les  coefficients  les 
nombres  fixes  A,,...,A5  qui  mesurent  les  distances  des 
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points  1 , . . . , o au  plan  tangent  donné  A = o, 

(2')  y\xî=0. 

<LU\ 

Telle  est  la  relation  entre  les  distances  X,,.  . X5  des 
points  donnés  1,. . 5 au  plan  mobile  X — o,  ou  l’équa- 

tion tangentielle  de  son  enveloppe,  laquelle  apparail  d’a- 
bord comme  une  surface  du  second  ordre  conjuguée  au 
pentagone  gauche  12... 5.  Mais,  si  l’on  remarque  que 
pour  chacun  des  cônes  considérés  le  plan  X = o peut 
tourner  d’une  manière  quelconque  autour  de  la  génératrice 
de  contact  (o  = A = X)  de  ce  cône  et  du  plan  tangent 
donné  A = o,  ou  autour  de  sa  propre  trace  sur  ce  plan,  on 
reconnaît  aussitôt  que  l’équation  (2')  doit  définir,  non 
l’enveloppe  même  du  plan  mobile  X = o,  mais  seulement 
celle  de  sa  trace  sur  le  plan  donné  A ==  o.  Cette  enveloppe, 
ou  la  surface  représentée  par  l'équation  ( 2'),  se  réduit  donc 
à une  conique,  s’ituée  dans  le  plan  tangent  donné  A — o,  et 
conjuguée  au  pentagone  gauche  12..  .5,  ou  au  pentagone 
plan  qui  aurait  pour  sommets  successifs  les  traces  des  côtés 
successifs  de  celui-là  sur  le  plan  donné  A = o. 

36o.  Problème  XII.  — Déterminer  le  sommet  H un 
cône  du  second  ordre  défini  par  six  points  1,  2, . . . , B et 
un  plan  tangent. 

La  génératrice  de  contact  oz  du  cône  que  l'on  cherche  et 
du  plan  tangent  donné  zox  est  tout  d’abord  désignée,  par  le 
théorème  précédent,  comme  l’une  des  quatre  tangentes 
communes  à deux  coniques  (*)  que  l’on  peut  construire, 
situées  l’une  et  l’autre  dans  ce  plan,  et  respectivement  cou- 


(*)  Six  poiuls  situés  d’une  manière  quelconque  dans  l'espace  donnant 
lieu  à n pentagones  gauches  12345,  23450,  34501, . . . , ou  à n pentagones 
plans  ayant  pour  sommets  successifs  les  traces,  sur  un  plan  quelconque, 
des  côtés  successifs  des  précédents  : les  coniques  conjuguées  aux  n der- 
niers pehtagones  sont  inscrites  à un  même  quadrilatère. 
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j liguées  aux  pentagones  gauches  12345,  2 3456  formés  de 
cinq  des  points  donnés,  ou  aux  pentagones  plans  dérivés 
de  ceux-là  (Jig.  8i). 


Fig  8i. 


/ i 

r 

Une  fois  déterminées  cette  génératrice  oz  et  sa  trace  o 
sur  le  plan  1 23,  la  position  du  sommet  s en  résulte  d'une 
manière  bien  simple.  L’on  a,  en  effet,  quatre  points 
1.2,  3,  o de  la  section  du  cône  correspondant  par  le  plan 
1 23,  et  la  tangente  ox  en  l’un  de  ces  points.  Cette  section 
est  déterminée,  et  l’on  peut  construire  sa  deuxième  trace 
4'  sur  le  plan  mené  par  la  génératrice  oz  et  le  point  4.  Me- 
nant ensuite  la  droite  indéfinie  44',  le  sommet  cherché  s se 
trouvera  au  point  de  rencontre  de  cette  droite  cl  de  la  gé- 
nératrice oz. 

Cette  génératrice  est  d’ailleurs  susceptible  de  quatre  dé- 
terminations distinctes,  et  le  problème  proposé  admet 
quatre  solutions.  Le  problème  du  cylindre  parabolique  dé- 
fini par  six  points  est  compris  dans  celui  que  l’on  vient  de 
résoudre. 

366.  Problème  XIII.  — Déterminer  le  sommet,  d'un 
cône  du  second  ordre  défini  par  quatre  points  et  deux 
plans  tangents  (AB  = o). 

La  trace  du  cône  sur  le  plan  1 23  ( fig.  82)  est  déterminée, 
bien  que  de  quatre  manières  difléren  tes,  par  trois  points  1,2, 3 
et  deux  tangentes  oa,  ob  ; il  11e  reste  donc  plus  qu’à  mener 
par  le  quatrième  point,  4,  une  droite  qui  s’appuie  à la  fois 
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sur  lune  des  coniques  (1 , 2,  3,  a,  b)  que  l’on  vient  de 
définir  et  sur  la  droite  d’intersection  os  des  deux  plans 
tangents  donnés.  Les  droites  menées  du  point  4 à l’une 
ou  à l’autre  des  deux  traces  i'  ou  V du  plan  (i,  os) 


Fig.  8i. 


A' 


sur  cette  conique  remplissent  cette’double  condition;  et 
leurs  traces  sur  la  droite  os  sont  les  sommets  de  deux  des 
cônes  cherchés. 

Le  problème  proposé  admet  donc  4X2  ou  huit  solu- 
tions distinctes. 

Mais  on  peut  procéder  autrement  et  traiter  à la  fois  le 
problème  proposé  et  le  problème  plan  auquel  il  se  réduit. 
Si  l'on  représente,  en  effet,  par  la  seule  équation 

X’^X.AB 

le  cône  cherché,  ou  la  conique  qui  en  marque  la  trace  sur 
le  plan  123,  on  pourra,  des  égalités 

xj  = x.  a, b,,  xj  = x.a,b„  x;=x.a3b„  XJ^X.A.B,, 

résultant  de  la  situation  des  points  1,2,  3,  4 sur  ce  cône, 
des  points  1,  2,  3 sur  cette  conique,  déduire  les  proportions 

± X,  : x,  : X,  : X,  = v A,  B,  : v'ÂJb  : v a7bÏ : va7b„ 

Le  plan  kou  la  droite  que  l’on  cherche  X ==  o se  trouvent 
donc  définis  par  les  rapports  de  leurs  distances  aux  points 
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1 et  2,  1 et  3,  1 et  1,  ou  aux  seuls  points  1 et  2,  1 et  3;  de 
telle  sorte  que  l'on  peut  construire,  bien  que  de  deux  ma- 
nières différentes,  à cause  de  l’ambiguïté  des  signes,  leurs 
traces  respectives  sur  chacune  des  droites  1 2,  1 3, 1 f,  ou 
sur  les  seules  droites  1 2 et  13.  On  aura  donc  ainsi  2.2.2ou 
8 déterminations  distinctes  du  plan  X = o mené  suivant 
1 les  génératrices  de  contact  des  deux  plans  tangents  donnés 
et  du  cône  (1,  2,  3,  4)  que  l’on  cherche  ; et  seulement  2.2  ou 
4 déterminations  diflérentes  de  la  corde  de  contact  X = o 
de  la  conique  (1,  2,  3)  et  des  deux  tangentes  données. 

367.  Problème  XIV.  — Construire  un  cône  du  second 
degré  défini  par  deux  points  et  trois  plans  tangents  ou 
'une  conique  définie  par  trois  tangentes  et  deux  points 

(f‘ë-  83). 

Fin.  33. 

\i 


S 3 


Cherchons  le  pôle  X = o de  la  corde  qui  réunit  les 
deux  points  donnés  A.  B = o;  et,  à cet  effet,  appliquons 
l'équation  langentielle  de  la  conique  cherchée 

X’  = X.  AB 

à chacune  des  tangentes  données  1, 2,  3.  L’élimination  du 
paramètre  À entre  les  égalités  résultantes 

x;  = x.a,b,,  X’  = X.A,B,,  XJ  = X.A,B, 
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entraînant  les  proportions 

± X,  : x,  : x3=  v aTb^  : vÂTb7:  y'ÂT K ■. 

on  connaît  les  rapports  des  distances  à deux  quelconques 
des  tangentes  données  1,2,  3 du  pôle  inconnu  X,  qui  se 
trouvera  dès  lors  au  point  d’intersection  de  deux  droites 
susceptibles  l’une  et  l’autre,  à cause  de  l’ambiguïté  des 
signes,  de  deux  déterminations  distinctes,  et  que  l’on  peut 
construire. 

368.  Problème  XV. — Déterminer  le  sommet  d'un  cône 
du  second  ordre  défini  par  cinq  points  et  une  génératrice 
rectiligne. 

La  question  peut  d’abord  se  traiter  dans  le  plan,  et  l’in- 
tervention du  théorème  de  Pascal  permet  de  la  réduire  à 
ce  problème  connu  susceptible,  comme  on  sait,  de  deux 
solutions  distinctes  : inscrire  à un  triangle  donné  un  se- 
cond triangle  dont  les  côtés  passent  respectivement  par 
trois  points  donnés. 

Mais  au  lieu  de  transporter  dans  le  plan  le  problème 
proposé,  qui  est  solide,  on  le  résout  plus  simplement  dans 
l'espace  en  observant  que,  assujettis  à passer  l'un  et  l’autre 
par  les  points  1 , 5 et  à avoir  une  génératrice  commune 
dans  la  droite  donnée  OZ,  les  deux  cônes  cherchés  se  cou- 
peront suivant  une  cubique  gauche , laquelle,  devant  pui- 
ser par  chacun  des  points  i , . . . , 5 et  s’appuyer  en  deux 
points  S,  S'  sur  la  droite  OZ,  se  trouve  entièrement  déter- 
minée. D’ailleurs,  comme  chacun  des  cônes  ayant  pour 
sommet  l’un  des  points  d’une  cubique  gauche,  et  pour  di- 
rectrice celte  courbe  elle-même,  est  du  second  ordre;  on 
aura,  dans  les  droites  menées,  de  l’un  quelconque  des  deux 
points  S,  S7,  à l’autreetaux  points  donnés  1, ....  5,  six  gé- 
nératrices d’un  même  cône  du  second  ordre  ; dans  ces  points 
eux-mêmes,  S,  S',  les  sommets  des  deux  cônes  que  l’on 
cherche.  Le  problème  est  donc  ramené  à la  recherche  des 
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• 

deux  traces  S,  S'  d'une  droite  donnée  OZ  sur  une  cubique 
gauche  assujettie  à s'appuyer  en  deux  points  sur  cette 
droite  et  à passer  en  outre  par  cinq  points  donnés.  Or  les 
côtés  d’un  triangle  (ISS')  inscrit  à une  cubique  gauche, 
et  ceux  du  quadrilatère  2345  déterminé  par  le  plan  de  ce 
triangle  dans  un  tétraèdre  (234o)  inscrit  à la  courbe , 
font  sept  tangentes  d'une  même  conique  (n°287,  p.  3a3): 
et  l’on  connaît  ici  le  plan  (ISS')  ou  (l,OZ)  de  celte  co- 
nique et  cinq  de  ses  tangentes  qui  sont  les  côtés  du  quadri- 
latère 23  45  et  la  droite  SS'  ou  OZ.  On  pourra  donc  mener 
du  point  1 à celle  courbe  deux  nouvelles  tangentes  1 S,  1 S', 
et  leurs  traces  sur  la  droite  OZ  fourniront  les  sommets  des 
deux  cônes  répondant  à la  question. 
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CHAPITRE  XII. 

PROPRIÉTÉ  DE  NEUF  PLANS  ASSOCIÉS. 

Sommaire.  — Des  surfaces  du  second  ordre  inscrites  à un  même  groupe  de 
huit  plans  et  de  la  développable  du  quatrième  degré  circonscrite  à 
tontes  ces  surfaces.  — Propriété  de  neuf  [dans  associés  quelconques,  et 
translation  du  théorème  corrélatif  de  celui  do  Desargues  à la  figure 
formée  do  neuf  plans  tangents  d’une  developpable  D4.  — Construction, 
à l'aiile  de  ce  théorème,  d’un  neuvième  plan  tangent  à la  surface  et  des 
éléments  principaux  d'un  paraboluidc  ou  d'une  conique,  définis  par 
huit  plans  tangents. 


Jj  I.  — De  la  propriété  de  sic  tangentes  d'une  conique 
transportée  à neuf  plans  tangents  d'une  développable 
de  ta  quatrième  classe. 

369.  Un  plan  mobile  étant  rapporté  à un  système 
d’axes  o:r,  oy,  oz  par  une  équation  de  la  forme 

(o)  .rX  -r  y Y -t-  zZ  — I, 

le  mouvement  de  ce  plan  et  la  nature  de  la  surface  qu’il 
enveloppe  dépendent  uniquement  delà  forme  de  la  rela- 
tion que  l’on  voudra  établir  entre  les  paramètres  X,  Y,  Z 
qui  figurent  dans  son  équation.  Si  celte  relation  est  du 
premier  degré,  par  rapport  à ces  paramètres,  ou  du  se- 
cond, ou  du  n‘imr,  l’enveloppe  du  plan  mobile  est  de  la 
première  classe,  ou  de  la  seconde,  ou  de  la  confor- 

mément au  nombre  i,  ou  2,  ou  n des  plans  que  l’on  peut 
mener,  par  une  dioilc  quelconque 

o = xX,  -t-  y Y,  -t-  ïZ,  — t — c X,  -f-  y Y,  z Z,  — 1 , 

tangentiellcinent  à cette  enveloppe. 

Considérons  en  particulier  le  cas  d’une  enveloppe  de.  la 
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seconde  classe , et  soit 


, \ /(X,  Y,  Z)  ou  aX3  -I-  a' Y}  -+-  a" T?  i b YZ 

ZX  + îi"XY  + arX  + 2c1  Y + îc"Z  + = o 

la  relation  correspondante,  du  second  degré,  entre  les 
paramètres  X,  Y,  Z,  ou  Y équation  tangentielle  de  la  sur- 
face (Plucker).  Si  l’on  exprime  que  cette  surface  louclie 
chacun  des  huit  plans  donnés 

•rX,  -t-j'Yi  -+-  zZ,  = i,. . xX,  -t-j-Y,  -4-  zZ,  = t, 

les  égalités  résultantes 

/{X„Y,,Z,)  = o /(X„  Y„  Z,)  = o 

permettent  d’exprimer  linéairement  huit  des  coefficients 
indéterminés  a , a ',  a ",  b.. . . en  fonction  des  deux  autres, 
a et  a1  par  exemple.  Ceux-ci  restent  seuls  arbitraires,  et, 
ces  diverses  expressions  étant  substituées  dans  l’équa- 
tion (1),  elle  prend  la  forme 

(.')  aF(X,  Y,  Z)-t-  a'F,  (X,  Y,  Z)  = o. 

Toute  surface  de  la  seconde  classe  menée  tangentieUe- 
ment  aux  huit  plans  donnés  touche  donc  en  outre  une 
infinité  d’autres  plans,  savoir  : tous  les  plans  tangents 
communs  aux  deux  surfaces  représentées  par  les  équations 
langenlielles 

(a)  F (X,  Y,  Z)  = o, 

(3,1  F,  (X,  Y,  Z)  = o, 

ou  tous  les  plans  tangents  à la  développable  qui  leur  est 
circonscrite. 

Le  nombre  des  plans  tangents  communs  à deux  cônes 
concentriques  du  second  ordre  étant  égal  à quatre,  par 
chaque  point  de  l’espace  on  pourra  mener  quatre  plans 
tangents  communs  aux  surfaces  (a),  (3),  ou  quatre  plans 
tangents  à la  développable  qui  leur  est  circonscrite  et  qui 
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est  dès  lors  de  la  quatrième  classe.  Huit  plans  tangents 
d’une  telle  développable  la  déterminent  donc  entièrement; 
et  neuf  quelconques  de  ces  plans  sont  toujours  associes , 
ou  tels  que  toute  surface  du  second  ordre  menée  tangen- 
tieliement  à huit  d'entre  eux  touche  d’olle • même  le  der- 
nier. On  a donc  ce  théorème  : 

Toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que  l’on  peut 
inscrire  à un  groupe  donné  de  huit  plans  s' inscrivent 
d'elles -mêmes  à une  développable  de  la  quatrième  classe, 
laquelle  touche  à son  tour  chacun  des  huit  plans  donnés 
et  se  trouve  déterminée  par  l'ensemble  de  ces  plans.  En 
outre,  neuf  plans  tangents  à une  telle  développable  sont 
toujours  associés  : et  leurs  distances  P, . . . , P,  à un  point. 
quelconque  de  l'espace  satisfont  à T identité  caractéris- 
tique (n°  130,  p.  1 38) 


370.  Corollaire  I.  — Un  hexaèdre  et  un  angle  trièdre, 
circonscrits  T un  et  l'autre  à une  développable  de  la 
quatrième  classe,  sont  toujours  conjugués  à un  même  cône 
du  second  ordre. 

371.  Corollaire  II.  — De  même,  un  tétraèdre  et 
un  pentaèdre  circonscrits  à une  telle  développable  !),. 
sont  toujours  conjugués  à une  même  surface  du  second 
ordre. 

372.  Corollaire  III.  — Enfin  si  l’on  suppose  que 
quatre  des  neuf  plans  tangents  considérés  concourent  en 
un  même  point,  ce  dernier  théorème  subsiste  encore, 
mais  avec  une  simplification  qui  permet  de  le  considérer 
comme  l’analogue  du  théorème  corrélatif  de  celui  de  De- 
sargues. Rapprochées  l’une  de  l’autre,  les  deux  proposi- 

27 
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lions  peuvent,  en  effet,  s’énoncer  ainsi  : 


Un  pentaèdre  circonscrit  à 
une  développable  de  la  quatrième 
classe,  et  l’angle  solide  tétraèdre 
formé  des  plans  tangents  menés 
à la  surface  />ar  un  / mint  quel- 
conque, sont  toujours  conjugués 
a un  même  ellipsoïde  évanouis- 
sant : un  cône  île  second  ordre, 
réel  ou  imaginaire,  ayant  /tour 
sommet  le  /toint  considéré. 

Toutes  ces  propositions  s établiraient  d’ailleurs  de  la 


même  manière  que  leurs  corrélaii*  p.  371  ). 

§ II.  — Applications  il  ..  ntt. 

373.  Problème  I.  — ZIn<  ppable  ’irième 

classe  étant  définie  par  hui  s tangents  > Y,  Z, 

mener  à la  stafaec  un  dème  plan  tan  r te 


point  de  concours  de  t rjt  slconques  des  p. 

Soient  O ce  point  . cor  .ours,  et  XYZT  l’anL  le 
tétraèdre  formé,  autour  de  ce  point,  par  trois  de. 
donnés  et  celui  que  l’on  cherche.  Imaginons  un  pentagone 
gauche  12... 5 ayant  pour  côtés  successifs  les  intersec- 
tions successives  des  plans  1 , 2, . . . 5 pris  dans  un  ordre 
quelconque.  Les  plans  des  angles  successifs  de  ce  penta- 
gone pouvant  remplacer  les  plans  I,.  . .5  avec  lesquels  ils 
coïncident,  on  verra,  par  le  théorème  précédent,  que 
l'angle  solide  tétraèdre  (O,  XYZT)  et  le  pentaèdre  1 . . .0, 
ou  le  pentagone  gauche  qui  le  remplace,  sont  conjugués 
l’un  et  l’autre  à un  même  cône  du  second  ordre  décrit  au- 
tour du  point  O comme  sommet  : de  telle  sorte,  eu  parti- 
culier, que  le  plan  polaire  correspondant  de  chacun  des 
sommets  du  pentagone  passe  par  le  côté  opposé.  Il  en  ré- 
sulte que  si  l’on  coupe  par  un  plan  quelconque  H l'angle 


Un  quadrilatère  circonscrit  à 
une  conique,  et  l’angle  formé  des  1 
tangentes  menées  à la  courbe  par  J 
un  /mint  quelconque,  sont  tou-  1 
jours  conjugués  à une  meme  el-  | 
lipse  évanouissante  : un  système  ! 
de  deux  droites,  rie/les  ou  ima-  \ 
ginaires , issues  du  point  consi-  ' 
déré. 

I 
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solide  XYZT,  et  que  l’on  lasse,  sur  le  même  plan  et  sui- 
vant le  point  de  vue  O,  la  perspective  du  pentagone  gauclic 
l..D;le  quadrilatère  et  le  pentagone  résultants,  XYZT  et 
1'. . .5’,  seront  conjugués  à une  même  conique.  Or  la  seule 
donnée  du  pentagone  1'. . .5',  qui  est  entièrement  connu, 
définit  la  conirpie  conjuguée;  et  l’on  peut  déduire  direc- 
tement de  ce  seul  pentagone  le  pôle  d’une  droite  quel- 
conque, comme  on  l’a  vu  déjà;  ou  la  polaire  d’un  point 
donné  (n°  332,  p.  374).  On  déterminera  donc,  à l’aide 
du  pentagone  1'. . .5',  les  polaires  des  points 

X'.Y',  Y'. Z'; 

et  l’on  aura,  dans  les  traces  respectives  de  ces  polaires  sur 
les  droites, 

Z',  X', 

deux  points  du  dernier  côté  T'  du  quadi  ilatèrc  X'Y'Z'T'; 
dans  le  plan  mené  par  ces  traces  et  le  point  de  vue  O,  le 
neuvième  plan  tangent  T que  l’on  voulait  construite. 

374.  Problèmes  II,  III,  IV  . — Une  développable  île 
la  quatrième  classe  étant  définie  par  huit  plans  tangents, 
construire  les  divers  plans  tangents  que  l'on  peut  mener 
à cette  surface  par  un  point  pris  à volonté  dans  l'espace, 
ou  sur  l'un  des  proposés,  ou  sur  l'une  de  leurs  droites 
d'intersection. 

Des  considérations  toutes  semblables  à celles  qui  ont 
été  employées  déjà  dans  les  problèmes  corrélatifs  pour  les 
courbes  gauches  du  quatrième  ordre  s'appliqueraient  en- 
core aux  problèmes  actuels,  comme  à plusieurs  de  ceux 
qu'il  nous  reste  à indiquer,  cl  sur  lesquels,  par  cette 
raison,  nous  n’insisterons  pas  autrement  (n0’  338-312). 

375.  Problèmes  V,  VI.  — Une  développable  de  la 
quatrième  classe  étant  définie  par  huit  plans  tangents , 
construire  la  tangente  à l'arête  de  rebroussement  delà 

*7- 
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surface  qui  tombe  dans  l’un  des  proposés,  ainsi  que  le 
point  de  contact  de  cette  tangente  et  de  la  courbe 

(n°’  344-349,  p.  382). 

Scolic. Il  resterait  à construire  le  cercle  oscillateur  de 

l’arète  de  rebroussement  ; mais  ce  nouveau  problème,  quoi- 
que tout  semblable  à celui  que  nous  avons  résolu  déjà  poul- 
ies courbes  gauches  du  quatrième  ordre  (n°  3oO,  p.  38g), 
n'en  est  aucunement  le  corrélatif;  et  les  considérations  que 
nous  avons  employées  pour  celui-là  11e  s’y  appliquent  plus. 
Comment  y suppléer?  Et  si  les  considérations  dont  on 
parle  ne  sont  plus  d’aucun  effet  pour  la  détermination  du 

* (fs 

cercle  osculateur,  ou  de  son  rayon  —•  quel  est  du  moins, 

pour  l’arète  de  rebroussement  de  la  surface  actuelle,  le 
rapport  différentiel  qu’elles  nous  permettent  de  détermi- 
ner? La  réponse  à celte  dernière  question  est  assez  facile. 
El  comme  l’un  de  nos  théorèmes  antérieurs  sur  les  dépen- 
dances qui  existent  entre  neuf  plans  tangents  d’une  même 
développable  D,  exprime  que  l’hexaèdre  et  le  trièdre 
formés  de  neuf  plans  osculateurs  de  l'arête  de  rebrousse- 
ment sont  conjugués  à un  même  cône  du  second  ordre; 
on  voit  d’abord  que  le  rapport  différentiel  susceptible 
d’ètre  déterminé  par  ce  théorème,  lorsqn  on  imagine  que 
les  trois  faces  du  trièdre  qui  y figure  tendent  à se  con- 
fondre, ne  peut  être  que  l’un  de  ceux  auxquels  donne 
naissance,  dans  une  courbe  gauche  quelconque,  la  consi- 
dération de  trois  plans  osculateurs  consécutifs.  El  si  I on 
examine  la  question  de  plus  près,  on  trouve  enfin,  entre 
tous  ces  rapports,  celui  que  détermine  réellement  notre 
théorème,  et  qui  n’est  autre  que  le  quotient  des  deux 
courbures  de  l’arête  de  rebroussement  : ou  le  rayon  de 
courbure  geodàsique  de  son  indicatrice  sphérique. 
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§ III.  — Construction  des  éléments  principaux  d'un 
paraboloïde  ou  d'une  conique  définis  par  huit  plans 
tangents. 


376.  Problème.  — Déterminer  l'axe  et  le  sommet 
d'un  paraboloïde  défini  par  huit  plans  tangents . 

La  direction  générale  des  diamètres  résulte  d’abord  d'un 
théorème  antérieur  ; et  si  l’on  forme,  avec  les  plans  donnés, 
I,. . . 8,  les  trois  hexaèdres  1 23156,  231567,  3 15678, 
l’axe  radical  des  sphères  conjuguées  de  ces  hexaèdres  re- 
présentera simultanément  le  lieu  des  centres  de  toutes  les 
surfaces  inscrites  aux  huit  plans  donnés  et  la  direction 
des  diamètres  du  paraboloïde  inscrit  (n°‘  115,  p.  109). 

On  sait  d'ailleurs  que  la  sphère  diagonale  d'un  ellip- 
soïde quelconque  et  la  sphère  conjuguée  d’un  hexaèdre 
circonscrit  sont  toujours  orthogonales  (n°H7,  p.  110); 
et  si  l’on  imagine  que  l’ellipsoïde  sc  transforme  en  un 
paraboloïde,  on  en  conclut  que  le  plan  diagonal  de  tout 
paraboloïde  et  ta  sphère  conjuguée  d'un  hexaèdre  cir- 
conscrit se  coupent  orthogonnlement  : ou  que  ce  plan 
contient  le  centre  de  cette  sphère,  l.c  plan  des  centres  des 
trois  sphères  précédentes  représente  donc  le  plan  diagonal 
du  paraboloïde  que  l’on  veut  construire;  et  telle  est  d'ail- 
leurs la  déGniliou  de  ce  plan  pour  un  paraboloïde  quel- 
conque, qu’il  forme  le  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  trièdres  trirectnng/es  circonscrits  : 


(P) 

(P.D) 


,r*  2’ 

h — — 2.r, 

1>  !• 

x = — + P> 

2 


On  connaît  donc  cinq  plans  tangents  et  le  plan  diagonal 
du  paraboloïde  cherché,  dont  le  sommet  se  trouvera  dès 
lors  au  point  de  concours  de  trois  plans  que  l’on  peut 
construire,  comme  nous  l’allons  voir. 
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377.  Le  lieu  du  sommet  des  parabo/oïdes  inscrits  à un 
triedre  donne , et  dont  le  plan  diagonal  est  aussi  donné, 
se  réduit  à un  plan  que  l’on  peut  déterminer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

1).  L’un  de  ces  paraboloïdcs  étant  rapporté  d'aliord  à son 
axe  ox  et  à ses  plans  principaux  par  l'équation  ordinaire 


on  sait  que  l’un  quelconque  de  ses  plans  tangents  est  dé- 
fini par  une  équation  de  la  forme 


x cos  a -+•  y cos  p -+-  3 cos  7 = — 


p cos:  P -t - p'  cos’ 7 
2 cos  Z 


Il  en  résulte  (en  désignant  par  p , p'  les  demi-paramè- 
tres principaux  d’un  paraboloïde  quelconque,  par  x,  y,  z 
les  directions  de  son  axe  et  des  tangentes  au  sommet  de  ses 
paraboles  principales)  que  la  distance  P du  sommet  du 
paraboloïde  à l’un  quelconque  de  ses  plans  tangents  petit 
s’exprimer  à l’aide  de  la  formule  suivante  : 

(I)  p cos’  (No)  +p'  cos’  (N>  *)  = — 2 P cos  (N,  x), 

où  N désigne  la  direction  de  la  normale  au  plan  tangent 
considéré. 

Rapportons  actuellement  l’un  quelconque  des  parabo- 
loïdes  précédents  à trois  axes  rectangulaires  quelconques 
ox,  or,  or  dont  le  premier  toutefois  soit  dirigé  perpendi- 
culairement au  plan  diagonal  donné;  et  désignons  par 
p,  p'  les  demi -paramètres  principaux  de  ce  paraboloïde; 
par  o,  fi,  y;  o,  (3',  y'  les  cosinus  directeurs  des  tangentes 
au  sommet  de  ses  deux  paraboles  principales:  enfin  par 

P,P,P3==(«,x  + A,  1 -t-  r,z — p,)  ( a,.r  4-  b, y -+■  c,t  — p,) 

X («4+  b,y  -4-  e,t  — p,)  = o 

les  trois  plans  tangents  donnés.  D après  la  formule  (I),  et 
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conformément  à la  notation  actuelle,  lesdistances  P,,  P,,  P, 
du  sommet  du  paraboloïde  à ces  plans  tangents  satisferont 
aux  équations  suivantes  : 

( i ) p(b,p  c,fY  H-  A»' ( *. P'  -+-  c,y  — P,, 

(?)  p (b, P -t-  c,~iY  + p'  [b ,p'  -t-  c,t' Y ^ — a «,  P„ 

(3)  /»(*»?  ■+•  c*"l)'  -+-/»'( P'  + <j7'  •’=  — 'AfljP,- 

F.t  si,  désignant  par  Xt,  X,,  X,  trois  coefficients  dont  les 
rapports  soient  définis  par  les  deux  conditions 


(X) 


on  ajoute  membre  à membre  les  équations  (t),  (a),  (3), 
respectivement  multipliées  par  ces  coefficients,  il  vient 


(4) 


(p  + P')  ^ X,  b\  = — a V >,  a,  P,. 


Or  lu  somme  p -+-  p'  fies  demi-paramètres  principaux  est 
égale  à deux  Jois  la  distance  du  sommet  tlu  paraboloïde 
au  plan  diagonal  ; ou  à deux  fois  l’abscisse  x du  sommet, 
si  l’on  suppose  que  le  plan  diagonal  se  confonde  avec  le 
plan  dcs_yz.  On  peut  donc  poser  p -+-  p'  = ix.  Et  le  lieu 
du  sommet,  rapporté  au  plan  diagonal  x = o et  aux 
Jaces  P,,  P,,  P,  du  trièdre  donné,  se  trouve  déjini  par 
l'équation  suivante  : 

(4'j  v x,fl,P,+,y  x,  6’ = o. 

11  ne  reste  donc  plus  qu’à  construire  le  plan  représenté 
par  cette  équation. 

2).  Or  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  diagonal  x = o es 
définie  par  l’équation 


(5) 


C,z  — p,)  = o. 
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Cette  trace  coïncide  donc  avec  la  polaire  du  point 
((J  ) bKy  + c,z—p,  _ h, y + f)i  — p,  _ b,y  -f  r,z  — /i, 

«i  «i  a, 

par  rapport  à la  courbe 

(/)  X,  (*,.>-  + c, z— /;,)>=  O. 

D’ailleurs  le  point  (6)  n'est  autre  que.  la  trace,  sur  le 
plan  diagonal  x = o,  d'une  parallèle  à la  direction  géné- 
rale des  diamètres  menée  par  le  sommet  P, . P, . Ps  du 
trièdre  donné.  : 

P,  _ P>  _P. 

a,  et, 

et,.r  4-  b,  y -e  r,  z — />,  _ <7s.r  -+-  b,y  -4-  r,z  — 

o,  rtj 

et  il  résulte  de  la  forme  de  l’équation  (7)  associée  à la 
définition  des  coefficients  X,,  X,,  X,,  que  la  courbe  (7)  n'est 
autre  que  le  cercle  conjugué  du  triangle  F,  F,  F,  déterminé 
par  le  plan  diagonal  dans  le  trièdre  P,  P,  P,.  On  connaît 
donc  déjà  une  droite  du  lieu  géométrique  des  sommets  de 
tous  les  paraboloïdes  considérés,  et  ce  plan  sera  déterminé 
si  l’on  peut  en  obtenir  un  nouveau  point. 

3).  Cherchons  pour  cela  le  sommet  du  paraboloïde  de 

révolution' 1 = ix  appartenant  à la  série  considé- 

p p 

rée;  et  soient  d’abord  :J'\i r = f ’ J — °!  z — 0 J le  foyer 

de  ce  paraboloïde;  fp  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  l’un  quelconque  des  trois  plans  tangents  donnés 

P„P.,P». 

l.e  point  p appartenant  au  plan  langent  au  sommet, 
j:  = o,  si  l’on  prolonge  la  perpendiculaire  fp  d’une  quan- 
tité double  put  = a fp,  le  point  m tombera  sur  le  plan 
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diagonal  du  paraboloïde,  x=  — ^ — — p. 

Donc,  inversement,  si  de  chacun  des  points  m du  plan 

diagonal  qui  est  connu,  on  mène  une  ordonnée  mp  perpen- 
diculaire à l’un  des  plans  tangents  donnés  P,  ou  P,  ou  P,  ; 
et  que  l’on  prolonge  celte  ordonnée,  à partir  de  ce  dernier 

plan,  d’une  quantité  pf  égale  à sa  moitié,  pf  — - mp  : le 

point  /qui  résulte  de  cette  construction  décrira  un  plan 
déterminé  II,,  ou  II,,  ou  II,;  et  le  foyer  /du  paraboloïde 
que  l’on  considère  se  trouvera  au  point  de  concours  des 
trois  plans  II,,  II,,  II,.  Quant  au  sommet  cherché,  il  se 
trouvera  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  le 
plau  diagonal,  et  au  tiers  de  cette  perpendiculaire  à partir 
du  foyer. 

378.  Étant  donnés  quatre  plans  tangents  P,,...,  P* 
et  la  direction  ox  des  diamètres,  le  calcul  précédent  per- 
met encore  d’obtenir  le  lieu  décrit,  par  le  sommet  du 
paraboloïde. 

Les  distances  P,,...,  P,  d’nn  point  du  lieu  aux  plans 
donnés  satisfont,  en  effet,  aux  quatre  équations 

(i)  />(6,p  -t-c^)1  + //(  A,p'  -t-  c,7')*  = — P„ 

(a)  = — 2fl,P„ 

(3)  p ( b, p +-  c,7 )J  +p'[b, p'  -t-iv/V  = — P,, 

(4)  p [b,  p -t-  f,  7 )’-+-/»'  (b,  P'  -+-  r,  y')'—  — 2«.P.- 

F.t  si,  désignant  par  X,,...,  quatre  coefficients  homogènes 
définis  par  les  conditions  suivantes 


on  ajoute  membre  à .membre  les  équations  (i),...,  (4), 
respectivement  multipliées  par  les  nombres  X,,...,/t,  il 
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vient,  pour  le  lieu  décrit  par  le  sommet  du  paraboloïde, 


(5)  A,<7,P,=o  ou  ^ X,a,(a,x  -+-  b,  r -t-r,  z — p,)  = o. 

Il  reste  donc  seulement  à construire  le  plan  représenté 
par  celte  équation. 

a).  Or  si  les  quatre  plans  donnés  P,,...,  P,  concou- 
rent en  un  même  point  w,  le  plan  (5)  passe  de  même  par 
le  point  w ; et  il  est  aisé  d’en  définir  la  trace  sur  un  plan 
quelconque,  tel  que  x = o,  perpendiculaire  à la  direction 
des  diamètres.  Celle  trace 


(6)  ^ >,o,  P1,  = o,  ou  ^ Xta,(b,r  -+-  r,  z — p,;—o, 

coïncide  effectivement  avec  la  polaire  du  point 


(7) 


par  rapport  à la  courbe  représentée  dans  le  même  plan  par 
l’équation 

(8)  ^ A,  P;»  = o ou  ^ + f,i  — p,y  = o. 

D’ailleurs,  le  point  (7)  n'esl  autre  que  ta  trace,  sur  le 
plan  x — o,  d'une  parallèle  à la  direction  des  diamètres 
menée  par  le  point  de  concours  P, . . . Pt  des  quatre  plans 
donnés  i et  il  résulte  de  la  forme  de  l'équatiou  (8)  associée 
à la  définition  des  coefficients  i,,.  . . que  la  courbe  (8) 
n'esl  autre  que  la  médiane  du  quadrilatère  déterminé 
par  te  plan  x = o dans  l'angle  solide  tétraèdre  P, ...  P,, 
ou  la  conique  évanouissante  formée  de  cette  médiane  et  de 
la  droite  à l’infini  (n°231,  p.  26a).  Les  rayons  vecteurs 
menés  du  pôle  (7)  à la  polaire  (6)  se  trouvent  doue  divisés 
en  parties  égales  par  la  médiane.  Donc,  etc. 

3).  Si  les  plans  donnés  P,,...,  Pt  sont  quelconques, 
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on  pourrait  encore,  après  avoir  transporté  l’un  de  ces 
plans,  parallèlement  à lui-même,  au  point  de  concours  des 
trois  autres,  déterminer,  par  la  construction  précédente,  la 
direction  du  plan  des  sommets-,  car  cette  direction  est  indé- 
pendante de  la  position  absolue  des  plans  P,.. . .,  Ps.  Mais 
le  lieu  général  des  sommets  se  peut  atissi  construire  direc- 
tement. Le  plan  (5)  n’est  autre,  en  effet,  que  le  plan  po- 
laire du  point 

(7')  -=-  = -=-• 

",  ",  «»  «. 

par  rapport  à la  surface 

(8')  X,  PJ=o  ou  ^ X,  {n,x  b,  r 4-  e,z  — p,  )’  =:  o. 

Or  le  point  (7')  n'est  antre  que  le  point  à l'infini  dans  la 
direction  ox  des  diamètres,  et  il  résulte  de  la  définition 
des  coefficients  associée  à la  forme  de  l’équa- 

tion (8'),  que  la  surface  représentée  par  cette  équation  est 
un  paraboloïde  hyperbolique  déterminé , conjugué  au 
tétraèdre  P,  ...P*,  et  dont  l'un  des  plans  directeurs 
coïncide  arec  le  plan  x = o.  La  section  de  la  surface  (8') 
par  un  plan  quelconque  x = « parallèle  au  précédent  n’est 
autre,  en  effet,  que  la  droite  unique  et  déterminée  repré- 
sentée par  l’une  des  équations 

(8")  Y X,P’,'  = o,  X,  (",  a -t-  &,,r  •+■  c,z  -P, y = Oj 


ou  la  médiane  M du  quadrilatère  intercepté  dans  le  té- 
traèdre P, . . . P,  par  le  plan  sécant  considéré.  La  sur- 
face (8'}  ne  dillère  donc  pas  du  paraboloïde  déjà  défini,  et 
il  suffit  de  tracer  les  médianes  de  trois  pareils  quadrilatères 
pour  en  obtenir  trois  génératrices  distinctes  M,  M',  M". 
D’ailleurs,  une  fois  ces  génératrices  obtenues,  si  l’on  insère 
entre  la  première  et  la  seconde,  la  seconde  et  la  troisième, 
la  troisième  et  la  première  trois  segments  rectilignes  pa- 
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rallèles  à la  direction  ox\  les  points  milieux  u,  p',  p"  de 
ces  segments  appartiendront  au  plan  polaire  du  point,  à 
l'infini  dans  la  direction  ox,  par  rapport  au  parabo- 
loïde (8')  : et  le  plan  jttt'u"  représentera  le  lieu  géomé- 
trique des  sommets  de  tous  les  paraboloïdes  que  l’on  con- 
sidérait d’abord. 

Corolla ire.  — Étant  donnés  six  plans  tangents  et  la 
direction  générale  des  diamètres,  on  peut  construire  le 
sommet  du  paraboloïde  par  le  seul  emploi  de  ta  règle. 

379.  On  peut  aussi  déduire  des  mêmes  données  les 
plans  principaux  du  paraboloïde.  Mais  romtne  celle  re- 
cherche suppose  la  détermination  préalable  de  l’un  des 
cônes  circonscrits,  nous  montrerons  d’abord  que,  dans  tout 
paraboloïde,  cinq  plans  tangents,  P, . . . P,  = o et  la  di- 
rection des  diamètres,  o — Y = Z,  déterminent  un  nou- 
veau plan  tangent  P = o,  issu  du  point  de  concours  de 
trois  quelconques  des  proposés,  et  que  l'on  peut  construire 
à peu  de  frais.  Tous  les  paraboloïdes  qui  remplissent  ces 
conditions  admettent  en  effet  huit  couples  de  plans  conju- 
gués communs,  distincts  ou  coïncidents,  qui  sont,  en  dési- 
gnant par  3 le  plan  à l'in/ini  représenté  par  l’équàtion 
symbolique  1 = o, 

p;,...p;,  j>,  y. j,  z. j. 

Tous  ces  paraboloïdes  se  trouvent  donc  inscriplibles  à une 
même  développable  de  la  quatrième  classe  (n°  177,  p.  179), 
et  le  quatrième  plan  tangent  que  l’on  peut  mener  à celte 
dernière  par  le  point  de  concours  P,  P, P,  de  trois  des  pro- 
posés sera  commun  à tous  ces  paraboloïdes.  Or  ce  qua- 
trième plan  P = o est  défini  par  l’identité 

P1  y v p;  + j>  jy  + jz  = o, 

que  I on  peut  écrire,  en  remplaçant  J par  l’unité,  et  dési- 
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gnant  par  Y'  uii  certain  plan  parallèle  à la  direction  des 
diamètres, 

P’-t-  V\p;  =Y  -h  Z 4-i  =Y'; 

ou  enfin 

p’  -4- y\,Pî=Y'. 

Toutes  les  diagonales  de  l’hexaèdre  partiellement  indé- 
terminé PP, ...P,  appartiennent  donc  à un  même  plan 
(n°  Si -13,  p.  27a),  Y'  = o,  lequel,  contenant  en  particulier 
les  points  milieux  des  quatre  diagonales  issues  du  point 
de  concours  PP,  P,  P3  des  quatre  premières  faces,  contien- 
dra la  parallèle,  à la  droite  d’intersection  P* P,  des  deux 
dernières,  menée  à égales  distances  de  celte  droite  et  du 
point  PP,P,P,.  Passant  dès  lors  par  une  droite  connue, 
parallèle  en  outre  à la  direction  connue  des  diamètres,  le 
plan  médian  Y'  est  déterminé  et  peut  servir  ensuite  à la 
détermination  du  plan  P que  l’on  cherche.  Comme  il  doit 
contenir,  en  effet,  le  point  milieu  de  chacune  des  dia- 
gonales 

(P, P, P.,  PsPtP),  {P.PiP,,  P,P.P), 

le  plan  doublé  de  ce  plan  Y’  suivant  l'origine  de  la  pre- 
mière de  ces  diagonales,  ou  de  la  seconde,  coupera  l’arète 
opposée  P5PS,  ou  PjPi,  en  un  nouveau  point  p,  ou  p\  du 
plan  cherché  P = o,  lequel  passant  déjà  par  le  sommet 
du  trièdre  P,  P, P,  se  trouve  entièrement  déterminé. 

380.  Étant  donnés  six  plans  tangents  et  la  direc- 
tion Ox  des  diamètres,  on  saura  donc  définir,  par  cinq 
de  ses  plans  tangents,  le  cône  circonscrit  au  paraboloide 
suivant  le  point  de  concours  O de  trois  quelconques  des 
proposés.  Et  si  l’on  construit  ensuite,  relativement  à ce 
cône,  le  plan  polaire  P de  la  direction  Ox,  la  section 
du  cône  par  un  plan  quelconque  parallèle  à celui-là  sera 
parallèle  et  homothétique  à la  courbe  de  contact  du  cône 
et  du  paraboloïde.  Cette  section  sera  d’ailleurs  définie 
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par  cinq  de  ses  tangentes;  il  en  sera  de  môme  de  sa  pro- 
jection sur  un  plan  perpendiculaire  à la  direction  Ox  : 
et  les  plans  principaux  de  la  surface  seront  parallèles 
aux  axes  principaux,  les  plans  / iirecteurs  aux  asymptotes 
de  cette  projection.  « Toutes  les  sections  planes  d’un  pa- 
raboloïdc  se  projettent  en  elfet  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à l’axe,  suivant  des  courbes  homothétiques  dont  les 
axes  principaux  sont  parallèles  aux  plans  principaux,  les 
asymptotes  aux  plans  directeurs  du  paraboloïde.  » 

Mais  on  peut  résoudre,  dans  l’espace  môme,  le  problème 
plan  auquel  nous  venons  de  ramener  la  recherche  des 
plans  principaux . 

Rapportons,  en  elfet,  le  cône  circonscrit  précédent  aux 
faces  d’un  trièdre  conjugué  R,R,R3  que  l’on  peut  déduire 
géométriquement  de  ses  données  premières;  et  soient  : 


l’équation  de  ce  cône  ; 


X,R?  -4-  P’  = o 


?.X  =o 


les  deux  formes  équivalentes  de  l’équation  du  paraboloïde. 

Ces  deux  formes,  rapprochées  l’une  de  l’autre,  en- 
traînent l’identité 


Y’  Z1 

L R î -l~  P*  -t-  - — H ; — 2X  -=  o ; 

P P 

et  celle-ci,  après  avoir  transporté  parallèlement  à eux- 
mômes,  en  un  môme  point  O,  tous  les  plans  qui  y figurent, 
permet  d’écrire  identiquement 

y'»  z»j 

P P ~~ 

Les  plans  qui  suivent, 

R',  R',  R',  P'  Y'Z'  = o, 
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font  dûs  lors  six  plaus  tangents  d'uu  même  cône  du  second 
ordre.  On  connaît  d'ailleurs  les  quatre  premiers  de  ces 
plans  et  la  direction  O x,  o = Y = Z,  de  l’intersection  des 
deux  autres.  Les  plans  diamétraux  conjugués  du  parabo- 
loïde forment  donc,  autour  de  chacun  de  ses  diamètres  O.r, 
un  faisceau  en  involution.  Ce  faisceau  est  défini  par  les 
deux  couples  de  plans  conjugués  menés,  de  la  droite  Oor, 
aux  arêtes  opposées  de  l’angle  solide  tétraèdre  R',  .R',  .R',  .P' 
formé  de  quatre  premiers  plans-,  et  les  plans  piincipaux 
du  paraboloïde,  considérés  seulement  dans  leur  direction, 
coïncident  avec  les  plans  conjugués  orthogonaux ; les 
plans  directeurs,  s’il  s’agit  d’un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, avec  les  plans  doubles  du  faisceau  précédent. 

381 . Étant  donnés  un  cône  circonscrit  et  la  direction 
des  diamètres,  l’oxe  du  paraboloïde  appartient  à un  plan 
déterminé.  C’est  ce  qui  résulte  de  ce  théorème:  dans  tout 
paraboloïde , le  sommet  d'un  cône  circonscrit  quelconque, 
la  direction  des  diamètres  et  le  centre  d'une  section  déter- 
minée dans  ce  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à cette, 
direction,  déterminent  un  plan  qui  contient  l'axe  du  pa- 
ra!loloïde. 

382.  On  sait  que  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  que 
l’on  peut  inscrire  à un  même  groupe,  de  huit  plans,  ou  à 
une  même  développable  D»,  admettent  un  tétraèdre  conju- 
gué commun  lequel  est  déterminé  par  les  plans  des  quatre 
coniques  qui  font  partie  de  la  série  consi/lérée.  Proposons- 
nous  donc  seulement  de  déterminer  les  plans  des  quatre 
coniques  que  l'on  peut,  inscrire  à un  groupe  donné  île 
huit  plans  1 , 2, . . . , 8,  ou  à la  développable  D,  qu'ils 
déterminent. 

i).  On  peut  d’abord  substituer,  aux  données  du  pro- 
blème, les  données  équivalentes  de  deux  octaèdres,  cir- 
conscrits l’un  et  l’autre  à la  développable  D*,  et  ayant  un 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XII. 


43a 

sommet  commun  situé  au  point  de  concours  123  de  trois 
des  plans  donnés  (fi g.  84).  Construisant  en  effet,  par  le 

Fig.  8$. 


a 

A 


V 

a* 


problème  ] (n°  373,  p.  4*8),  le  quatrième  plan  tangent 

m,  n,  p 

que  l'on  peut  mener  à la  développable  D,,  par  chacun 
des  points 

a ou  123,  b ou  234,  c ou  1 2«, 
on  obtiendra  ainsi  trois  nouvelles  faces  d’un  octaèdre 
( O ) 1 2 3 ni  4 npq 

circonscrit  à celte  développable  suivant  sept  de  ses  faces  et 
par  suite  aussi  suivant  la  huitième  a' b' c' . Une  construc- 
tion semblable  effectuée  sur  les  plans  1,2,3,  S fournirait 
de  même  un  second  octaèdre  circonscrit 

(O')  123  mtin'p'q' 

ayant  un  sommet  commun  (123)  avec  le  précédent  et  même 
angle  solide  tétraèdre  (1  23 m)  en  ce  sommet. 

a).  Cette  substitution  réalisée,  on  voit  que  l’une  quel- 
conque des  coniques  cherchées  est  iuscriptiblc  à chacun 
des  octaèdres  précédents.  Or  on  établirait,  comme  pour  le 
problème  corrélatif,  que  le  plan  d'une  conique  mobile, 
continuellement  inscrite  à un  octaèdre  donné,  route  sur 
une  développable  cubique  déterminée,  laquelle  est  tan- 
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sente  aux  six  plans  distincts  que  l'on  peut  conduire , 
autour  de  chacun  des  sommets  de  l'octaèdre,  parles  droites 
de  rencontre  des  faces  opposées  de  l'angle  solide  adja- 
cent. (n“  304,  j).  34 1). 

3).  Reprenons  maintenant  les  octaèdres  (O),  (()')  du 
n°  1 ) -,  et  soient  Ds,  D',  les  développables  cubiques  sur  les- 
quelles roulent  les  plans  des  coniques  inscrites  à 1 un  ou  à 
l'autre  de  ces  octaèdres. 

Les  plans  des  quatre  coniques  que  l’on  cherche  devant 
toucher  chacune  de  ces  développables,  celles-ci  devront 
admettre  au  moins  quatre  plans  tangents  communs.  Mais 
on  voit  ici  qu’elles  en  admettent  cinq,  savoir:  les  quatre 
plans  cherchés  P,,. . .,  P,,  et  le  plan  II  mené  par  les  in- 
tersections des  faeçs  opposées  de  l’angle  solide  tétraèdre 
commun  aux  deux  octaèdres  précédents.  Or  c’est 
justement  à l’aide  de  rc  plan  II  que  l'on  peut  déterminer 
les  quatre  autres. 

Soient,  en  effet,  Cj,  C,  les  deux  coniques  déterminées 
dans  les  surfaces  D3 , D’,  par  le  plan  II  qui  est  langent  à l’une 
et  à l'autre.  ComAieon  counait,  indépendamment  du  plan  K, 
cinq  plans  tangents  de  chacune  de  ces  surfaces,  chacune  de 
ces  coniques  C,,  C',  sera  connue  par  cinq  de  scs  tangentes. 
On  pourra  donc  construire  les  quatre  tangentes  communes 
à ces  courbes,  ou  les  traces  sur  le  plan  fl  des  quatre  plans 
P,,.  . .,  !\  que  l’on  cherche  et  que  l’on  obtiendra  enfin  en 
menant,  par  chacune  de  ces  traces,  un  plan  tangent  à 
l’une  ou  à l’autre  des  surfaces  d;. 

Remarque.  — Le  problème  proposé  dépend,  eu  analyse, 
d’une  équation  du  quatrième  degré  résoluble  graphique- 
ment par  le  tracé  de  deux  coniques  : et  c’est  à ce  tracé  que 
se  ramène  aussi  la  détermination  des  tangentes  communes 
à deux  de  ces  courbes.  (Chasles,  Traité  des  Sections 
coniques,  p.  a34-) 

28 
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CHAPITRE  XIII. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  COURBES  ET' DES  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE. 

Sommaire.  — Do  la  propriété  «le  dix  points  ou  de  dix  plans  tangents  «l’un 
ellipsoïde.  — Du  théorème  de  Desargues  et  de  son  analogue  pour  dix 
points  d'une  surface  du  second  ordre.  — Démonstration,  tiree  des  mêmes 
principes,  du  théorème  de  Pascal  et  de  celui  de  Carnot.  — Propositions 
corrélatives  et  applications. 


§ I.  — Propriété  de  six  points  d'une,  conique,  de  dix 
points  d'un  ellipsoïde. 

383.  Luc  surface  du  second  ordre  étant  déterminée  par 
neuf  conditions,  dix  points  pris  au  hasard  dans  l'es- 
pace ne  peuvent  appartenir  à une  telle  surface,  s’ils  ne 
sont  accidentellement  dans  une  certaine 'dépendance  mu- 
tuelle. Et  c’est  l’expression  géométrique  de  cette  dépen- 
dance, ou  l’une  des  expressions  quelle  comporte,  qui 
devra  constituer  cette  propriété  des  dix  points  dont  l’ini- 
portance  était  signalée,  dès  i8a5,  par  l'Académie  de 
Bruxelles  \ un  peu  plus  tard,  et  avec  plus  d’insistance,  dans 
quelques  pages  de  VA  perçu  historique  que  nous  croyons 
devoir  reproduire,  parce  que  tout  ce  qu’elles  nous  ap- 
prennent sur  l’état  de  la  question,  il  y a trente  ans,  s’ap- 
plique encore  à son  état  actuel. 

Voici  ce  qu’écrivait  M.  Chasles  en  1887  : 

« Une  autre  question,  d’où  dépendent  aussi  les  progrès 
futurs  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  ordre,  est  celle 
de  l’analogie  qui  doit  exister  entre  quelque  propriété  de  ces 
surfaces,  encore  inconnue,  et  le  célèbre  théorème  de  Pascal 
sur  les  coniques.  Ce  théorème,  abstraction  faite  des  di/lié- 
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renies  transformations  dont  il  est  susceptible,  et  considéré 
uniquement  sous  la  forme  et  l'énoncé  qui  lui  sont  pro- 
pres, peut  encore  être  envisagé  sous  deux  aspects  diffé- 
rents. On  peut  le  regarder  comme  exprimant  une  relation 
générale  et  constante  entre  six  points  quelconques  d’une 
conique,  c’est-à-dire  un  déplus  qu’il  n’en  faut  pour  dé- 
terminer celte  courbe,  ou  bien  comme  exprimant  une  pro- 
priété générale  d’une  conique  par  rapport  à un  triangle 
tracé  arbitrairement  dans  son  plan,  triangle  formé,  par 
exemple,  par  les  côtés  de  rang  impair  de  l’hexagone  con- 
sidéré dans  le  théorème  de  Pascal  ; et  alors  ce  théorème 
exprime  que  trois  des  cordes  comprises  dans  la  conique 
entre  les  trois  angles  du  triangle  rencontrent  respective- 
ment les  trois  côtés  opposés  en  trois  points  qui  sont  en 
ligne  droite.  D’après  cela,  on  peut  concevoir  de  deux  ma- 
nières, dans  l’espace,  l’analogue  du  théorème  de  Pascal.  Ce 
sera,  dans  le  premier  cas,  line  propriété  générale  de  dix 
points  appartenant  à une  surface  du  second  degré,  c’est- 
à-dire  un  point  de  plus  qu’il  n’en  faut  pour  déterminer 
une  telle  surface.  Dans  le  second  cas,  ce  sera  une  propriété 
générale  résultant  du  système  d’une  surface  du  second 
ordre  et  d'un  tétraèdre  placé  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace. 

» La  première  question,  qui  devait  être  la  plus  utile  à 
l’avancement  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré  , 
avait  été  proposée  par  l’Académie  de  Bruxelles  (an- 
née i8a5);  elle  est  restée  sans  solution.  Au  concours  sui- 
vant l’Académie  a donné  plus  de  latitude  au  géomètre, 
en  demandant  simplement  le  théorème  analogue,  dans 
les  surfaces  du  second  degré,  à celui  de  Pascal  sur  les  co- 
niques-, ce  qui  comprenait  la  première  question,  et  lais- 
sait en  même  temps  toute  liberté  dans  la  manière  d'envi- 
sager le  théorème  de  Pascal  et  l’analogie  qui  pouvait  exister 
sur  ce  point  entre  les  surfaces  et  les  courbes  du  second 
degré. 

28. 
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» Celte  nouvelle  question  de  l'Académie  n'olliail  point, 
comme  la  première,  de  grandes  difficultés.  Nous  donnons 
dans  la  Note  XXXII  l'énoncé  d'un  théorème  qui  paraît 
la  résoudre.  Car  il  exprime  une  propriété  générale  d’un 
tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré  analogue  à la 
propriété  d’un  triangle  et  d’une  conique  qui  exprime  le 
théorème  de  Pasca  1 (*).  M ais  il  y a loin  de  ce  théorème  à 
la  relation  générale  de  dix  points  quelconques  d’une  sur- 
fai e du  second  degré;  et  la  recherche  de  cette  relation  est 
bien  digne  d'occuper  l’esprit  des  géomètres.  Sans  doute 
que  nous  n'avons  point  encore  tous  les  éléments  néces- 
saires pour  cette  recherche  : c’est  une  raison  pour  étudier 
sous  tous  les  rapports,  sous  toutes  les  faces,  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  degré.  Aucune  théorie,  aucune 
découverte  , quelque  minime  qu’elle  paraisse  d’abord  , 
n’est  à négliger;  car.  à défaut  d’une  application  immé- 
diate , chaque  vérité  partielle  a au  moins  l'avantage 
d’être  un  anneau  de  la  chaîne  continue  qui  lie  entre  elles 
toutes  les  vérités  de  cette  vaste  théorie;  et  ce  simple  anneau 
est  peut-être  un  genne  de  grandes  découvertes  que  déve- 
lopperont rapidement  les  méthodes  de  généralisation  de  la 
Géométi  ie  moderne. 

» Peut-être  ce  serait  une  élude  préparatoire  utile  pour 
parvenir  à la  i dation  de  dix  points  d’une  surface,  de  ré- 
soudre complètement,  et  dans  tous  les  cas  possibles,  le  pro- 
blème où  il  s’agit  de  construire  une  surface  du  second  de- 
gré assujettie  à neuf  conditions,  qui  sont  de  passer  par  des 
points  et  de  toucher  des  plans.  Ce  problème  mérite  déjà 


(*)  * Quand  les  six  arêtes  d’un  tétraèdre  quelconque  rencontrent  une 
surlace  du  second  ordre  eu  douze  points,  ces  douze  points  sont  trois  à trois 
sur  quatre  plans  dont  chacun  contient  trois  poiuts  appartenant  aux  trois 
arêtes  issues  d’un  mènie  sommet  du  tétraèdre  : ces  quatre  plans  rencon- 
trent respectivement  les  faces  opposées  à ces  sommets  suivant  quatre  droites 
qui  sont  les  génératrices  d’un  même  mode  de  génération  d’un  hyperbo- 
loide  à une  nappe.  » (Extrait  de  la  Note  XXXII.) 
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par  lui-mènie  les  efforts  des  géomètres.  Cependant  nous  ne 
voyons  encore  que  M.  Lamé  jusqu’à  ce  jour  qui  se  soit 
occupé  de  l’un  des  cas  généraux  qu’il  présente.  Cet  habile 
professeur  a déterminé  les  éléments  suffisants  pour  la  con- 
struction de  la  surface  du  second  ordre  qui  doit  passer  par 
neuf  points  donnés  j*).  Mais  la  discussion  de  la  solution 
générale  et  l’examen  de  ses  corollaires,  et  des  cas  particu- 
liers qui  s’v  présentent,  méritent  de  nouvelles  recherches. 

» Peut-être  encore  serait-il  utile,  avant  d'aborder  sé- 
rieusement la  question  des  dix  points  d’une  surface  du  se- 
cond degré,  de  chercher  la  relation  générale  qui  a lieu 
entre  neuf  points  appartenant  à la  courbe  gauche  du  qua- 
trième ifeg  ré,  qui  est  l'intersection  de  deux  sut  faces  du  se- 
cond degré  quelconques?  Huit  points  dans  l’espace  déter- 
minent une  telle  courbe,  il  doit  donc  y avoir  une  relation 
constante  entre  ccs  huit  points  et  un  neuvième  pour  que 
ce  dernier  se  trouve  sur  la  courbe  que  déterminent  les  huit 
premiers. 

» Ou  bien  faut-il  encore  chercher  préalablement  la  re- 
lation qui  a lieu  entre  sept  points  de  la  courbe  gauche  du 
troisième  degré,  qui  est  l’intersection  de  deux  hvpei  boloïdes 
à une  nappe  qui  ont  une  génératrice  droite  commune  et 
qui  est  toujours  déterminée  par  six  points  pris  arbitraire- 
ment dans  l’espace?  Cette  question  n’ offre  pas  les  mêmes 
difficultés  que  les  autres,  et  nous  croyons  l'avoir  résolue. 

(Note  XXXIII.) 

» Peut-être,  enfin,  devrait-on,  au  lieu  de  prendre  pour 
original  et  pour  terme  de  comparaison  le  théorème  de 
Pascal,  faire  les  mêmes  essais  sur  l’un  des  antres  théorèmes 
qui  expriment  comme  lui  une  propriété  de  six  points 
d’une  conique,  et  qui  en  sont  des  conséquences  ou  de  sim- 
ples transformations,  comme  nous  l’avons  fait  voir  dans  la 


(*)  Kxnrtin  des  différentes  Méthodes ... , i8iS:  Problèmes,  p.  *,7*^>9* 
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Noie  XV.  Parmi  ces  théorèmes,  nous  avons  pensé  que  celui 
que  nous  avons  présenté  comme  expression  différente  de 
la  propriété  anharmonique  des  points  d’une  conique, 
pourrait,  au  moyen  de  trois  transversales  prises  arbitrai- 
rement dans  l'espace,  conduire  à la  relation  cherchée  de 
dix  points  d’une  surface  du  second  degré.  Xos  premiers 
efforts  ont  été  infructueux;  cependant  nous  fondons  encore 
quelque  espoir  sur  ce  même  théorème,  et  nous  désirons  que 
l’on  essaye  d’en  tirer  quelque  parti.  » [Aperçu  historique, 
p.  243  et  suiv.  ) 

384.  II  est  remarquable  que  dans  celle  analyse,  autre- 
ment si  complète,  des  diverses  formes  sous  lesqiiellcs  on 
peut  concevoir  le  théorème  analogue  à celui  de  Pascal,  il 
ne  soit  rien  dit  de  ses  applications.  On  pourrait  même 
croire,  si  l’on  avait  moins  égard  à l’ensemble  qu’au  pas- 
sage où  se  fait  cet  ingénieux  rapprochement  du  tétraèdre  et 
du  triangle,  que  la  question  est  beaucoup  moins  d’une  ana- 
logie réelle  que  d une  analogie  apparente  où  l’on  cherche- 
rait à suppléer  par  la  similitude  des  mots  aux  différences  des 
choses.  L’objet  essentiel  du  théorème  de  Pascal,  ou  de  tout 
autre  théorème capablcdu  même  rôle,  ne  serait-il  pasdesub- 
ordonner  d’abord  la  situation  de  six  points  sur  une  même 
conique  à la  situation,  sur  une  même  ligne  droite,  de  trois 
autres  points  déduits  linéairement  des  premiers  ; et  si  cet 
objet  peut  être  rempli  de  plusieurs  manières  différentes, 
de  choisir  ensuite  entre  toutes  celle  qui  se  prête  le  mieux 
aux  applications,  et  qui  est  d’ailleurs  celle  de  Pascal?  Bien 
qu’elles  uous  soient  encore  inconnues,  les  propriétés  géné- 
rales «les  courbes  de  degré  supérieur  se  peuvent  concevoir 
de  la  même  manière,  et  ce  serait  encore  transporter  ce 
théorème  aux  courbes  du  troisième  ordre  que  de  subor- 
donner la  situation  de  dix  points  sur  une  telle  courbe  à 
la  situation,  sur  une  même  conique,  de  six  autres  points 
déduits  des  premiers.  De  même  encore  pour  les  surfaces. 
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Mais  ou  n'aurail  pas  l’analogue  du  ce  théorème  dans  une 
proposition  qui  ferait  dépendre  la  situation  de  dix  points 
sur  une  même  surface  du  second  ordrp,  de  la  situation, 
sur  un  même  plan,  de  quatre  points  déduits  des  premiers,  si 
cette  proposition  ne  se  prêtait  en  outre  à de  semblables  ap- 
plications. C’est  d’ailleurs  une  de  ces  analogies  incomplètes 
que  l’on  rencontre  d’abord,  au  moins  quand  on  prend  ponr 
type  le  théorème  de  Pascal  ; car  si  l’on  peut  déduire,  de  dix 
poiuls  situés  sur  une  surface  du  secoud  ordre,  un  groupe 
de  quatre  points  situés  sur  un  même  plan,  le  mode  de  déduc- 
tion qui  se  présente  le  plus  naturellement  est  tel  qu'il  se 
refuse  à toute  application. 

Heureusement,  le  choix  de  ce  théorème  comme  type  de 
cette  propriété  de  dix  points  que  l’on  cherche,  n'est  pas 
obligé.  L’Une  quelconque  des  propriétés  générales  de  six 
points  d’une  conique  peut  être  prise,  au  même  litre,  pour 
terme  de  comparaison.  Et  si  l'on  choisit,  en  particulier, 
le  théorème  de  Desargues,  on  ironie  enfin,  comme  nous 
l’allons  voir,  celte  première  analogie  véritable  qui  n'est 
pas  seulement  à la  surface,  mais  au  fond  même  des  choses 
et  dans  leurs  applications. 

385.  TnÉORf.ME  de  Dcsarci'Er. 

Considérons  six  |>oinU 

■r. y.  P,.  P,.  P,.  P,  = o 

d’une  conique,— l’identité  { n°  129, 
p.  i3a) 

à laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à une  droite  indéterminée, 

— et  la  conique  évanouissante  re- 
présentée par  l’une  ou  l'autre  des 


Ta£ORt.SC  ANALOCEE  A ‘ U. I l 
DE  DESARMEES. 

Considérons  dix  points  d'une 
surface  du  second  ordre  : les  six 
premiers,  P,,...,  P,,,  quelconques; 
les  quatre  autres  r,  jr,  z,  t si- 
tués sur  un  meme  plan  ; — l’iden- 
tité {n“ 129) 

a.  r’  -+-  éyJ-f-  ci1  + t/l' 


à laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à un  plan  indéterminé,  — 
et  la  surface  évanouissante  repré- 
sentée par  l’une  ou  l’autre  des 
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équations  tangentiellcs 
( 1 1 nx‘  -4-  br1  = o, 

(■')  V‘>,p;  = o. 

Æam  i 

Il  résulte  d'abord  de  lequa- 
lion  (i)  cl  du  nombre  des  points 
de  référence  .r , y qui  y figu- 
renl,  que  cette  conique  so  réduit 
à un  système  île  rlcux  points, 
réels  ou  imaginaires,  situés  sur 
la  droite  xy  qui  réunit  les  points 
de  référence  et  harmoniquement 
conjugués  par  rapport  à ces  points 

=7> 


Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l’équation  (i')  que  cette  co- 
nique évanouissante,  ou  le  système 
de  deux  points  auxquels  elle  se  ré- 
duit, est  conjugué  au  quadrangle 
P,... P,  déterminé  par  les  quatre 
derniers  points;  de  telle  manière 
que  les  côtés  opposés  de  ce  qua- 
drangle,  ou  les  traces  de  ces  côtés 
sur  la  droite  xy,  soient  conjuguées 
deux  à deux  par  rapport  aux  deux 
points  du  système. 

On  peut  donc  énoncer  ce  théo- 
rème (J>g-  85). 

Fig. 


équations  langentielles 
( ■ ) nx1  -t-  by1  4-  cy  -+-  <!l 7 — o, 


(•') 


S 


>.  P)  =:  O. 


Il  résulte  d'abord  de  l'équa- 
tion (■)  et  de  la  situation  en  un 
môme  plan  des  quatre  points  de 
référence  x,  y,  z,  t , que  cette 
surface  se  réduit  à une  conique 
située  dans  le  plan  de  ces  points 
et  conjuguée  au  quadrangle  xyzt 
qu'ils  déterminent  : de  telle  ma- 
nière que  deux  côtés  opposésquel- 
conques  de  ce  quadrangle  soient 
conjugués  par  rapport  à celte  co- 
nique. 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  ( i ')  que  cette  courbe 
est  également  conjuguée  n l’oc- 
taèdre P, . . .P,  déterminé  par  les 
six  derniers  points;  de  telle  ma- 
nière que  les  faces  opj>osées  de 
l'octaèdre,  ou  les  traces  des  plans 
de  ces  faces  sur  le  plan  de  lu 
courbe  soient  conjuguées  deux  à 
deux  par  rapport  à celle-ci. 


On  peut  donc  énoncer  ce  théo- 
rème [fig-  85). 

85. 


£ y 

* • AN 


l tir  conte  xy  et  un  quadrda-  | Un  quadrangle  plan  xyzt  et  un 
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tère  aba'b'  étant  inscrits  à une 
conique , les  extrémités  de  cette 
corde  et  ses  traces  sur  les  côtés 
opposés  i/c  ce  quadrilatère  font 
trois  couples  de  points  conjugués 
/>ar  rapport  à une  même  ellipse 
évanouissante  qui  se  réduit  à un 
système  de  deux  points  situés  sur 
la  corde  donnée. 


octaèdre  abca'b/c’  étant  inscrits 
il  une  surface  du  second  ordre, 
les  deux  couples  île  côtés  opposés 
de  ce  quadmnglc  et  les  traces  de 
son  /dan  sur  les  faces  opposées  de 
eet  octaèdre  font  six  couples  de 
droites  conjuguées  par  rapport  à 
un  même  ellipsoïde  évanouissant 
qui  se  réduit  il  une  conique  située 
dans  te  plan  du  quadranglc  donné. 


386.  Autre  démonstration . — L'interprétation  de  cer- 
taines identités  antérieures,  associée  à un  emploi  conve- 
nable de  l'équation 


(>) 


\ >,P,Q,  = o 

Ld\ 


des  surfaces  du  second  ordre  passant  par  six  points  donnés, 
ou  circonscrites  à l’un  des  octaèdres 


Pi-Qi-  X P.  Qi  X P, . Q , X P, • Q * — o 

qu’ils  déterminent,  fournit  une  seconde  démonstration  du 
théorème  précédent. 

Coupons,  en  effet,  la  surface  (i)  par  un  plan  quel- 
conque 

(2)  H “ o, 

et  soient 

(3)  X.Z^o,  Y.T^o 

les  côtés  opposés  d’un  quadrilatère  inscrit  dans  la  courbe 
résultante.  Si 

(4)  P’,  Q',.  - • P',  et  Q', 

désignent  les  traces  du  plan  considéré  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l’octaèdre,  la  courbe  [(t);  (2)]  pourra  être  repré- 
sentée, dans  son  propre  plan  R = o,  par  l’une  ou  l’autre 
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des  équations  équivalentes 

(3')  XZ+YT  = o, 

(4')  VV,  Q',  =o. 

W I 

Or  l’équî valence  de  ces  équations  entraîne  l’identité 
XZ  -I-  Y T + Vi,  P',  Q',  s o ; 

et  celle-ci  (n°  157,  p.  160)  la  conclusion  que/rs  fieux  cou- 
ples formées  des  côtés  opposés  du  quadrangle  inscrit  que. 
l'on  considère,  et  les  quatre  qui  résultent  des  traces  de 
son  plan  sur  les  faces  opposées  de  l'octaèdre  font  six 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à une  même 
conique  : ce  qui  est  le  théorème  précédent. 

387.  Application.  — Étant  donnés  neuf  points  d'une 
surface  du  second  ordre,  on  peut  déduire  de  ce  théorème 
la  construction  par  points  de  la  section  déterminée  dans  la 
surface  par  le  plan  xyz  de  trois  d’entre  eux;  la  tangente 
de  cette  section,  le  plan  tangent  en  l’un  de  ces  points 
et,  par  suite,  tous  les  éléments  principaux  de  la  surface. 

i).  Que  l’on  mène  effectivement  ( jig . 86),  par  le  point 
donné  z,  et  dans  le  plan  xyz,  une  droite  quelconque  zf  ; 
il  s’agit  d'obtenir  le  second  point  de  rencontre  t de  cette 

Fig.  86. 

Qi 

* 

! <' 

\ ~~t  A' 

P” 

r, 

droite  et  de  la  surface;  on  de  construire  le  quatrième  côté 
du  quadrangle  inscrit  xyzt,  ou  A. B.  A'. G7. 

D’après  le  théorème  précédent,  les  quatre  couples  de 


* / 
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droites 

P,.Q,,  Pi-Qjt  Pi-Qn  P«  ■ Q« 

qui  résultent  des  traces,  sur  le  plan  xyz , des  faces  oppo- 
sées de  l’octaèdre  défini  par  les  six  autres  points  donnés,  et 
les  deux  couples 

jry  et  z(,  ou  A et  A’,  ji  et  xl,  ou  B et  B', 

formées  des  côtés  opposés  du  quadranglc  xyzt , font  six 
couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à une  même  co- 
nique. Si  l’on  construit  dès  lors 

le  pôle  p «lu  côté  B, 

par  rapport  à la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de 
droites 

P.  Q P.-Q.i  A. A'; 

on  aura,  dans  la  droite  indéfinie, 

px , ou  ix,  ou  B', 

menée  de  ce  pôle  au  point  x,  le  quatrième  côté  du  qua- 
di  angle;  et,  dans  la  trace  de  cette  droite  sur  le  côté  précé- 
dent A',  le  point  t qu’il  s’agissait  d’obtenir. 

a.)  Si  l’on  conçoit  que  le  point  t se  rapproche  indéfini- 
ment du  point  x,  la  commune  direction  des  droites  xt  ou  xp 
sera  remplacée,  à la  limite,  par  la  tangente  de  la  section 
en  ce  point.  On  obtiendra  donc  cette  tangente  en  substi- 
tuant, à cette  transversale  zt , que  l’on  menait  tout  à l’heure 
arbitrairement  par  le  point  z , la  corde  zx  elle-même,  et 
réunissant  au  point  x le  pôle  p'  du  côté yz  par  rapport  à 
la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites 

P|  - Q. , ■ • • , P«.Q«,  xy  cl  IX. 

3).  Soient  enfin  1, 2,...  9 les  points  qui  définissent  une 
surface  du  second  ordre.  Le  plan  mené  suivant  les  tan- 
gentes, au  point  1,  de  chacune  des  sections  123,  121, 
sera  tangent  à la  surface  en  ce  point.  On  pourra  donc  ob- 
tenir successivement  la  section  123,  le  cône  circonscrit  à 
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la  surface  suivant  cette  section,  le  diamètre  aboutissant  au 
sommet  de  ce  cône,  le  centre  et  trois  diamètres  conjugués 
de  la  surface. 


Remarque.  — Le  pôle  de  la  droite  B,  par  rapport  à la 
conique  conjuguée  aux  cinq  couples 

P,  Q,,...,  P,  Q„  AA', 

se  trouve  au  point  de  concours  de  toutes  les  droites  B'  = o 
définies  par  l’identité  générale 


V*,P,.Q,  + a.A.A'=B.B'; 

ou  seulement  au  point  de  concours  des  droites  B"  et  B , 
que  définissent  les  identités  particulières 


y 


-i-  a.AA'sB.  B* 


et  sur  la  construction  desquelles  nous  aurons  à revenir. 


388.  Six  points  situes  sur  une 
conique  étant  séparés  (Curie  ma- 
nière quelconque  en  deux  groupes 
égaux , 1rs  points  de  charpie  groupe 
déterminent  les  sommets  de  deux 
triangles  respectivement  conju- 
gués à une  deuxième  conique. 


Réc  i p roi  i uem  en  t , les  sommets 
de  deux  triangles  respectivement 
conjugués  à une  première  conique 
font  six  points  dyune  seconde  co- 
nique (Hbsse). 

Les  six  points  considérés  dans 


i Dix  jioints  d'une  meme  surface 
| du  second  ordre  étant  séparés  en 
\ deux  groupes  égaux , les  points 
de  chaque  groupe  déterminent  les 
j sommets  de  deux  pentagones  gau- 
\ elles  respectivement  conjugués  à 
! une  deuxième  surface  du  second 
t ordre. 

Et  si  l'on  sépare  ces  dix  mêmes 
points  en  dette  groupes  inégaux 
composés , l'un  de  quatre  points , 
r autre  de  six  : le  tétraèdre  et 
i octaèdre  y ayant  pour  sommets 
les  points  de  chaque  groupe , sont 
respectivement  conjugués  à une 
autre  surface  du  second  ortlre. 

Réciproquement,  etc. 

I 

i 


Les  dix  points  considérés  dans  la 


REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  PASCAL.  /f/fo 


la  proposiliondirectedonnent  lieu, 
on  effet,  à l'identité 


('•) 

VV;-o, 
1 1 ’ 

et  celle-ci  aux  équation: 
lentes 

;>) 

ou 

(•') 

VV:-o. 

AM.  ‘ 

Dans  la  proposition  réciproque, 
les  équations  (il  et  (i '},  données 
comme  équivalentes,  entraînent 
l'identité  (/)  ; et  cette  dernière, 
la  situation,  sur  une  môme  co- 
nique, des  six  points  considérés. 


proposition  directe  donnent  lieu, 
en  effet,  à l’identité  tangenlielle 


et  celle-ci  à ces  deux  groupes 
d'équations  équivalentes  : 

(o  2^Pî=o* 

ou 

10  = 

(*)  V),pï  = „ 

ou 

<*')  2"i‘Pî=o’ 

Dans  la  proposition  réciproque, 
les  équations  (i)  et  ( i'),  ou  (2)  et 
(2'),  données  comme  équivalentes, 
entraînent  l’identité  (/);  et  cette 
dernière,  la  situation,  sur  une 
même  surface  du  second  ordre, 
des  dix  points  considérés. 


389.  Remarque.  — En  établissant  la  séparation  de  dix 
points  d’une  surface  du  second  ordre  en  deux  groupes  de 
points  harmoniquement  conjugués  par  rapport  à une  autre 
surface  du  même  ordre,  le  théorème  précédent  permettra 
peut-être  d’appliquer,  à la  recherche  de  la  propriété  des 
dix  points  qui  doit  correspondre  au  théorème  de  Pascal,  les 
ressources  de  celle  théorie  des  pôles  et  polaires  d’où  l’on  a 
tiré  déjà  tant  de  propositions  descriptives  du  même  ordre 
que  celle  dont  il  s’agit.  C’est  là,  vraisemblablement,  qu’est 
le  nœud  de  la  question;  et  il  n’est  pas  impossible  qu’elle  ne 
dépende  plus  cjue  d’un  heureux  emploi  de  celte  théorie. 
C’est  du  moins  ce  que  semble  indiquer  la  transformation, 
déjà  réalisée  par  M.  Hesse,  du  théorème  plan  analogue 
dans  celui  de  Pascal,  et  que  voici  : 
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Soient  ( Jig . 87)  n,  b,  c,  a',  b\  c'  six  points  d’une  pre- 
mière conique,  lesquels,  séparés  en  deux  groupes  égaux, 

Fig.  87. 

p ir>  _n 

\ 

. \ c '* 

y ■ "!  x 

\ ' ' v \ 


1 

; / 

. I / 

\ V' 

' 1 ■ 

A 

c' 

donnent  naissance  aux  triangles 

nbc,  n'  b'  c' . 

Nous  savons,  pur  l’un  des  théorèmes  précédents,  que  ces 
triangles  sont  respectivement  conjugués  à une  deuxième 
conique  S/.  I.es  points 

m — ab  a' b',  n — bc  b' c' 

représentent  donc,  par  rapport  à une  seconde  coniqueS', 
les  pôles  respectifs  des  droites 

< rc' , u«'; 

et,  la  droite  mu,  qui  les  réunit,  la  polaire  du  point  île 
concours  de  ces  droites, 

<7  = ce'  an' , 

ou  la  polaire  du  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés 
du  quadrilatère  ua'cc'.  Or  les  sommets  opposés 

a et  c,  a'  et  c' 

de  ce  quadrilatère  étant  conjugués  deux  à deux  relalive- 


/ 
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meut  à la  courbe  S',  il  en  est  de  même  des  points  de 
concours 

q — an’  ce  , V “ en'  ne' 

de  ses  côtés  opposés.  La  polaire  de  chacun  de  ces  points  q 
ou  p passe  par  l'autre,  et  la  polaire  du  point  «y,  qui  con- 
tient déjà  les  points  m et  11,  contient  aussi  le  point  p.  Les 
trois  points 

ni  — a b à b' , n~-.be  b'c',  p = eu'  c'a 

se  trouvent  doue  en  ligne  droite  : et  l’on  voit  qu’ils  lie  sont 
autres  que  le3  points  de  concours  des  côtés  opposés  de 
l'hexagone  abca' b'c' , inscrit  à la  conique  primitive  S. 

390.  Le  théorème  de  Desargues,  comme  ou  l’a  vu  déjà, 
suppose  la  séparation  préalable  des  six  points  que  l'on  y 
considère  en  deux  groupes  composés  l’un  de  quatre  points, 
l’autre  de  deux;  mais,  une  fois  effectuée  cette  séparation. 
V ordre  de  succession  des  points  de  chaque  groupe  demeure 
indifférent;  il  n’en  est  question  ni  dans  l’énoncé  ni  dans 
la  démonstration,  et  tout  se  passe  symétriquement  pat- 
rapport  à tous  les  points  d’un  même  groupe.  Cette  symétrie 
absolue  se  retrouve  d'ailleurs  dans  chacune  des  équations 


résultant  de  l’identité  à laquelle  donnent  lieu  les  six  points 
considérés;  et  c’est  pourquoi  le  théorème  de  Desargues  se 
lit  si  aisément  dans  celte  identité.  Il  n’en  est  pas  tout  à 
fait  ainsi  du  théorème  de  Pascal;  et  comme  les  six  points 
que  l’on  y considère  se  succèdent  dans  un  ordre  déterminé, 
il  faudra,  pour  le  déduire  de  l’identité  fondamentale,  dé- 
faire d’abord  la  symétrie  absolue  de  celte  dernière  par  rap- 
port aux  six  points  du  système  pour  ne  laisser  apparaitre  à 
la  fin  que  cette  symétrie  relative  que  présentent  les  som- 
mets d’un  hexagone.  Delà  quelque  chose  d’artificiel  dont 
il  parait  difficile  de  débarrasser  la  démonstration,  et  qu’elle 
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n'aurait  pas  cependant  si  elle  était  placée  sur  son  véritable 
. chemin.  Ce  chemin  véritable  ne  serait  il  pas  ici  de  ne  pas 
sortir  dit  la  symétrie,  et,  conservant  l’identité  fondamentale 


sous  sa  forme  naturelle,  de  montrer  seulement  que  s'il 
existe  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  carrés 
îles  distances  des  sommets  d un  hexagone  à une  droite 
quelconque,  il  existe  aussi  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  les  premières  puissances  des  distances,  à une 
droite  quelconque,  des  trois  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  cet  hexagone  ? Ce  qui  serait,  au  fond,  le  théo- 
rème de  Pascal. 

Mais,  à défaut  d'une  démonstration  aussi  parfaite,  ce 
théorème  résulte  encore  si  naturellement  de  notre  identité 
qu’il  suflit  d’écrire  celle-ci  jusqu'au  bout  pour  le  faire  ap- 
paraître. Si  l’on  prend,  en  effet,  pour  points  de  référence, 
'les  sommets  oc. (3. y =r  o du  triangle  déterminé  par  les  côtés 
pairs  ou  impairs,  de  l'hexagone  I 23456  { fig.  88),  les 


FiE.  88. 

.1 


t; 

Vf 

i 


équations  des  sommets  successifs  de  celui-ei  pourront 
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THÉORÈME  DE  CARNOT. 

s’écrire,  conformément  aux  indications  de  la  figure, 

Pi  = a — m,  p = o,  P,  = a — /#»,  p = o, 

Pj  = P — "h  7 = o,  P«  =s  p — m,  7=0, 

P,  s 7 — m,  a =:  o,  P,  = 7 — a = o ; 

et  telles  seront  aussi,  abstraction  faite  de  six  coefficients 
numériques  que. l’on  peut  négliger,  les  distances  de  ces 
sommets  à une  droite  quelconque,  en  fonction  des  distances 
a,  (3,  y des  points  de  référence  à la  meme  droite.  Or  ces 
diverses  valeurs  étant  substituées  dans  l'identité  caracté- 
ristique^ ^,PJ  = o,  l'élimination  des  multiplicateurs 

Xe  entre  les  six  équations  obtenues  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  termes  en  a*,  (3*,  y*,  a/3,  (3y,  ya, 
conduit  à la  formule 

m, m, ni,  = î : 

c’est  la  relation  segmentaire  que  l'on  doit  à Carnot  ( Géo- 
métrie de  position , p.  4^7)*  et  c'est  aussi  le  théorème 
de  Pascal.  Les  équations  des  points  de  concours  a'.  (3',  y' 
des  côtés  opposés  de  l’hexagone  1 . . .6.  ou  P, . . .P,  = o, 
sont  effectivement 


(«') 

mem,fi  = 7, 

(?') 

m i "'j  7 = a. 

(/) 

m,  1)1,*  = $ ; 

et  leur  produit,  membre  à membre,  se  réduit  à l’égalité 
m , m,  /h,  m , m , m,  = l . 

391.  Mais,  sans  recourir  au  calcul  et  en  renonçant  au 
bénéfice  des  réductions  qu’il  amène  quelquefois,  on  peut 
encore,  par  la  seule  interprétation  de  nos  identités,  ob- 
tenir une  propriété  descriptive  de  six  points  d une  co- 
nique, susceptible  d’ètre  transportée,  à peu  près  dans  les 
mêmes  termes,  à un  groupe  quelconque  de  huit  points 

29 
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associés.  On  a,  en  effet,  les  théorèmes  suivants  : 


Les  //oints  centraux  tirs  trois  j 
divisions  en  invnlutinn  détermi- 
nées, sur  les  côtés  //airs  (ou  im- 
pairs) d'un  hexagone  inscrit  à une 
conique.,  par  les  traces  de  chacun 
tic  ces  côtés  sur  les  côtés  opposés 
du  quadrilatère  ayant  pour  som- 
mets les  quatre  sommets  restants 
de  l'hexagone,  font  toujours  trois 
points  en  ligne  droite. 

Car  si  l’on  pose 

Â,P|4->.,P;  sa  A.  A', 
^Pï+X.Pj  - B. B', 

\PJ  -t-  \PJ  «■  C.C', 

el  que  l’on  substilue  ces  valeurs 
dans  l’identité  fondamentale 

>,P;4-...  + >,PJ  = o, 
elle  devient 

A.A'  + B.B'-fC.C'so, 
ou  encore 

A.A’  + B.B'bC.C'. 

Il  résulte  de  cette  dernière  iden- 
tité que  les  segments  rectilignes 

ÂÀ',  BB',  CC'  forment  les  trois 
diagonales  d’un  même  quadrila- 
tère complet  ÀBÀ'B'.  Les  points- 
milieux  de  ces  segments,  ou  de 
ces  diagonales  se  trouvent  donc 
en  ligne  droite.  Or  il  est  aisé  do 
reconnaître,  dans  les  extrémités 
de  ces  segments,  les  //oints  dou- 
bles; dans  leurs  points-milieux, 
les  //oints  centraux  des  trois  di- 


Les  points  centraux  des  quatre 
divisions  en  involulion  détermi- 
nées, sur  tes  côtés  pairs  ( ou  im- 
pairs) d'un  octogone  gauche  formé 
tic  huit  //oints  associés,  par  tes 
traces  de  chtyttn  de  ces  côtés  sur 
les  faces  opposées  de  l'octaèdre 
ayant  pour  sommets  les  six  som- 
mets restants  de  l’octogone,  font 
toujours  quatre  //oints  situés  sur 
un  même  plan. 

Car  si  l’on  pose 

i,P;  + À,P*sA.A\ 

>,PJ  + — B. B', 

\Pj  +\PÎ  ^ C.C', 

>,p;  + *,p;  «d.d\ 

et  que  l’on  substitue  ces  valeurs 
dans  l’identité  (n°279) 

X.PJ + =o, 

elle  devient 

A . A'  -f-  B . B’ -f-  C.C'-I-  D.D  s o, 
ou  encore 

A.A'  + B.B'sC.C'  + D.D'. 

Il  résulte  de  celte  identité  que 
les  segments  rectilignes  AA'  et 
BB',  CC'  et  DD'  forment  les  dia- 
gonales de  deux  quadrilatères  gau- 
ches ÀBÀ'B',  CDC'D'  dont  les  cô- 
tés font  huit  génératrices  rectili- 
gnes d’un  même  hyperboloïde.  Le 
centre  do  cet  hyperboloïde  ap- 
partient donc  i la  médiane  de 
chacun  de  ces  quadrilatères;  ces 
médianes  se  rencontrent,  et  les 
points-milieux  des  quatre  diago- 
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visions  on  involution  définies  dans 
l'énoncé. 


On  peut  ajouter  que  les  circon- 
férences décrites  sur  ers  trois 
segments,  comme  diamètres , ont 
un  meme  axe  radical  ( n°  233, 
p.  a63). 


45  I 

nales  AA',  BB',  CC',  DD'  tombent 
dans  un  même  plan.  Or  il  est  aisé 
do  reconnaître,  dans  les  extrémi- 
tés de  ces  segments,  les  /niais 
doubles;  dans  leurs  points-milieux, 
les  points  centraux  des  quatre  di- 
visions en  involution  définipsdans 
l’énoncé. 

On  peut  ajouter  que  les  sphères 
décrites  sur  ces  t/untre  segments , 
comme  diamètres,  ont  an  même 
axe  radical  (n°  108.  p.  10a). 


§ II.  — Propriétés  de  six  tangentes  d’une  conique; 
de  dix  plans  tangents  d'un  ellipsoïde. 

392.  Il  nous  reste  enfin  à déduire  de  nos  identités  le 
théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues  et  la  propriété 
correspondante  des  surfaces  du  second  ordre. 


Soient,  à cet  effet, 

P,P1PJP,XY  = o 

six  tangentes  d’une  conique.  Écri- 
vons l’identité  (n°  120,  p.  i3'i) 

oX,  + iY,  + V),P;=.o 


à laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à un  point  quelconque,  et 
considérons  l’hyperbole  évanouis- 
sante représentée  par  l’une  ou 
l’autre  des  équations 

(1)  oX1  -+-  JY1  = o, 

(.')  y\p;  = o. 

I 


| Soient,  à cet  effet, 

P,. . .P,.X.Y’.Z.T  = o 

! dix  plans  tangents  d’un  ellipsoïde, 

I les  six  premiers  quelconques  et 
j les  r/uatre  autres  concourant  en  un 
meme  point.  Écrivons  l’identité 

«X5  -+-  bV  -t-  rZ’  -t-  dV 

+y\pî-° 

à laquelle  donnent  lieu  leurs  dis- 
tances à un  point  quelconque,  et 
considérons  l’hyperboloïde  éva- 
nouissant représenté  par  l’une  ou 
1 l’autre  des  équations 

I (1)  «X*  + A Y’  -f-  c Z + rf  T1  = o, 

; («')  yV;=°- 

1 *m\ 

29. 
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I!  résulte  d'abord,  de  l’équa- 
tion (i)  et  du  nombre  des  axes 
de  référence  qui  y figurent,  que 
cette  conique  se  réduit  à un  sys- 
tème de  deux  droites,  réelles  ou 
imaginaires,  se  croisant  au  point 
de  concours  des  axes  de  référence 
etharmoniquementconjuguéespar 
rapport  à ces  axes. 


Mais  il  résulte  aussi  do  la  forme 
de  l'équation  (i’)t  que  cette  co- 
nique évanouissante,  ou  le  système 
de  deux  droites  auxquelles  elle  se 
réduit,  est  conjugué  au  quadrila- 
tère P, . . .P,  formé  des  quatre  der- 
nières tangentes;  de  telle  manière 
que  les  sommets  opposés  de  ce 
quadrilatère  soient  deux  à deux 
conjugués  par  rapport  au  système 
de  ces  droites.  On  a donc  ce  théo- 
rème (/g.  89)  : 


Il  résulte  d’abord,  de  l'équa- 
tion (1)  et  de  la  collinéation  des 
quatre  plans  de  référence  x,y,  z,t, 
que  cette  surface  se  réduit  à un 
cône  ayant  pour  sommet  le  point 
de  concours  do  ces  plans  et  con- 
jugué à l’angle  solide  tétraèdre 
qu'ils  déterminent,  de  telle  ma- 
nière que  deux  arêtes  opposées 
quelconques  do  cet  angle  solide 
soient  conjuguées  relativement  à 
ce  cône. 

Mais  il  résulte  aussi  de  la  forme 
de  l'équation  (1'),  que  cette  sur- 
face, ou  le  cône  auquel  elle  se  ré- 
duit, est  conjugué  à l'hexaèdre 
P,... P,  formé  des  six  derniers 
plans;  de  telle  manière  que  les 
sommets  opposés  de  cet  hexaèdre 
soient  deux  à deux  conjugués  par 
rapport  à ce  cône.  On  a donc  ce 
théorème  [Jxg.  89)  : 


Fie-  89. 


n 


t; 


Un  quadrilatère  et  un  angle 
étant  circonscrits  à une  conique , 
tes  eûtes  de  cet  angle  et  les  deux 
couples  de  rayons  menés,  de  son 
sommet,  aux  sommets  opposés  de 
ce  quadrilatère,  font  trois  couples 


\ 


Un  hexaèdre  cl  un  angle  solide 
tétraèdre  étant  circonscrits  à une 
surface  du  second  ordre,  les  arêtes 
opposées  de  cet  angle  solide  et  les 
quatre  couples  tic  rayons  menés, 
de  son  sommet,  aux  sommets  o/>- 
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de  droites  conjuguées  pur  rap/sort 
à iwe  meme  hyperbole  évanouis- 
sante qui  se  réduit  à un  système 
de  dette  droites  issues  du  sommet 
de  l'angle  considéré. 


/>osrs  île  cet  hexaèdre,  font  six  cou- 
ples de  rlroites  conjuguées  jsarrajs- 
/nrt  à un  même  hyperbnloïde  éva- 
nouissant  qui  se  réduit  à un  cône 
tlu  second  on/re,  de  même  sommet 
que  l'angle  solide  considéré. 


393.  Application.  — Étant  donnés  neuf  plans  tan- 
gents d'une  surface  du  second  ordre  on  peut  déduire , de 
ce  théorème,  la  construction  d'un  dixième  plan  tangent  ; 
celle  du  point  de  contact  de  l'un  quelconque  des  pro- 
posés, et  tous  les  éléments  principaux  de  ta  surface. 

1).  Soient  P,,  P,,. . . P„,  X,  Y,  Z,  les  neuf  plans  don- 
nés et 

/'S 

T,  OU  .rot 

un  dixième  plan  que  nous  nous  proposons  de  mener  tan— 
genliellemcnt  à la  surface,  par  le  point  de  concours  o de 
trois  d’entre  eux,  X,  Y,  Z,  et  suivant  une  droite  ox,  con- 
duite à volonté  dans  1 un  de  ces  plans  X = x°y  [fs-  89)- 
Il  s’agit  d’obtenir  la  quatrième  arête  ot  de  l’angle  solide 
tétraèdre 

X.Y.Z.T  ou  ( o.xyzt ). 

Or  les  arêtes  opposées  de  cet  angle  solide  et  les  rayons 
menés,  de  son  sommet  o,  aux  sommets  opposés  1, 1';. ..  4,  4' 
de  l’hexaèdre  P, ...  P,  déterminé  par  les  six  premiers 
plans,  font  six  couples 

(U)  ol,  ol';. ..;  ok,  oh.';  ox  et  01,  oy  et  ot 
de  droites  conjuguées  par  rapport  à un  même  cône  du  se- 
cond ordre.  L’arête  inconnue  ot  appartiendra  donc  simul- 
tanément au  plan  donné  tox,  et  au  plan  polaire,’  que  l'on 
sait  construire,  de  l’arête  opposée  oj,  par  rapport  à un 
cône  défini  par  cinq  couples  de  droites  conjuguées. 

a).  Pour  le  second  problème,  et  si  l’on  suppose  que  le 
contact  du  plan  Z,  ou  xoz,  et  de  la  surface,  se  produise 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XIII. 


454 

en  quelque  point  de  la  droite  inconnue  ot  ( Jig . 90),  011 
verra  que  l'on  peut  regarder  encore  les  droites 

ox  et  01,  oy  et  ot 

comme  les  arêtes  opposées  d’un  angle  solide  tétraèdre  cir- 
conscrit à la  surface  et  présentant  d’ailleurs  cette  particu- 
larité que  les  plans  de  deux  de  ses  faces  consécutives  ( zot 
et  lox)  se  confondent. 

Fin-  90. 


O 


I 


" On  aura  donc  encore,  dans  le  système 
(R)  ITÏ,  ; . . . ; ^4,  oV  ; ox  et  oz,  or  et  ot, 

six  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à un  même 
cône  du  second  ordre;  et,  dans  la  trace  sur  le  plan  zox  du 
plan  polaire  de  l’arête  oy  par  rapport  à ce  cône,  l’arête  de 
contact  ot  du  plan  Z,  ou  zox  : c’est-à-dire  une  première 
droite  issue  du  point  X.Y  .Z  et  renfermant  le  point  de 
contact  t du  plan  Z et  de  la  surface.  Or  les  mômes  construc- 
tions, recommencées  après  1 échange  des  plans  P,  et  X 1 un 
dans  l’autre,  fourniraient  de  même  une  seconde  droite 
issue  du  point  P,.Y.Z  cl  contenant  encore  le  point  cherché. 

Observation . — Une  conique  étant  définie  par  cinq 
couples  dç  points  conjugués,  on  peut  construire  la  polaire 
d'un  point  quelconque  ]>ar  rapport  à celte  conique  : c est 
ce  que  l’on  verra  dans  le  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  XIV. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 


Sommaire.  — Des  courbes  de  l'ordre  n — 1 contenues  dans  une  forme  homo- 
gène du  n^me  degré,  et  de  quelques  problèmes  anterieurs.  — Des  quatre 
tangentes  communes  à toutes  les  coniques  conjuguées  à quatre  couples  de 
droites.  — Détermination  de  la  parabole  detinie  par  quatre  couples  de 
droites  conjuguées  et  du  pnraboloïde  conjugue  à huit  couples  de  plans, 
— Constructions  diverses  du  cercle  osculateur  d'une  conique  definie  par 
cinq  conditions.  — Théorèmes  et  problèmes  sur  les  surfaces  du  second 
ordre.  — Construction  du  neuvième  point  commun  à toutes  les  courbes 
du  troisième  ordre  menées  par  un  même  groupe  de  huit  points. 


§ I.  — Des  courbes  de  l'ordre  n — i contenues  dans  une 
forme  homogène  du  n‘tmI  degré. 

39 i.  O11  a vu  déjà  les  propriétés  les  plus  remarquables 
du  quadrilatère  et  du  pentagone  résulter  d’une  manière 
intuitive  de  la  réduction  au  premier  degré  de  l'une  des 

formes  quadratiques  ^ A,  P;  = o,  ^ X,  Pj  = o.  L’abais- 
sement de  certaines  formes  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré  au  degré  immédiatement  inférieur  semble  comporter 
aussi  de  nombreux  corollaires  géométriques,  mais  dont  le 
développement  exigerait  sans  doute  une  connaissance  plus 
approfondie  des  propriétés  des  courbes  d’ordres  supérieurs. 
Le  point  de  départ  de  la  méthode  serait  d’ailleurs  compris 
dans  le  principe  suivant  : toutes  les  courbes  d'ordre  n — i 
contenues  dans  l'équation  homogène  du  ri‘èm'  degré 

P» = o 

forment  un  faisceau.  En  particulier,  toutes  les  coniques 
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contenues  en  nombre  infini  dans  V équation 


se  coupent  suivant  un  même  groupe  de  quatre  points  ; et 
toutes  les  courbes  du  troisième  degré  contenues  dans 
/’  équation 


suivant  un  même  groupe  de  neuf  points. 

395.  Pour  donner  au  moins  une  application  de  ce  théo- 
rème, considérons  d’abord  cinq  droites  quelconques 
P,...P,  = o et  la  conique  déterminée  définie  par  l’équation 

oi  X‘'p,  = o: 

il  sera  facile  de  reconnaître  que  le  centre  de  cette  courbe 
coïncide  avec  le  centre  de  la  conique  inscrite  au  pentagone 
P,...P,  = o.  Si  l’on  forme,  en  effet,  les  équations  des 
diverses  coniques  contenant  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  à la  courbe  (i)  par  les  divers  points  du 
plan  de  la  figure;  on  trouve,  par  un  calcul  facile,  que 
toutes  ces  courbes  de  contact  sont  homothétiques  entre 
elles,  comme  à la  courbe  cherchée  (i);  et  l’on  reconnaît 
que  Y axe  radical  de  deux  quelconques  de  ces  courbes  passe 
premièrement  par  le  centre  de  la  conique  (i),  secondement 

par  le  point  de  concours  de  toutes  les  droites  ^ Pj  = o, 

ou  (n°  86)  par  le  centre  de  la  conique  inscrite  au  penta- 
gone P, . . . P,  = o.  Is-  centre  de  la  conique  dérivée  cubi- 
quement  de  cinq  droites  coïncide  donc  avec  le  centre  de 
la  conique  inscrite  au  pentagone  formé  de  ces  droites. 

396.  Si  l’on  considère,  en  second  lieu,  six  droites  quel- 
conques P, . . . P,  = o et  les  six  coniques  dérivées  de  cinq 
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quelconques  d'entre  elles. 


on  verra,  toutes  ces  courbes  appartenant  à un  même  fais- 
ceau (n°  394),  que  leurs  centres  font  six  points  d'une 
même  courbe  du  second  ordre,  lieu  géométrique  des  cen- 
tres des  coniques  menées  par  un  même  groupe  de  quatre 
points.  Et  si  l’on  a égard  à ce  que  l’on  vient  de  trouver 
touchant  la  position  du  centre  de  chacune  de  ces  courbes, 
on  aura  ce  théorème  : Les  centres  des  coniques  inscrites 
aux  divers  pentagones  que  l'on  peut  former  avec  six 
droites  quelconques  font  six  points  d'une  même  conique. 

397.  Il  résulte  enfin  du  calcul  indiqué  au  n°  395,  que 
la  conique  dérivée  de  cinq  droites  est  homothétique  à une 
autre,  laquelle  serait  conjuguée  au  triangle  formé  de  trois 
quelconques  d’entre  elles,  et  aurait  pour  centre  le  symé- 
trique du  point  de  concours  des  deux  droites  restantes  par 
rapport  au  centre  de  la  conique  inscrite.  Le  cas  où  la  co- 
nique dérivée  se  réduit  à un  cercle  donne  lieu  à ce  théo- 
rème : A' 1,2, ...  5 désignent  les  côtés  successifs  d'un 
premier  pentagone,  et  I',  2', . . . 5'  les  points  de  concours 
des  hauteurs  des  cinq  triangles  343,  451,. . .,  234  5 tous 
les  sommets  des  deux  pentagones  I 2.  . . 5 et  Y 2'. . . o' 
seront  symétriques  deux  à deux  par  rapport  au  centre  de 
la  conique  inscrite  au  premier,  aussitôt  que  deux  de  ces 
sommets  1 2 et  Y offriront  cette  symétrie. 


§ II.  — De  quelques  problèmes  plans  antérieurs 
et  de  leur  construction. 

398.  Le  Heu  des  pôles  d'une  droite  fixe  P = o,  par 
rapport  à toutes  les  coniques  conjuguées  à quatre  couples 
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données,  ou  la  droite  X = o que  définit  l'identité 


pl  dont  la  construction  a élé  supposée  plusieurs  fois  dans 
les  Chapitres  précédents,  peut  s’obtenir  à peu  de  frais  de 
cette  manière. 

L'identité  cjui  sert  de  définition  à la  droite  que  l'on 
cherche  donnant  lieu  aux  équations  équivalentes 

(i)  >i P, Q,  -+-  X,P,Q,=  o, 

(■')  *»PjQ>  -+-  LP«Q«  -t-  P.X  = o, 

les  traces,  sur  la  droite  donnée  P = o,  de  la  courbe  repré- 
sentée par  l’une  ou  l’autre  de  ces  équations,  sont  immé- 
diatement assignables;  car  elles  coïncident  avec  les  points 
de  commune  intersection  de  cette  droite  et  de  deux  co- 
niques 

(i)  LPiQ.  -+-  LP.Qi  — o, 

(a)  LPiQ.-t-LP.Q»  =o, 

respectivement  circonscrites  à deux  quadrilatères  donnés, 
et  que  détermine  entièrement  la  condition  que  deux  de 
leurs  points  de  rencontre  appartiennent  à une  droite  con- 
nue P=o.  Les  points  conjugués  communs  à deux  divi- 
sions en  involulion,  tracées  sur  celte  droite,  et  définies 
respectivement  par  deux  couples  de  points  coujugués,  nous 
fourniront  dès  lors  ces  deux  points  de  rencontre;  et  la 
courbe  (i)  se  trouvant  définie  par  six  de  ses  points,  il  en 
sera  de  même  de  la  courbe  identique  (i') . Or  si  l’on  désigne 
par  3,  4 etOlcs  sommets  des  angles  PSQ,,  P4Q4  et  PX; 
par  3',  4',  0'  les  points  de  concours  des  polaires  de  chacun 
de  ces  sommets  par  rapport  aux  deux  angles  restants,  on 
sait  que  la  courbe  ( i')  est  conjuguée  aux  trois  couples 
3 3',  44',  Ô(V  (u°  131,  p.  t56).  On  pourra  donc  déduire 
des  six  points  qui  définissent  la  courbe  (i')  la  polaire  du 
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point  3,  ou  Pj.Q,,  parrapport  à celle  tourbe  ; c’esl-à-dirc, 
un  premier  lieu  géométrique  du  poinl  conjugué  3',  lequel, 
appartenant  aussi  à la  polaire  de  ce  même  poinl  3 par 
rapport  à l'angle  PvQk,  se  trouve  déterminé.  Déterminant 
de  même  le  point  4',  on  aura,  dans  3 et  3',  4 et  4'  deux 
couples  de  points  harmoniquement  conjugués  par  rapport 
aux  côtés  de  l’angle  PX  ; et  l’on  pourra  déduire,  des  traces 
du  premier  côté  de  cet  angle  sur  chacun  des  segments  33', 
44',  les  traces  analogues  du  second  : ou  deux  points  dis- 
tincts de  la  droite  X que  l’on  voulait  construire.  On  irai  - 
terait  de  même  le  problème  corrélatif. 

Scolie.  — Une  conique  étant  définie  par  cinq  couples 
de  droites  conjuguées,  le  pôle  correspondant  d' une  droite 
quelconque  P = o est  au  point  de  concours  de  deux  droites 
que  l'on  sait  construire. 

399.  Corollaire  I.  — Toutes  les  droites  X = o qui 
satisfont,  en  nombre  injini,  à l'identité 

P,  Q.  4-  PX  = o 

passent  par  un  même  point  que  l'on  peut  déterminer  et 
qui  n'est  autre  que  le  pôle  de  la  droite  P = o par  rapport 
à la  conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites 

P.Qi  X. . .X  P.Q»  = o. 

400.  Corollaire  11.  — L'une  des  coniques  contenues 
dans  l'équation 

(l)  ^\p,Q,:=0 

étant  définie  par  la  donnée  complémentaire  de  deux  de 
ses  points,  on  peut  construire  cette  courbe  par  points  de 
la  manière  suivante  : 
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Désignons  par  P = o la  corde  qui  réunit  les  deux  points 
donnés  (Jig.  91)  ; par  P4  et  Q,  deux  transversales  indéfi- 
nies menées  par  chacun  de  ces  points;  enfin  par  X = o la 

Fig.  91. 


corde  qui  réunit  les  deux  dernières  traces  de  ces  transver- 
sales sur  la  courbe.  L’équation  de  celle-ci  pouvant  s’écrire 

(•')  1.P.Q.-+-  P.X  = o, 

et  les  deux  fornfes  équivalentes  (i),  (i7)  entrainant  l’iden- 
tité 

(a)  Y\p,Q, +P.X  = o; 

ou  saura  construire  (n°  398,  p.  4^7)  la  droite  X = o dé- 
finie par  celte  identité  : et  l’on  aura  deux  nouveaux  points 
de  la  courbe  dans  les  traces  de  cette  droite  sur  les  transver- 
sales P,  et  Q4. 

■iül . Corollaire  III.  — Lune  des  coniques  contenues 
dans  /'équation 


étant  définie  parla  donnée  complémentaire  de  trois  de 
scs  points  b,  c,  on  peut  encore  construire  celte  courbe 
par  points. 

Menons,  en  effet,  par  l’un  des  points  donnés  c,  une 
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transversale  ex,  ou  Q,  = o (J'g-  92)  ; et  soit  x le  second 
point  de  rencontre  de  cette  transversale  et  de  la  courbe. 

Fig.  91. 


a 


6*- T-  'c 


L’équation  de  cette  dernière,  rapportée  aux  côtés 
nb,  br,  ex,  ax,  ou  P,  PQ,  X = o , 
du  quadrilatère  inscrit  résultant,  pourra  s’écrire 
(«')  . X.P»Q,  + PX=o; 

et  comme  les  formes  équivalentes  (i),  (i')  entraînent 
l’identité 

(2)  ^M.P.Q,  + PX  = o, 

un  problème  déjà  résolu  (nn  399)  permettra  d’obtenir  le 
point  d’intersection  £ de  toutes  les  droites  X qui  satisfont 
à cette  identité;  et  le  quatrième  côté  du  quadrilatère  inscrit 
abex  sera  connu  par  deux  de  ses  points  a et  Jj. 

402.  Corollaire  IV.  — Une  conique  étant  déiinic  par 
un  triangle  abc  et.  deux  couples  de  points  conjugues 
mm',  nn'  ; nous  avons  regardé  comme  connues  les  deux 
traces  x,  > de  la  courbe  sur  une  droite  quelconque  ( n"  320, 
p.  3)4)  KlfeCti veine  nt  si  l’on  a égard  aux  cinq  couples  de 
points  conjugués  qui  résultent  des  données  de  la  question, 

A. B,  B.C,  C.  A ; M.M',  N. N', 

on  voit  que  les  traces  de  la  courbe  sur  une  droite  quel- 
conque X)  doivent  satisfaire  aux  deux  identités  latigcn- 
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(i)  AB-f-BC  + CA  + MM'==«X’  + èY!, 

(a)  AB-t-BC-t-  CA-4-NN'==«'X’  -4- 6' Y’. 

Or  si  ayant  pris  arbitrairement  sur  la  droite  xy  deux 
points  quelconques  J,  on  pose  les  identités  auxiliaires 

(3)  «X*  -I-  bY’^ïri, 

(4)  n'X’4-6'Y*=ï'«'; 
les  précédentes  pourront  s’écrire 

(i')  AB-t-BC  -t-CA-t-MM'ssÇi, 

(a')  AB  4-  BC-t-CA  H-  NN'  ==  ÇV  ; 

et  la  construction  corrélative  de  celle  du  n°  398,  permet- 
tant de  déterminer  chacun  des  points  n,  y',  on  connaîtra 
deux  segments  rectilignes  £'>/  harmoniquement  conju- 
gués l’un  et  l’autre  au  segment  formé  des  deux  points  X 
et  Y que  l’on  cherche.  Donc,  etc.  Telle  serait  du  moins 
la  construction  pour  le  cas  le  plus  général  d’une  conique 
définie  par  cinq  couples  quelconques  de  points  conjugues. 
Mais,  dans  le  cas  actuel,  trois  de  ces  couples  résultent  des 
sommets  d’un  même  triangle  conjugué  à la  courbe,  et 
cette  circonstance  permet  de  simplifier  notablement  la  re- 
cherche des  points  auxiliaires  y,  y'.  Ecrivant,  en  effet,  les 
identités  (i')  et  (a')  comme  il  suit  : 

( •")  AB+BC-i-CAssMM'-t-Sn, 

(a")  AB  -+-  BC  + CA  ==N1V  -+- ïV, 

on  voit  que  le  triangle  abc  et  le  quadrilatère  m\m'r,  sont 
circonscriptihles  à une  même  conique,  et  qu’il  en  est  de 
même  encore  du  triangle  abc  et  du  quadrilatère  ni' n'y'. 
On  connaît  d’ailleurs  cinq  tangentes  de  chacune  de  ces  co- 
niques, et  l’on  peut  mener  à chacune  d’elles,  par  les  [joints 
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m , ni'  ou  n,  deux  nouvelles  tangentes,  lesquelles  se 
couperont  respectivement  aux  points  n ou  >/,  qu'il  s’agis- 
sait d’obtenir. 

•403.  On  sait  que  l’on  peut  eonstruire  par  points,  à 
l’aide  du  théorème  de  Desargues,  une  conique  qui  serait 
assujettie  à passer  par  un  point  o donné  explicitement,  et 
par  les  quatre  points  de  rencontré  de  deux  coniques  non 
tracées,  mais  définies  l’une  et  l’autre  par  cinq  points.  Une 
transversale  quelconque  oo',  issue  du  point  donné  o,  coupe, 
en  effet,  les  trois  courbes  suivant  trois  couples  de  points 
en  involution,  n,  a';  b,  A';  o,  o';  et  les  cinq  premiers  de 
ces  points  déterminent  le  sixième.  On  peut  donc,  dans 
certains  cas,  utiliser  les  quatre  points  de  rencontre  de  deux 
coniques,  indépendamment  du  tracé  de  ces  courbes;  et  c’est 
ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que  ces  quatre  points  entrent 
d’une  manière  collective  dans  la  question.  S’il  en  est  au- 
trement, le  tracé  des  deux  courbes  devient  nécessaire;  et 
l’on  ne  peut  s’en  dispenser  que  dans  le  cas  où  deux  de  leurs 
points  d’intersection  seraient  connus  à priori  ( fig.  g3). 

. F'e-  93. 


« JL. -4 

a b 

Les  deux  courbes  étant  rapportées,  dans  ce  cas,  aux 
côtés  de  deux  quadrilatères  inscrits,  abcd  cl  abc' il' , par 
des  équations  de  la  forme 

(1)  AC  -+*  BD  = o, 

(2)  AC'  -h  BD  = 0, 

on  voit  que  ceux  de  leurs  points  de  rencontre  qui  demeu- 
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rent  inconnus  appartiennent  à la  droite 
(3)  C — C'  = o, 

laquelle  est  connue  déjà  par  un  de  scs  points  : o = C = C', 
ou  cd  c' il'.  Or  on  peut  obtenir  un  second  point  de  cette 
droite,  c,//,  c\d\,  à l'aide  de  deux  nouveaux  quadrilatères 
inscrits  abc td,  et  abc\d\. 

§ III.  — Des  quatre,  tangentes  communes  h toutes  les 
coniques  qui  admet  lent  quatre  couples  communes  de 
droites  conjuguées. 

404.  Une  série  de  coniques  inscrites  à un  même  trian- 
gle A.B.C  = o,  et  conjuguées  à un  système  donné  de 
deux  droites,  PQ  = o,  admettent  une  quatrième  tangente 
commune  que  l’on  peut  construire,  et  qui  n’est  autre  que 
la  droite  X = o définie  par  l’une  des  identités  suivantes 
(n°  175,  p.  178)  : 

<1  A’  -t-  è B’  -t-  r C1  + PQ  = X», 

«A1  4-  iB’  4-  cC>  — X’  ==PQ. 

Or  il  résulte  de  la  dernière  que  les  droites  données  P 
et  Q divisent  harmoniquement  chacune  des  trois  diago- 
nales «a,  bp,  cy  de  la  figure  formée  du  triangle  A.B.C 
et  de  18  droite  inconnue  X (n°  231,  p.  afia).  Les  extré- 
mités a et  a,  b et  p,  c et  y de  ces  diagonales  se  trouvent 
donc  conjuguées  deux  à deux  par  rapport  au  système 
P.Q  = 0;  et  si  l’on  construit,  relativement  au  système  de 
ces  droites,  les  polaires  des  divers  sommets  a,  b , c du 
triangle  donné,  leurs  traces  respectives  sur  les  côtés  op- 
posés de  ce  triangle  fourniront  trois  points  a,  P,  y de  la 
droite  X. 

405.  Une  série  de  coniques  ayant  deux  tangentes  com- 
munes, o = A = B,  et  deux  couples  communes  de  droites 
conjuguées  P,Q,  = o,  P,Q,  = o,  toutes  ces  courbes  ont 
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encore  en  commun  deux  nouvelles  tangentes  que  l'on  peut 
construire  et  qui  sont  fournies  par  les  deux  solulions  que 
comporte  l'identité  suivante 

(i)  P.Q,  -+-  P,Q,s=flA’+.  èB’  + XJ. 

Le  point  de  concours  x des  polaires  du  point  o = A = 15, 
par  rapport  à chacun  des  angles  (PiQi)  ou  (P,Q,),  ap- 
partient donc,  en  premier  lieu,  à chacune  des  deux  droites 
X,  ou  X,  que  l’on  cherche  et  que  définit  cette  identité. 
D’ailleurs,  si  l’on  considère  le  triangle  ayant  pour  som- 
mets les  points  de  concours  des  diagonales  et  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  P,P«QiQ,,  et  que  l'on  désigne 
par  A',  B',  C;  les  côtés  de  ce  triangle,  on  aura  identi- 
quement 

(a)  P.  Qi  -+-  P,Q,  = a'  A'1  ■+■  b’  B'1  -4-  c'C'1; 

et  si  l’on  remplace  l’identité  (i')  par  la  suivante 
(i,  a)  «'A" i,B',  + c'C'’  = flA’  + JB,+  X!, 
on  conclura  de  cette  dernière  que  les  droites 
A',  B',  C',  A,  B et  X 

sont  tangentes  à une  même  conique  : ou  que  les  deux  droites 
cherchées  X|  et  X,  coïncident  avec  les  tangentes  meuées 
à une  conique  déterminée,  par  le  point  déjà  déterminé  x. 

406.  On  peut  encore  obtenir  par  le  seul  emploi  de  la 
règle  et  du  compas  les  quatre  tangentes  communes  à toutes 
les  coniques  qui  admettent  quatre  couples  communes  de 
droites  conjuguées,  lorsque  deux  de  ces  couples  ont  une 
droite  commune. 

Les  tangentes  cherchées  ne  sont  autres,  dans  ce  cas, 
que  les  différentes  droites  X = o définies  par  l’une  des 
identités 

AB  + AC  -4-  MM'  -+-  PP'  4-  X’  = o, 

MM'-t-PP'  = A(B+  C)  +X>. 

3o 
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Or  les  équations  équivalentes  dans  lesquelles  se  dédouble 
la  dernière  représentent  une  conique,  circonscrite  pre- 
mièrement au  quadrilatère  MPM'P',  tangente  en  outre 
à chacune  des  droites  A = o et  B -4- C = o (la  première 
qui  est  donnée,  la  seconde  qui  n’est  encore  connue  que 
par  l’un  de  ses  points  o = B = C)  et  les  touchant  l’une 
et  l’autre  en  deux  points  situés  sur  l’une  des  droites  X que 
l’on  cherche.  Mais  cptte  conique  définie  par  quatre  points 
et  une  tangente  A,  est  susceptible  de  deux  déterminations 
distinctes,  auxquelles  correspondent  deux  points  de  con- 
tact distincts,  x,  ou  x,,  de  la  courbe  sur  sa  tangente  A. 
Prenant  donc  alternativement  chacune  de  ces  coniques  et 
déterminant  leurs  points  de  contact  respectifs  ou 

sur  les  tangentes  que  l’on  peut  mener  à l’une  et  à l’autre 
par  le  point  BC  = o ; on  aura,  dans  les  droites 

ç,x,  et  (f,*,,  et 

les  quatre  tangentes  communes  à toutes  les  coniques  que 
l’on  considérait  d’abord. 

407.  Le  cas  d’une  séné  de  coniques  ayant  un  triangle 
conjugué  commun , ABC  = o,  et  une  couple  commune  de 
droites  conjuguées,  PP'  = o,  rentre  dans  le  précédent  : et 
les  quatre  tangentes  communes  à toutes  les  coniques  de 
la  série,  ou  les  quatre  déterminations  de  la  droite  X = o 
définie  par  l’identité 

10  AB  -t-  BC  H-  CA  = PP'  -t-  X’, 

sont  fournies  par  les  cordes  de  contact  de  l’angle  donné 

PP'  et  de  chacune  des  quatre  coniques  menées  langcntiel- 
lcment  aux  côtés  de  cet  angle  par  les  trois  sommets  du 
triangle  ABC. 

408.  Si  les  droites  conjuguées  P et  P'  se  confondent, 
l’identité  précédente  devient 

0')  AB  -t-  BC  + CA  = X P’  -4-  X1. 


f 


Digitized  by  Google 


DES  4 TANGENTES  COMMUNES,  ETC.  4^7 

Les  équations 

AB -H- BC  + CA  = o,  iP’-t-X’ = o 
représentent  dans  ce  cas  une  seule  et  même  conique,  cir- 
conscrite encore  au  triangle  ABC  et  composée  de  deux 
droites  harmoniquement  conjuguées  aux  côtés  de  l'angle 
PX.  D’ailleurs  comme  ces  deux  droites  doivent  contenir 
les  tiois  sommets  de  l’angle  donné,  l’une  d’elles  tombe  né- 
cessairement dans  l’un  des  côtés  A,  ou  B,  ou  C de  ce  trian- 
gle; la  seconde  réunissant  le  sommet  opposé,  BC,  ou  CA, 
ou  AB  à la  trace  de  la  droite  P = o sur  ce  côté. 

Si  la  droite  P = o disparait  à l'infini,  on  retrouve  ce 
théorème  : Toutes  les  paraboles  conjuguées  à un  même 
triangle  s'inscrivent  d’ elles-mêmes  au  triangle  médian  du 
proposé  (Mention). 

Le  problème  corrélatif  se  pourrait  traiter  de  la  même 
manière;  mais  il  est  inutile  d’y  appliquer  le  Calcul  : les 
seules  définitions  du  pôle  et  de  la  polaire  pouvant  donner, 
à pilori,  tout  ce  que  l’on  cherche.  On  voit  effectivement 
que  si  l’on  counaiL  un  triangle  conjugué  et  un  point  de 
la  courbe,  on  en  connaît  aussitôt  trois  autres  points  res- 
pectivement situés  sur  les  droites  qui  vont  du  premier  aux 
différents  sommets  du  triangle  donné. 

409.  Scolie.  — Les  parabulotdes  conjugués  à un  té- 
traèdre donné  s'inscrivent  d'eux-mémes  à un  groupe  dé- 
terminé de  sept  plans  qui  sont  : i°  tes  quatre  plans  con- 
duits à égales  distances  de  l'un  des  sommets  du  tétraèdre 
et  de  la  face  opposée;  a"  les  trois  plans  menés  à égales 
distances  de  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre.  C’est  ce 
que  l’on  voit  aisément  par  la  seule  géométrie,  et  c’est  aussi 
l’une  des  conséquences  de  l'identité  (n°  179,  p.  180) 

AB  + BC  -t-  AC  -t-  D (A  -4-  B -t-  C)  ==  À P’  + X!  = X -+-  X>. 

410.  Il  nous  reste  à résoudre  le  problème  général  ou  à 
déterminer  les  quatre  tangentes  communes  à toutes  les  co- 

3o. 
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niques  conjuguées  à quatre  couples  de  droites  AA', , Diy. 

Or  les  quatre  droilcs  de  deux  des  couples  données  déter- 
minant les  côtés  opposés  d’un  quadrangle  P, . . . = o 

conjugué  à toutes  les  coniques  de  la  série,  toutes  ces 
courbes  sont  comprises  dans  l'équation  tangcntielle  (uo2C0, 
p.  287) 

(0  >.PÎ  X,P’  = o. 

Mais  comme  elles  admettent  en  outre  deux  autres  couples 
de  droites  conjuguées  communes,  CC'  et  DD',  il  existe 
entre  les  paramètres  X,,.  . .,  deux  relations  à l’aide  des- 
quelles ou  peut  exprimer  linéairement  deux  quelconques 
d’entre  eux  en  fonction  des  deux  autres.  On  a ainsi,  par 
exemple, 

Xj  = tf,X,  è,X4,  X4  o , X 4.  b,\„ 

et  l’équation  précédente  pouvant  s’écrire 

(.')  MP*’-t-a.p:  + 0.p:)+M*lp>l  +*,pî  + p;)=o, 

on  y reconnaît  l'équation  d’une  série  de  coniques  inscrites 
à un  même  quadrilatère,  lequel  a pour  côtés  les  quatre 
tangentes  communes  aux  deux  courbes 
(a)  • p;  + <7,p;  -t-fl)p;  = o, 

(3)  i.PJ  +b\V\  -t-p;  = 0. 

D’ailleurs  chacune  de  ces  courbes  se  trouvant  définie 
par  un  triangle  conjugué  et  deux  couples  CC' , 1)D'  de 
droites  conjuguées,  un  problème  antérieur  permet  d’ob- 
tenir, par  la  règle  et  le  compas,  six  tangentes  de  chacune 
d’olles  (n°  407,  p.  466).  Leurs  quatre  tangentes  com- 
munes, ou  les  quatre  tangentes  communes  aux  courbes  de 
la  série  primitive,  se  trouvent  donc  déterminées  virtuel- 
lement; et  l’on  peut  définir  d’une  manière  effective,  par 
cinq  de  ses  tangentes,  celle  de  ces  courbes  qui  serait  assu- 
jettie à loucher  une  droite  donnée. 

Remarque  1.  — Si  l’on  ajoute  alternativement  aux 
quatre  couples  données  Ah!,...,  DD'  la  donnée  complémen- 
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taire  d’une  tangente  T ou  T',  on  peut  construire,  comme 
dans  le  problème  corrélatif  (n°  -402),  autant  de  tangentes 
que  l’on  veut  de  la  courbe  correspondante  C ouC';  et  cette 
construction  u’exige  que  l’emploi  de  la  règle  et  du  compas. 
Il  n’en  est  pas  de  même  pour  les  tangentes  communes  à ces 
courbes,  et,  en  dehors  des  cas  d’abaissement  que  nous 
avons  examinés,  leur  détermination  exige,  comme  on  sait, 
le  tracé  de  deux  coniques  (Chasles,  Traité  des  Sections 
coniques,  p.  a34). 

Remarque  II.  — La  détermination  des  droites  X défi- 
nies par  l’idenlitc 

(AA'  -+-  BB')  -t-  (CC'  -+-  DD')~  X’ 

entraîne  d’une  manière  évidente  la  solution  de  ce  pro- 
blème : Circonscrire  à deux  quadrilatères  donnés  ABA'B', 
CDC' IV  deux  coniques  qui  aient  entre  elles  un  double 
contact.  La  corde  de  contact  des  deux  coniques  cherchées 
n’est  autre,  en  effet,  que  l’uue  quelconque  des  droites  X;  et 
ce  nouveau  problème,  qui  admet  toujours  quatre  solutions, 
comporte  les  mêmes  réductions  que  le  précédent. 

§ IV.  — Détermination  des  éléments  principaux  de  la 
parabole  conjuguée  à quatre  couples  de  droites,  du  pa~ 
rabo/oïde  défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués. 

41 1 . Il  résulte  de  l'identité 

P,Q,=X’H-y»  — c 

à laquelle  donne  lieu  le  cercle  associé  de  trois  couples  de 
droites  (n°  loi , p.  1 56),  cl  où  X,  Y désignent  deux  droites 
rectangulairesquelconques  menées  par  le  centre  de  ce  cer- 
cle, que  trois  couples  formées  de  six  droites  quelconques, 
et  deux  droites  rectangulaires  quelconques  menées  par  le 
centre  du  cercle  associé  des  six  droites,  font  toujours  trois 
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couples  de  droites  conjuguées  et  deux  tangentes  à une 
même  parabole  (n°157,  p.  160).  Et  comme  dans  toute 
parabole  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  rectangu- 
laires appartient  à la  directrice,  on  peut  dire  d’une  ma- 
nière équivalente  que  les  directrices  de  toutes  les  para- 
boles conjuguées  à trois  couples  de  droites  se  croisent  au 
centre  du  cercle  associé  de  ces  droites.  De  là  ce  théorème  : 
La  directrice  de  la  parabole  conjuguée  aux  quatre  couples 
P,  Q,  = o. . . . , P 4 = o coïncide,  arec  le  lieu  des  cen- 
tres de  tous  les  cercles  contenus  dans  l’équation 


et  les  centres  des  cercles  associés  de  trois  quelconques  des 
quatre  couples  données , que  l’on  sait  construire,  font 
quatre  points  de  cette  directrice. 

412.  La  directrice  connue,  il  reste  à déterminer  le  som- 
met de  la  courbe.  Regardant,  à cet  effet,  la  parabole  pré- 
cédente comme  partiellement  déünie  par  la  direction  de 
ses  diamètres  Y = 1 et  les  deux  seules  couples  P,Q, , 
P,  Q,  5 cherchons  d’abord  le  lieu  géométrique  des  sommets 
de  toutes  les  paraboles  conjuguées  à deux  couples  de 
droites  données , et  dont  les  diamètres  conservent  une 
direction  donnée,  Y =0;  ou  seulement,  et  par  rapport  à 
la  môme  série  de  courbes,  le  lieu  géométrique  des  pôles 
d’une  droite  Jixe,  X = o,  perpendiculaire  à cette  di- 
rection. 

D’après  un  théorème  antérieur  (n°  160,  p.  ifia),  et  parce 
que  toutes  les  paraboles  en  question  admettent  quatre  cou- 
ples communes  de  droites  conjuguées,  distinctes  ou  coïnci- 
dentes, savoir  : 

P,Q,  = o,  P,Q,  =o,  c Y = o,  c1  = o, 
ce  dernier  lieu  est  rectiligne  et  n’est  autre  que  la  droite 
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X'  = o définie  par  l'identité 

X,P,Q,  4-  >,P,Q,  4-  cY  4-  (>3  XX' 

que  l’on  peut  écrire,  en  posant  c Y 4-  c*  = — Y' et  dési- 
gnant par  Y'  un  diamètre  dont  la  position  absolue  demeure 
indéterminée, 

(i)  (À, P, Q,  -t-XjP,Qj)  — XX'sï1. 

Les  courbes  suivantes 

( a ) X,  Pi Qi  4*  *,P,Q,  — o, 

(3)  XX'  = o 

sont  dès  lors  homothétiques  ; leur  corde  commune  à dis- 
tance finie,  ou  leur  axe  radical,  Y'  = o,  est  donné  de 
direction;  et  tandis  que  les  diamètres  relatifs,  dans  les 
deux  courbes,  à une  même  direction  de  cordes,  sont  sim- 
plement parallèles,  leurs  diamètres  relatifs  à la  direction 
particulière  Y'  se  confondent.  Or  le  premier  de  ces  dia- 
mètres est  déterminé,  comme  l’hyperbole  (a)  à laquelle 
il  appartient  : hyperbole  circonscrite  au  quadrilatère 
PiP.Q.Q»  et  dont  l'une  des  asymptotes  X = X est  con- 
nue de  direction.  On  aura  donc,  dans  ce  diamètre,  que 
l’on  peut  construire  par  le  seul  emploi  de  la  règle,  le  dia- 
mètre correspondant  de  la  courbe  (3),  XX'  = o;  c’est-à- 
dire  une  droite  déterminée  passant  d' elle-même  par  le 
point  o = X = X'.  Or  ce  point,  qui  n’est  autre  que  la  trace 
de  la  droite  X sur  le  lieu  X'  des  pôles  de  cette  droite  par 
rapport  à toutes  les  paraboles  que  l’on  considérait  d’abord, 
représente  le  point  de  contact  de  cette  droite  et  de  l’une 
de  ces  courbes,  ou  le  sommet  de  l'une  de  ces  paraboles. 

De  là  ce  théorème  : Le  lieu  des  sommets  des  pa- 
raboles conjuguées  à deux  couples  de  droites  données 
o = P,  Q,  = P,  Q,,  et  dont  les  diamètres  conservent  une 
direction  invariable  Y = o,  coïncide  avec  le  diamètre  con- 
jugué A cette  direction  pour  une  hyperbole  qui  serait  cii- 
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consente  au  quadrilatère  P!  P,  Q,  Q,  et  dont  l'une  des 
asymptotes  serait  perpendiculaire  à la  direction  donnée. 

Le  sommet  de  la  parabole  conjuguée  à quatre  couples 
de  droites  résulte  immédiatement  de  ce  théorème. 

413.  Remarque  J.  — Une  série  de  paraboles  de.  même 
directrice  étant  conjuguées  à deux  droites  données, 
PQ  = o,  toutes  ces  courbes  s' inscrivent  d' elles-mêmes  à 
un  angle  droit  déterminé  que  l'on  peut  construire.  Et 
celte  remarque  fournit  une  autre  construction  de  l'un  des 
problèmes  précédents. 

414.  Remarque  II.  — Enfin  une  dernière  détermina- 
tion de  la  parabole  définie  par  quatre  couples  de  droites 
conjuguées  résulterait  de  la  recherche  du  lieu  décrit  par 
le  foyer  d'une  parabole  conjuguée  aux  trois  couples  de 
droites  P,P'|}  PtF, , PSP,  • On  trouve  pour  l’équation  de 
ce  lieu 


P,  cos  1'  -+-  P1,  cos  1, 
P,  cosa'  P”,  cos  a, 
Ps  cos  3'  -t-  P',  cos  3, 


P,  sin  1'  -4-  P1,  sin  1, 
P,  sin2'  -t-  P,  sin  a, 
P i sin 3'  4-  P',  sin 3, 


cos( I — 1') 
cos  (a  — 2'  ) 
cos  (3  — 3'  ) 


= o; 


et  cette  équation  représente  un  cercle  qne  l'on  peut  con- 
struire. 


415.  La  détermination  des  éléments  principaux  du  pa- 
raboloïde  défini  par  huit  couples  de  plans  conjugués 
peut  s’obtenir  par  des  considérations  toutes  semblables. 
Écrivant  en  effet  l’identité 


P,  Q,  = X’  -+-Y*  + Z’  — 


e 


à laquelle  donne  lieu  la  sphère  associée  de  six  couples  de 
plans  (n°  104,  p.  167)  et  où  X,  Y,  Z,  désignent  trois  plans 
rectangulaires  quelconques  menés  par  le  centre  de  cette 
sphère;  on  en  conclut  que  six  couples  formées  de  douze 
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plans  quelconques,  et  trois  plans  rectangulaires  quelcon- 
ques menés  par  le  centre  de  ta  sphère  associée  des  douze 
plans , font  toujours  six  couples  de  plans  conjugués  et  trois 
plans  tangents  à un  même  paraboloïde  (n°  169,  p.  17a). 

y 3 Z2 

Et  comme  dans  tout  paraboloïde’ |-  = a x le  point  de 

concours  de  trois  plans  tangents  rcctangulai  res  appartient  au 

plan  diagonal  x — — ? ^ ■>  on  peut  dire  d’nnc  manière 

équivalente  que  les  plans  diagonaux  de  tous  les  parabo- 
loïdes  qui  admettent  six  couples  de  plans  conjugués  com- 
muns se  croisent  au  centre  de  la  sphère  associée  de  ces 
plans.  Or  on  sait  construire  le  centre  de  cette  sphère 
(n°  167,  p.  170),  on  saura  donc  déterminer  par  trois  de 
ses  points  le  plan  diagonal  du  paraboloïde  défini  par 
huit  couples  de  plans  conjugués. 

416.  Pour  en  obtenir  le  sommet  nous  regarderons  le 
paraboloïde  comme  partiellement  défini  par  les  quatre  cou- 
ples P,Q,,.  . P4Q»  et  la  direction  ox  de  ses  diamètres, 
direction  qui  résulte  du  plan  diagonal  que  l’on  vient  d’ob- 
tenir; et  nous  chercherons  d’abord  le  lieu  géométrique 
des  sommets  de  tous  les  paraboloïdes  conjugués  à quatre 
, couples  de  plans  donnes , et  dont  les  diamètres  sont  donnes 
de  direction  ; ou  seulement,  et  par  rapport  à la  même  série 
de  surfaces,  le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  plan  fixe, 
X = o,  perpendiculaire  à cette  direction  : problème  gé- 
néralisé de  celui  du  n°  378,  et  qui  pourrait  se  traiter  d'une 
manière  analogue.  Mais  quoique  la  solution  que  nous 
avons  donnée  de  celui-là  paraisse  suffisamment  simple,  elle 
exige  cependant  une  certaine  préparation  et  laisse  subsister 
entre  les  données  du  problème  et  le  résultat  un  intervalle 
que  le  calcul  est  obligé  de  remplir.  Nous  allons  voir  que 
l’on  peut  supprimer  cet  intervalle  et  passer,  sans  aucun 
calcul,  de  l'énoncé  du  problème  à la  construction  dans  !a~ 
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quelle  il  se  résout.  Il  suffit  pour  cela  d'utiliser  celui  de 
nos  théorèmes  antérieurs  qui  définit  le  lieu  du  pôle  d’un 
plan  fixe  par  rapport  à toutes  les  surfaces  conjuguées  à 
sept  couples  de  plans  (n°  169,  p.  172).  Les  paraboloïdes 
actuels  admettent,  en  effet,  sept  couples  de  plans  conju- 
gués communs  qui  sont,  en  désignant  parc  = o le  plan  à 
l’infini,  par  Y et  Z deux  plans  conduits  à volonté  parallè- 
lement à la  direction  ox  des  diamètres, 

P,Q,  = o, . . . , P,Q,  = o,  cY  = o,  cZ  = o,  c1  — o. 

Le  lieu  du  pôle  du  plan  X par  rapport  à tous  ces  parabo- 
loïdes  coïncide  donc  avec  le  plan  X'  défini  par  l’identité 

(1)  ^'x,P,Q,  -+-cY  cZ  +c’  = XX’ 

quel’on  peutécrire,endésignant  par  Y'un  plan  indéterminé, 
parallèle  à la  direction  ox,  et  posant  cY  -t-  cZ  -t-  <?*  = Y'. 

(1')  y*X1P,Q,-hXX'=Y'. 

Les  deux  surfaces 

(2) 

et 

(3)  XX'  = o 

sont  donc  homothétiques  ; leurs  plans  diamétraux,  relatifs 
à une  même  direction  de  cordes,  sont  parallèles  entre  eux, 
quelle  que  soit  celte  direction  ; et  si  elle  tombe  dans  le  plan 
radical  des  deux  surfaces,  Y'  = o,  les  plans  diamétraux 
correspondants  se  confondent.  Or  le  plan  Y'  est  parallèle  à 
à la  direction  ox.  Les  plans  diamétraux  conjugués  à cette 
direction  se  confondent  donc  en  un  seul  pour  les  deux  sur- 
faces (2)  et  (3).  Mais  le  premier  de  ces  plans  est  déterminé 
comme  le  parabo/oïde  hyperbolique.  (2)  auquel  il  appar- 
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tient  : paraboloïde  associé  au  groupe  (P,QI;.  . P,Qt) 
et  dont  l'un  des  plans  directeurs  , X = o,  est  connu  île 
direction.  On  aura  donc,  dans  ce  plan  diamétral,  que  l’on 
peut  construire  par  la  règle  et  le  compas,  l’un  des  plans 
diamétraux  de  la  surface  (3),  XX'  = o : c’est-à-dire 
un  plan  déterminé  passant  de  lui-même  par  la  droite 
o = X =X'.  Or  cette  droite,  qui  n’est  autre  que  la  trace 
du  plan  X sur  le  lieu  X'  des  pôles  de  ce  plan  par  rapport  à 
tous  les  paraboloïdes  que  l’on  considérait  d’abord,  repré- 
sente le  lieu  des  points  de  contact  de  ce  plan  et  d’une  série 
de  ces  surfaces  : ou  le  lieu  particulier  des  sommets  de  tous 
ceux  de  ces  paraboloïdes  qui  touchent  le  plan  X.  D’ail- 
leurs le  plan  diamétral  qui  contient  ce  lieu  est  déterminé 
et  ne  dépend  que  de  la  direction  du  plan  X,  laquelle  est 
invariable,  non  de  la  position  absolue  de  ce  plan.  F.t 
l'on  en  conclut  enfin  que  le  lieu  général  des  sommets 
de  tous  les  paraboloïdes  conjugués  aux  quatre  couples 
P,Q,  = o,. . 1\ = o,  et  dont  les  diamètres  conser- 
vent une  direction  donnée,  coïncide  avec  le  plan  diamé- 
tral conjugué  à cette  direction , pour  un  paraboloïde  hy- 
perbolique défini  par  une  équation  de  la  forme 

(2)  ^ P,  Q.  =0, 

et  dont  V un  des  plans  directeurs  (X  = o)  serait  perpen- 
diculaire à la  direction  donnée. 

Si  les  quatre  couples  P,  Q,, . . . , P4Qt  coïncidaient  avec 
les  quatre  couples  de  plans  qui  résultent  des  faces  opposées 
d’un  octaèdre,  le  paraboloïde  (a)  serait  circonscrit  à cet 
octaèdre.  Dans  tous  les  cas,  on  en  peut  obtenir  autant  de 
génératrices  rectilignes  qu’il  en  faut  pour  la  construction 
du  plan  diamétral  qui  résout  le  problème.  La  section  du 
paraboloïde  (a)  par  un  plan  quelconque  X = A parallèle 
à celui  des  plans  directeurs  qui  est  donné,  coïncide  cffecli- 
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vement  avec  la  droite  définie  par  l'équation 


(*') 


= o 


et  que  l’on  saiL  construire  (n°  152,  p.  107).  Construisant 
dès  lors  trois  de  ces  droites,  ou  trois  de  ces  génératrices; 
inscrivant  ensuite  entre  la  première  et  la  seconde,  la  se- 
conde et  la  troisième,  la  troisième  et  la  première,  trois 
segments  rectilignes  nb , ctl , ef  parallèles  à la  direction 
or:  on  n'aura  plus  qu'à  déterminer  les  points-milieux 
m,  n,  p de  ces  segments,  et  le  plan  mnp  résoudra  le 
problème. 


§ V.  — Constructions  diverses  du  cercle  oscillateur  d'une 
conique  définie  par  cinq  conditions. 

417.  I,a  détermination  du  cercle  osculateur,  dans  les 
courbes  du  second  ordre,  a été  obtenue  déjà  de  bien  des 
manières  différentes,  et  qui  remplissent  très-suffisamment 
l’objet  du  problème,  considéré  dans  ses  rapports  avec  la 
Mécanique.  Peut-être  en  est-il  autrement  au  point  de  vue 
de  la  seule  Géométrie.  Car,  sans  dire  rien  de  la  multitude 
des  solutions  indirectes  que  l’on  en  connaît,  les  meilleures 
d’entre  les  autres  ne  paraissent  pas  géométriquement  irré- 
prochables : ou  la  construction  y laisse  à désirer;  ou  le 
mode  d'invention,  généralement  emprunté  de  l’analyse 
cartésienne,  et  réduit  dès  lors  à une  vérification.  I.a  mé- 
thode suivante  paraîtra  peut-être  exemple  de  ces  défauts. 
Purement  élémentaire,  puisqu'elle  est  fondée  sur  la  seule 
notion  des  sécantes  communes  à deux  coniques,  elle  est 
aussi  exclusivement  analytique.  El  la  simplicité  des  con- 
structions qu’elle  fournit,  la  facilité  avec  laquelle  elle  les 
peut  modifier,  dans  chaque  cas,  suivant  les  différentes 
données  du  problème,  montrent  une  fois  de  plus  les  res- 
sources singulières  de  l'analyse,  même  dans  ce  genre  de 
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travaux  que  les  analystes  ont  le  plus  évités,  pour  lesquels 
ils  nous  renvoient  d’ordinaire  à la  Géométrie;  et  que  l’Ana- 
lyse, presque  toujours,  exécuterait  mieux,  plus  rapidement 
et  à moins  de  frais. 

•418.  Lemme  fondamental.  — L'équation  d'une  courbe 
du  second  ordre  étant 

(0) .  S = o, 

l'cquation  du  cercle  osculateur  de  la  cçurbe,  en  l'un  quel- 
conque de  ses  points , sera  de  la  forme 

(1)  S -+-  T. T'  = oj 

T = o désignant  la  tangente  au  point  d' osculation,  et 
T'  = o une  certaine  droite  issue  de  ce  point. 

Deux  courbes  du  second  ordre  o&culatrices  en  un  point 
admettent,  en  effet,  un  système  unique  de  sécantes  com- 
munes, composé  de  la  tangente  au  point  d’osculation  et  de 
la  corde  menée  de  ce  point,  qui  compte  pour  trois,  au  qua- 
trième point  de  rencontre  des  deux  courbes. 

419.  Problème  I.  — Étant  donnés  quatre  points  d’une 
conique  et  la  tangente  en  l'un  d'eux,  construire  le  cercle 
osculateur  correspondant. 

Soient  ABCD  = o le  quadrilatère  ayant  pour  sommets 
les  quatre  points  donnés,  et  T = o la  tangente  au  point 
d’osculation  o = A = B (fg.  94)-  Les  équations  respec- 
tives de  la  courbe  et  du  cercle  étant  ici 


(S) 

m AC  -t-  77 BD  = o. 

et 

(S') 

777  AC  4-  77  BD  -+-  TT'  = 0 

où  T'  désigne  une  droite  menée,  sous  une  direction  in- 
connue,' par  le  point  d’osculation  o,  ou  par  le  point  de 
commune  rencontre  des  trois  droites  o = A = B = T:il 
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s’agit  de  construire  celui  des  cercles,  contenus  dans  l’équa- 
tion (S'),  qui  est  tangent  en  o à la  droite  T. 

Or  si  l’on  substitue,  par  la  pensée,  aux  coefficients  dé- 
terminés m , n et  à la  droite  inconnue  T'  qui  figurent 
dans  l’équation  (S'),  des  coefficients  arbitraires  et  une 
droite  mobile,  issue  de  la  même  origine  o que  la  précé- 
dente, et  tournant  d’une  manière  continue  autour  de 
celle  origine  : le  cercle  oseulateur  ne  sera  plus  que  l’un 
des  cercles  contenus,  en  nombre  infini,  dans  l'équa- 
tion (S'),  considérée  sous  ce  nouveau  point  de  vue;  mais 
il  participera  de  la  propriété  qui  leur  est  commune  et  qui 
est  telle  qu'ils  passent  tous  par  les  deux  memes  points. 
Soient,  en  effet, 

T, T, T,  = o 

trois  positions  quelconques  de  la  droite  mobile  T',  et 
S,  S,  S,  = o 

les  cercles  déterminés  qui  leur  correspondent,  conformé- 
ment à l’équation  (S');  on  aura  identiquement 

S,  ■ m,  AC  4-  «,BD  -f-  TT  1 , 

S,  ///,  AG  -f-  BD  -t~  fT, , 

S,  — — ///,  AC  4-  fl,BD  4-  TT,  ; 

et  l’on  en  déduit,  quels  cjuc  soient  les  multiplicateurs  em- 
ployés, 

)i  S,  -4-  XjS,  4-  À,  S,  = ai  AC  -f-  aBD  -4-  T ( L T,  -4-  X,T,  4-  ),T,  j . 

Mais  les  droites  T,,  T,,  T,  concourant  en  un  même  point, 
on  peut  disposer  des  rapports  arbitraires  X,  ; X,  ; X,  de  telle 
sorte  que  l’on  ait  identiquement 

X,T,  4-  4, T,  -4-  "a, T,  o. 

La  relation  précédente  devient  ainsi 

X,S,  4"  X,S,  4-  X,S,  = ai  AC  4-  a BD  ; 
identité  impossible  — les  sommets  du  quadrilatère  quel- 
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conque  ABCD  n'étant  pas  supposés  appartenir  à un  même 
cercle  — si  chacun  de  scs  deux  membres  ne  se  réduit  sépa- 
rément à zéro.  On  a donc,  en  môme  temps  que  o = ni  = n, 
S,  -f*  >,S,  i,Sj  o . 

Et  cette  identité  exprime  que  les  trois  cercles  S,,  St,  S»  se 
coupent  suivant  les  deux  mômes  points.  Tous  les  cercles 
de  la  série  (S')  et  le  cercle  osculateur  qui  en  fait  partie 
ont  donc  un  môme  axe  radical;  leurs  centres  se  trouvent 
distribués  sur  une  môme  ligne  droite,  et  il  suffirait  d’ob- 
tenir deux  points  de  cette  droite,  ou  les  centres  de  deux 
des  cercles  de  la  série,  pour  être  en  état  de  construire  le 
centre  du  cercle  osculateur  et  ce  cercle  lui-même. 

Or  si  l'on  fait  alternativement 

n = o ou  m — o 

dans  l'équation  (S'),  il  résulte,  de  la  situation  du  point  o 
sur  chacune  des  droites  A,  B,  T,  T',  T",  que  les  cercles 
correspondants 

(1)  S,  = mAC  -+-TT'  =o, 

(2)  S,  = « BD  -t-  TT"  = o 

ont  trois  de  leurs  points  en  évidence,  savoir  : 

Pour  le  premier,  le  point  simple  y ou  C.T  = o,  et  le 
point  double  A .T  ou  A .T'  = o,  qui  n’est  autre  que  le  point 
d’osculation  o,  suivant  lequel  ce  premier  cercle  touche  la 
droite  A ; 

Fig.  94. 


Pour  le  second,  le  point^simple  5 ou  D.T  = o,  et  le 
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point  double  B. T ou  B. T'  = o : ce  dernier  se  confondant 
encore  avec  le  point  d’osculation  suivant  lequel  ce  second 
cercle  touche  la  droite  B. 

Le  problème  est  donc  résolu,  et  Ton  a cet  énoncé  : 

Une  conique  étant  définie  par  un  quadrilatère  inscrit 
ABCD  et  la  tangente  en  l’un  îles  sommets  A B ou  o de 
ce  quadrilatère  ; pour  obtenir  le  cercle  oscillateur  de  la 
courbe  au  point  o,  on  mènera  de  ce  point  des  perpen- 
diculaires aux  côtés  adjacents  A et  B,  respectivement  limi- 
tées, en  a et  (i,  à des  perpendiculaires  élevées  sur  la  tan- 
gente par  les  traces  de  cette  dernière  sur  les  côtés  opposés 
C et.  Ü.  Menant  ensuite  la  droite  afi,  le  segment  oo'  in- 
tercepté par  celte  droite  sur  la  normale  au  point  considéré 

o,  représentera  le  diamètre  du  cercle  oscillateur.  La  solu- 
tion donnée  par  M.  Chasles  ( Traité  des  Sections  coniques, 

p.  49)  suppose  la  construction  de  la  formule  suivante  : 

B«.  Brr'  CA 

1 Cn.Ca'  BA.Bc 

•120.  Remarque  1 . — II  résulte  des  différences  auxquelles 
donne  lieu  la  représentation  analytique  de  l'axe  radical  de 
deux  cercles,  considérés  dans  le  plan  ou  sur  la  sphère,  que 
l’analyse  précédente  n’est  pas  directement  applicable  à la 
construction  du  cercle  oseulateur  d’une  conique  sphérique. 
Toutefois,  par  une  singularité  digne  de  remarque,  la  con- 
clusion légèrement  modifiée  de  cette  analyse  demeure  vraie, 
sur  la  sphère  comme  dans  le  plan.  Et  celte  même  construc- 
tion, qui  nous  fournissait  tout  à l’heure  le  diamètre  oo'  du 
cercle  oseulateur  d'une  conique  plane,  recommencée  sur 
la  sphère  pour  une  conique  définie  par  les  mêmes  élément», 
nous  fournirait  encore  le  petit  axe  oo'  d’une  ellipse  sphé- 
rique droite  (ou  capable  d'un  angle  droit),  osculatrice 
en  o h la  courbe  proposée.  C’est  ce  qu’on  aperçoit  bien 
aisément  à l’aide  d'une  projeçtion  centrale  de  la  figure  : 
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le  point  de  vue  étant  placé  au  centre  de  la  sphère,  et  le 
plan  du  tableau  n'étant  autre  que  le  plan  tangent  mené 
par  le  point  o autour  duquel  se  fait  la  construction. 
D’ailleurs  si  l'on  considère  Ye.llipse  sphérique  droite  dé- 
crite sur  la  base  o?,  et  qui  n’est  autre  que  le  segment 
capable  d' un  angle  droit  0M0'  s'appuyant  sur  cette  base, 
les  plus  simples  propriétés  des  triangles  sphériques  rec- 
tangles permettent  d’en  déterminer  le  cercle  osculateur 
pour  l’un  ou  l’autre  des  points  o,  o1.  On  trouve  ainsi,  en 
désignant  par  R le  rayon  de  ce  cercle, 

tangou'  = 1 tangR. 

Tel  est  donc  aussi,  pour  la  conique  sphérique  que  l’on  con- 
sidérait d’abord,  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  fonction 
de  l’arc  ou'  défini  par  la  construction  indiquée;  et  la  même 
construction,  effectuée  dans  le  plan,  s’y  traduit  par  la  re- 
lation analogue 

00'  = 2 R. 


421 . Remarque  11 . — Les  formules  connues 


a1  b7 

R = — — î tancR  = cos3p 
P> 


tang’  a . tang*  b 
sia1  p 


(*) 


se  peuvent  aussi  déduire  de  la  construction  précédente, 
appliquée  à un  parallélogramme  inscrit  dont  l’un  des  som- 
mets serait  au  point  d'osculation  et  dont  les  diagonales 
seraient  dirigées  suivant  deux  diamètres  conjugués. 

422.  Remarque  III.  — Si  les  axes  principaux  de  la 
courbe  sont  donnés  déposition,  et  que  l’on  connaisse  en 
outre  un  de  ses  points  m et  la  tangente  correspondante;  on 
substituera  au  parallélogramme  dont  on  vient  de  parler  un 


(*)  Théorie  nouvelle^  géométrique  et  mécanique , des  lignes  a double  cour- 
bure, 1860,  p.  44* 


3i 


Digifeed  by  Google 


CHAPITRE  XIV. 


482 

rectangle  inscrit  : et  l’on  verra  ( fig . p5)  que  si,  par  les 
traces  de  la  tangente  donnée  sur  chacun  des  axes  ox  et 
oy , on  mène  à cette  tangente  des  perpendiculaires  res- 


Fie-  9$- 


peclivemcnt  terminées  en  p'  et  q'  à /’ ordonnée  mp  et  à 
l'abscisse  mq  du  point  de  contact , le  centre  du  cercle 
oscillateur  en  ce  point  appartiendra  à ta  droite  p'q', 
laquelle  contient  aussi  le  centre  de  la  courbe. 

•423.  Problème  II.  — Étant  donnés  l'un  des  Jj^yers 
d' une  conique  et  la  directrice  correspondante,  conshuire 
le  cercle  osculateur  en  un  point  donné  ni  de  la  courbe. 

Soient  T = o la  tangente  au  point  donné,  et  T'  = o une 
droite  issue  de  ce  point  (fig.  96)  : la  courbe  proposée  S et 
le  cercle  osculateur  S'  que  l’on  cherche  seront  définis  ac- 
tuellement par  les  équations 

(0)  SsX’  + V — D'^o, 

(1)  S'==X’  + Y’  — D’  + T.T'=o, 

où  D = o désigne  la  directrice  donnée  et  X’  -t-  Y*  la  fonc- 
tion d’un  cercle  de  rayon  nul  dont  le  centre  est  au  foyer 
correspondant. 

De  la  double  équation  (1)  on  tire  d’abord  l’identité 
(1')  S'—  (X>  -t-Y>)s=  — D’H-T.T. 


Digitized  by  Google 


ADIRES  CONSTRUCTIONS  DD  CERCLE  OSCDLATEDR.  4^3 

Les  équations  équivalentes 

(2)  S'-(X’-t-Y»)=o, 

(a')  DJ  — T.T'  = o 

représentent  donc  un  seul  et  môme  cercle  S" — inscrit  flans 

l'angle  TT'  suivant  la  corde  de  contact  D = o,  ainsi 
que  cela  résulte  de  l’équation  (a')  — et  ayant  un  même 
axe  radical  avec  le  cercle  osculateur  que  l’on  cherche  S'  et 
le  foyer  F (X*  4-  Y*  = o)  assimilé  à un  cercle  de  rayon 
nul  : c’est  ce  qui  résulte  de  l’équation  (a).  Les  trois  cercles 

S',  S",  F 

auront  dès  lors  leurs  centres  en  ligne  droite.  Mais  le  centre 
du  troisième  est  au  foyer  donné  F ; et  il  résulte  de  l’équa- 
tion (a')  que  le  centre  du  second  S"  est  au  point  de  concours  y 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  donné  m sur  la 
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directrice,  et  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  la  tangente 
donnée  par  la  trace  de  cette  tangente  sur  la  directrice.  Le 
centre  du  cercle  osculateur  S'  se  trouvera  donc  sur  la 
droite  résultante  F y,  et  l’on  peut  énoncer  ce  théorème: 

Le  centre  du  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque  m 

3i. 
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d'une  conique  est  situé  sur  la  droite  qui  va,  de  l'un  quel- 
conque des  foyers  de  la  courbe , au  point  de  concours  de 
deux  droites  menées  : la  première  par  le  point  d'oscula- 
tion ni  perpendiculairement  à la  directrice  correspon- 
dante ; la  seconde,  perpendiculairement  à la  tangente 
au  point  d' osculation,  par  la  trace  de  cette  tangente  sur 
la  directrice. 

424.  Problème  III.  — Étant  donnés  les  asymptotes  et 
un  point  d'une  hyperbole,  construire  le  cercle  osculateur 
en  ce  point. 

La  courbe  donnée  et  le  cercle  que  l'on  veut  construire 
ont  actuellement  pour  équation 

(0)  SbH+i=o, 

(1)  S'sïY+i+TT  = o; 

et  l’on  déduit,  de  cette  dernière,  l’identité 
Cl')  S'-isXY  + n1. 

Les  équations  équivalentes 

(2)  S'  — 1=0, 

(2')  XY  + n'=o 

représentent  donc  un  seul  et  même  cercle  — concentrique 

Fig.  97. 


au  cercle  osculateur  cherché  S',  en  vertu  de  l’équation  (2) 
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— et  circonscrit,  en  vertu  de  l’équation  (2'),  au  quadrila- 
tère partiellement  indéterminé 

X.T.Ÿ.T'. 

Mais  l’indétermination  de  ce  quadrilatère  disparaît  devant 
la  condition  qu’il  soit  inscriptible.  Son  quatrième  côté  T', 
que  l’on  sait  déjà  devoir  passer  par  le  point  d’osculation, 
est  antiparallèle  à la  tangente  T par  rapport  à l’angle 
des  asymptotes  ; et  l’on  a ce  théorème  ( fig . 97)  : 

Le  cercle  oscillateur  en  un  point  quelconque  d'une  hy- 
perbole est  concentrique  au  cercle  qui  passerait  par  les 
traces,  sur  les  asymptotes,  de  la  tangente  au  point  d'os- 
culation et  d'une  droite  qui  serait  menée  de  ce  point  dans 
une  direction  antiparallèle  à cette  tangente  par  rap- 
port à l'angle  des  asymptotes. 

§ VI.  — Des  angles  solides  conjugues  à une  sphère  de 
rayon  nul,  et  de  quelques  propriétés  du  quadrilatère 
sphérique. 

423.  Soient 

ABC  =0  et  H = o 

les  équations  de  quatre  plans  issus  d’uue  même  origine  O; 
les  trois  premiers  de  ces  plans  étant  donnés,  on  peut  dis- 
poser de  la  direction  du  quatrième  de  telle  sorte  que  l’é- 
quation 

stÀJ  -t-  pB’  -t-  7c1  -4-  X H!  = o 

représente  une  sphère  de  rayon  nul;  et  l’on  a dès  lors 
l’identité 

(1)  aAs-hPB!-+-7C’-+-XH!==X’-)-Y’  -t- Z’. 

Les  équations  équivalentes 

(2)  «A’-f-pB1  -t-7C>=o, 

(2')  X’  -f-  Y’  + Z1  — XH1  = o 

représentent  donc  une  seule  et  même  surface:  un  cône  de 
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révolution  conjugué  au  trièdre  ABC  et  ayant  pour  sommet 
le  point  O,  pour  axe  la  perpendiculaire  00'  abaissée  de  ce 
point  sur  le  plan  H.  La  section  de  ce  cône  par  l’un  quel- 
conque de  ses  plans  cycliques,  H = h , sera  doue  un  cercle 
dont  le  centre  devra  se  trouver  sur  l’axe  00',  puisqu'il 
s’agit  d’un  cône  de  révolution;  et  au  point  de  rencontre 
des  hauteurs  du  triangle  résultant  des  traces  du  plan  sécant 
sur  les  faces  du  trièdre  ABC,  puisque  ce  trièdre  et  ce  cône 
sont  conjugués.  On  conclut  de  là  que  l’axe  du  cône  (a') 
coïncide  avec  la  droite  de  commune  intersection  des  trois 
plans-hauteurs  du  trièdre  ABC,  et  que  le  plan  H capable 
de  satisfaire  à l’identité  (i)  est  perpendiculaire  à cette 
droite. 

426.  Soit,  en  outre,  H'  = <>  un  plan  quelconque  pa- 
rallèle au  précédent,  l’identité  (i)  entraînant  la  suivante 

t o = «A1  ■+-  pB’  7C1  -t-XH'’ 

| =(X  — «)’-+- (Y  — b)'  + (Z-c)'  — '■% 

la  sphère  représentée  par  l’une  ou  l’autre  de  ces  équations 
sera  conjuguée  au  tétraèdre  ABCH'.  Tout  tétraèdre  dans 
lequel  le  plan  de  l'une  des  faces  est  perpendiculaire  à la 
droite  d' intersection  des  plans-hauteurs  du  trièdre  opposé 
admet  donc  une  sphère  conjuguée;  et  scs  quatre  hauteurs 
se  coupent  en  un  même  point. 

427.  Soient  encore  ABCD  = o les  plans  des  faces  d’un 
angle  solide  tétraèdre,  et  ajsyd  = o les  plans  menés  par 
le  sommet  de  cet  angle  perpendiculairement  aux  droites- 
hauteurs  de  chacun  des  trièdres  BCD,  CDA,  DAB,  ABC. 
La  sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  sommet  de 
l’angle  solide  considéré,  étant  définie  par  l’une  quelconque 
des  équations 

( 1 ) a>  ■+  B*  -+-  C’  4-  D1  = o, 

(2)  fi’-t-C’  + D>-|-À*  — o,.... 
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où  a*  désigne  un  multiple  quelconque  du  carré  a’ ; toutes 
ces  équations  sont  deux  à deux  équivalentes.  On  a,  par 
exemple,  l'identité 

à'  + B’J-  C’  + D’sp’+C’+D1  + À'i 
que  l’on  peut  écrire 

(3)  Â’-t- B’  + C’-t- D--Hots  + fi*  = o; 

et  il  résulte  de  celle-ci  que  les  plans  ABCDa/3  = o sont 
tangents  à un  même  cône  du  second  ordre.  Les  huit  plans 
analogues  ABCD  X = o font  dès  lors  huit  plans 
tangents  d'un  même  cône  du  second  ordre.  Et  il  est  aisé 
de  voir  que  ce  cône  est  l’un  de  ceux  dont  l’entière  détermi- 
nation exige  seulement  la  donnée  de  quatre  plans  tan- 
gents, et  que  nous  dirons  inscriptihles,  parce  qu’on  peut 
leur  circonscrire  une  infinité  dé  trièdres  trirectanglcs ; 
comme  il  arrive  ici  pour  le  cône  considéré. 

Soient  effectivement  ax1  = o un  dièdre  droit,  circonscrit 
à ce  cône,  et  ««'a*  = o le  trièdre  trirectangle  de  même 
sommet  construit  sur  ce  dièdre.  Si,  entre  les  identités 

(3')  À3  -t-  B1  -t-  CJ  -t-  D1  -t-  «’  -t-  â'J  = o 

et 

(i')  a34-B3  + C’4-D3  = a3-t-a'3-t-a'3, 

— auxquelles  donnent  lieu,  d’une  part,  les  six  plans  tan- 
gents ABCDaa'  = o du  cône  considéré;  de  l’autre,  les 
. deux  formes  analytiques  de  la  sphère  de  rayon  mil  ayant 
pour  centre  l’origine  — on  élimine  le  carré  a'*,  l’identité 
résultante 

À3  -+-  B>  -+-  C3  -4-  D3  + a?  -t-  a"3  s=  o 

exprime  le  contact  du  sixième  plan  a"  et  du  cône;  et  ce- 
lui-ci admet  une  infinité  de  trièdres  trirectanglcs  circon- 
scrits, tels  que  aa.' a" . On  a donc  ce  théorème  : 

Les  côtés  A,  B,  C,  D d’un  quadrilatère  sphérique  quel- 
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conque,  et  les  quatre  grands  cercles  a,  (3,  y,  $ ayant  pour 
pôles  respectifs  les  points  de  concours  des  hauteurs  des 
quatre  triangles  formes  de  trois  quelconques  des  côtés  de 
ce  quadrdatère,  sont  tangents  à une  même  conique  sphé- 
rique, inscriptible  elle-même  à une  infinité  de  triangles 
trirectansles. 

Telle  est  d’  ailleurs  la  proposition  corrélative  que  : 

Les  points  de  concours  des  hauteurs  de  chacun  des 
triangles  formes  des  côtés  d'un  quadrilatère  sphérique, 
pris  trois  à trois , et  les  pôles  des  côtés  de  ce  quadrilatère 
font  toujours  huit  points  d'une  même  conique  sphérique 
circonscriplible  à une  infinité  de  triangles  trirectang/es. 

428.  Corollaire  I.  — Toute  conique  sphérique  inscrip — 
tihle  à un  triangle  trirectan gle , et  inscrite  à un  tiiangle 
donné,  touche  d' elle-même  le  grand  cercle  ayant  pour 
pôle  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce  triangle ; 

Et  toute  conique  sphérique,  circonscriptible  à un  trian- 
gle trirectangle  et  circonscrite  à un  triangle  donné,  passe 
d’ elle-même  par  le  point  de  rencontre  ries  hauteurs  de  ce 
triangle. 

429.  Corollaire  II.  — Tout  angle  solide  pentaèdre 
ABCDE  = o qui  admet  une  sphère  conjuguée,  ou  qui  est 
tel,  que  les  plans  de  ses  diverses  faces  donnent  lieu  à 
l'identité 

(i)  À!+B!  + C,  + D!+É'  = X!  + Y1  + Z1, 

est  circonscrit  à un  cône  inscriptible  ; et  quatre  quelcon- 
ques des  faces  de  cet  angle  solide  suffisent  à la  détermi- 
nation de  ce  cône. 

L’élimination  de  la  fonction  sphérique  X*  -4-  Y’  -i-  Z* 
entre  les  identités  (i)  et 

(i)  «•  -I-  B'  -f  C1  -+■  D1  = X>  + Y’  -t-  Z»  (n°  427,  p.  486) 
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entraîne,  en  effet,  celte  autre  identité 

(«')  Â’  + B’  + C'  + D’+j’  + É’so: 

ou  la  conclusion  que  le  plan  E = o est  tangent  au  cône 
inscriptible  que  déterminent  les  quatre  plans  tangents 
A,  B,  C,  D,  et  dont  le  contact  avec  le  plan  a = o a été 
reconnu  déjà  (n°427).. 


430.  Théorème.  — Les  dix  plans  menés  par  chacun  des 
sommets  d’un  pentaèdre  perpendiculairement  à l'arête 
opposée  concourent  en  un  même  point,  et  ce  pentaèdre 
admet  une  sphère  conjuguée 

(*)  o = À'+B!  + C,  + i)1  + È!sX!  + Y,  + Z1-  4, 

si  les  plans  de  ses  faces  sont  parallèles  à autant  de  plans 
tangents  d’un  même  cône  inscriptible. 

Si,  en  effet,  A'B'C'D'E' = o désignent  les  faces  du 
pentaèdre,  transportées  parallèlement  à elles-mêmes  en  un 
même  point  XYZ  de  l’espace,  l’une  quelconque  des  iden- 
tités (i)  ou 

(/')  À" -h  B'5  -+■  C"  -I-  D'1  4-  É'!  sX'  + Y>  + Z' 

entraîne  l'autre;  et  la  dernière,  (i1),  le  théorème  énoncé 
(Corollaire  II). 


431 . On  a vu  déjà  que  tout  hexaèdre  P, . . .P«  = o ad- 
met une  sphère  conjuguée;  si  V hexaèdre  est  inscriptible, 
le  plan  radical  de  la  sphère  circonscrite  et  de  la  sphère 
conjuguée  contient  le  centre  de  l'hyperboloïde  qui  aurait 
pour  génératrices  rectilignes  les  droites  d'intersection 

P,P4)  P.P,,  P,P5 

des  faces  opposées  de  l'hexaèdre.  Ces  deux  sphères  ayant,  • 
en  effet,  pour  équations 


et  P,  P,  -+-  P, P»  4-  P, P,  = o, 
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leur  plan  radical  R = o satisfait  à l’identitc 


P,  P.  + P.P.-I-P, P.ssR, 


et  représente,  par  suite,  l’un  des  plans  diamétraux  d’une 
surface  du  second  ordre  inscrite  à l’hexaèdre  P,...  P,  et 
conjuguée  aux  trois  couples  de  plans  P,  P»,  P,P5,  PjP«- 
D’ailleurs  le  point  de  contact  de  celte  surface  et  de  chacun 
des  plans  P,,  P*  appartient  à la  fois  à ce  plan  et  à son 
conjugué  Pt  ou  P,.  Chacune  des  droites  P,P,,  P,PS,  PSP6 
se  trouve  donc  conjuguée  à elle-même  par  rapport  à la  sur- 
face dont  il  s'agit  : et  celle-ci  n’est  autre  qu’un  hyperbo- 
loïde  passant  par  chacune  de  ces  droites  (n°  168,  p.  172). 


§ VII.  — Théorèmes  et  problèmes  divers  sur  les  surfaces 
du  second  ordre. 

432.  Problème  1.  — Faire  passer  un  cône  du  second 
ordre  par  un  groupe  donné  de  huit  points  situes,  les  trois 
premiers  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  tous 
les  autres  dans  un  même  plan  (Lamé,  Examen  des  diffé- 
rentes Méthodes,  p.  57). 

1).  Supposons  le  problème  résolu,  et  imaginons  que  le 
triangle  123  déterminé  par  les  trois  premiers  points  soit 
projeté,  suivant  le  sommet  du  cône,  sur  le  plan  de  la 
conique  C déterminée  par  les  cinq  autres  (f‘g.  98).  Le 
triangle  résultant  1“2'3"  se  trouvera  inscrit  à cette  conique, 
et  ses  différents  côtés  passeront  par  les  traces  respectives 
des  côtés  12,  23,  31  du  triangle  primitif  sur  le  plan  de  cette 
courbe.  Réciproquement  si,  par  ces  traces  1',  2',  3'  que  l’on 
connaît  et  qui  sont  d’ailleurs  en  ligne  droite,  on  fait  passer 
les  côtés  d’un  triangle  1"2'3*  inscrit  à la  courbe  C,  les 
triangles  123  et  1”2'3"  ayant  un  axe  auront  par  cela  même 
un  centre  d'homologie  ; et  le  point  de  concours  des  droites 
de  jonction  de  leurs  sommets  homologues  représentera  le 
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sommet  de  l'un  des  cônes  répondant  à la  question,  rame- 
née de  la  sorte  à ce  problème  de  géométrie  plane  : inscrire 

Fig.  98. 


K 


à une  conique  donnée  un  triangle  dont  les  côtés  passent 
respectivement  par  autant  de  points  donnés,  situés  en 
ligne  droite. 

Telle  est  au  fond  la  solution  de  M.  Lamé,  et  l’on  voit 
que  le  précepte  de  Desargues,  si  souvent  rappelé  de  nos 
jours,  et  si  rarement  appliqué,  y est  oublié  une  fois  de 
plus;  mais  oublié,  peut-on  dire,  le  plus  heureusement  du 
monde.  Car  si  la  Géométrie  y perdait  quelque  chose,  qu’il 
est  aisé  de  lui  rendre,  l’analyse  y devait  gagner  une  pre- 
mière solution  du  problème  des  triangles  pivotants  inscrits 
à une  conique  (p.  58)  : solution  extrêmement  remarquable, 
peu  remarquée,  sans  doute  parce  qu’une  sorte  de  divina- 
tion qui  y supplée  à toutes  les  insuffisances  de  l’instrument 
cartésien,  la  rend  difficile  à suivre,  même  à la  suite  de 
l’auteur;  mais  qui  soulève  la  question  de  savoir  si  tout  sera 
bénéfice  pour  les  géomètres  dans  les  progrès  de  la  Géo- 
métrie et  le  perfectionnement  de  ses  méthodes,  et  s’ils  n’y 
perdront  pas  les  belles  violences  où  les  jette  parfois  un 
obstacle  imprévu,  qu’ils  n’auraient  garde  d’emporter, 
comme  ils  font  d'ordinaire,  s’ils  savaient  d’avance  qu'ils  le 
peuvent  tourner. 

a).  Revenons  à notre  problème,  et  puisque  le  cône  que 
l’on  cherche  doit  contenir  la  courbe  C et  chacun  des  points 
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1,  2,  3,  observons  que  chacune  des  génératrices  menées  du 
sommet  de  ce  cône  aux  points  1,2,  3 devra  s'appuyer  sur 
cette  courbe,  et  ce  sommet  appartenir  à chacun  des  cônes  de 
sommets  respectifs  1,2,  3 et  de  base  commune  C,  ou  à leur 
commune  intersection.  Or  deux  quelconques  de  ces  cônes 
(1,  C),  (2,  C)  ayant  une  courbe  d’entrée  plane,  leur  courbe 
de  sortie  est  plane  également  ; et  la  détermination  du  plan 
qui  la  contient  résulte  aussitôt  de  la  méthode  ordinaire. 

Si,  en  effet,  par  la  trace  3’  de  la  droite  des  sommets  sur  le 
plan  de  la  courbe  de  base  C (f‘g.  99)  on  mène  une  trans- 
versale 3’aô  rencontrant  cette  courbe  aux  points  a et  b ; que 
l’on  mène  ensuite  les  génératrices  la  et  2 b qui  se  coupent 
en  5',  1 b et  2a  qui  se  coupent  en  les  points  J,  s' obtenus  de 
la  sorte  appartiendraient  au  plan  de  la  courbe  de  sortie  des 
deux  cônes  considérés.  Mais  il  résulte  de  cette  construction 
que  la  droite  ss'  n’est  autre  que  la  polaire  du  point  3'  par  rap- 
port au  système  (s'1  a,  r'2ô).  La  droite  «'passe  donc  par  les 
conjugués  harmoniques  du  point  3'  par  rapport  aux  deux 


Fie-  99- 


A 

s/  ; , 

jf/i> c. 

C*  ! \ * 1. 

'Je  A 1/ 

< < 


couples  (|,  2)  et  (a,  b).  Or  le  premier  de  ces  points  est  fixe, 
le  second  se  meut  sur  la  polaire  P du  point  3'  par  rapport 
à la  courbe  C ; et  tous  les  points  s,  s1  appartiennent  au  plan 
déterminé  par  la  droite  P et  le  conjugué  harmonique  du 
point  3'  par  rapport  au  segment  12.  Tel  est  donc  le  plan 


Digitized  by  Google 


DÉTERMINATION  DU  SOMMET  DE  CE  CÔNE.  49^ 

de  la  courbe  de  sortie  des  deux  premiers  cônes  (1,  C) 
et(2,C). 

Le  plan  de  la  courbe  de  sortie  de  l’un  de  ces  cônes  et  du 
troisième  (3,  C)  s’obtiendrait  de  la  même  manière;  et  les 
points  de  rencontre  de  l’un  quelconque  d'entre  eux  et  de  la 
droite  d’intersection  des  deux  plans  obtenusde  la  sorte  four- 
niraient enfin  les  sommets  S,  S'  des  deux  cônes  cherchés. 

433.  Remarque  I.  — Le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  passant  par  un  point  1,  ou  2,  ou  3 et  une  co- 
nique donnés,  est  un  cône  ayant  pour  base  cette  conique 
et  pour  sommet  le  point  donné.  Les  sommets  des  deux 
cônes  que  l’on  veut  conduire  par  la  courbe  C et  les  points 
1,2,3  seront  fournis  dès  lors  par  les  deux  points  S',  S"  qui, 
associés  à cette  courbe,  forment  la  commune  intersection 
des  trois  surfaces  coniques  (1,  C),  (2,  C),  (3,  C).  Or  le 
sommet  S'  ou  S"  de  chacun  des  cônes  cherchés  doit  ap- 
partenir — à la  polaire  relative  à ce  cône  de  la  droite  l’2'3' 
commune  intersection  du  plan  123  et  de  celui  de  la  courbe 
C — ou  à la  commune  intersection  des  plans  polaires  des 
trois  points  1',  2',  3'.  D’ailleurs  chacun  de  ces  plans  polaires 
est  déterminé  par  un  point  — le  conjugué  harmonique  du 
point  1',  ou  2',  ou  3',  par  rapport  au  segment  23,  ou  31,  ou 
12 — et  une  droite:  la  polaire  du  point  1',  ou  2',  ou  3'  par 
rapport  à la  conique  C.  La  droite  d’intersection  de  ces 
plans  polaires  est  donc  pareillement  déterminée;  et  les 
traces  de  cette  droite  sur  le  cône  de  sommet  1,  ou  2,  ou  3 
et  de  base  C,  déterminent  les  sommets  des  deux  cônes 
cherchés. 

Ces  dernières  considérations,  ou  leurs  oorrélatives,  s’ap- 
pliqueraient directement  à la  détermination  du  plan  d’une 
conique  doublement  inscrite  à un  cône  et  à un  irièdre 
donnés. 

434.  Remarque  II.  — Si  l’on  imagine  (Jig.  98)  le  plan 
123  rabattu  autour  de  la  droite  l'2'3' sur  le  plan  de  la 
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courbe  C,  on  pourra  effectuer  dans  celui-ci  toutes  les  con- 
structions que  suppose  le  problème  précédent,  et  en  dé- 
duire, comme  corollaire,  la  détermination  bien  connue  du 
premier  sommet  d’un  triangle  inscrit  à une  conique  don- 
née et  dont  les  côtés  seraient  assujettis  à passer  par  trois 
points  1 i’,  3'  situés  en  ligne  droite. 

433.  Remarque  II  J.  — Si  l’on  élargit  un  peu  les  don- 
nées du  problème  précédent,  lequel  consistait  en  réalité  à 
faire  passer  un  cône  du  second  ordre  par  deux  coniques 
ayant  une  corde  commune , on  est  conduit  à cette  pre- 
mière généralisation  d’un  théorème  de  Moebius  : 

Une  surface  du  second  ordre  étant  assujettie  à passer 
par  deux  ellipses  données  — lesquelles  admettent  une 
corde  commune  réelle  ou  idéale  — et  par  un  point  com- 
plémentaire M,  celte  surface  est  — un  cjlipsoïde  si  ce  point, 
est  extérieur  à l' un  des  deux  paraboloïdes  elliptiques  qui 
passent  par  les  deux  courbes  données  et  intérieur  h Vautre 
— un  hypcrboloïdc,  à une  ou  à deux  nappes,  si  le  point  M 
est  extérieur  aux  deux  paraboloïdes  ou  intérieur  à l' un 
et  à V autre. 

Que  si  l’on  voulait  en  outre  spécifier  celui  des  deux  hy- 
perboloïdes  que  peut  déGnir  le  point  mobile  M,  il  est  clair 
que  l’on  devrait  distinguer  d’abord  chacune  des  situations 
possibles  de  ce  point  dans  l’un  des  espaces  angulaires  com- 
pris entre  les  deux  paraboloïdes  précédents  et  les  deux 
cônes  du  second  ordre  que  l’on  peut  mener  aussi  par  les 
deux  ellipses  données.  Observant  ensuite  que  la  transition 
de  V ellipsoïde  kVhj  perboloïde  à deux  nappes  se  fait  tou- 
jours par  un  paraboloïde  elliptique  ; celle  de  l’un  des  deux 
hyperboloïdes  à l 'autre  par  un  cône  : ou  verrait  que  la 
surface  déünic  par  le  point  complémentaire  M devient, 
d’ellipsoïde,  hypcrboloïdc  à deux  uappes,  ou  inversement, 
toutes  les  fois  que  le  point  M traverse  l’un  des  deux  para- 
boloïdes de  la  série;  et  que  toutes  les  fois  que  ce  point  tra- 
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verse  l'un  des  deux  cônes  de  la  série,  la  surface  devient, 
d’hvperboloïde  convexe,  hyperboloïde  gauche,  ou  inver- 
sement. 


436.  Remarque  IV.  — Si  l’on  imagine  line  série  de  coni- 
ques circonscrites  à un  quadrilatère  convexe , ABCD  — o, 
et  que,  considérant  celle  de  ces  courbes  qui  se  trouve  définie 
parla  donnée  d'un  point,  complémentaire  M„,  on  la  rap- 
porte aux  deux  paraboles  de  la  série 

(i)  ï’  + X = o, 


(2)  Z1  -l-  T = o, 

par  l’équation  évidente 

Y’  + X 7.  4-1 

( ’ y;  + x.  z\  -i-t.' 

les  directions  asymptotiques  de  la  courbe  considérée  se 
trouvent  définies  par  l'équation 


-4) 


Y1  Z1 

y:  + x.-z;4-t;’ 


et  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  les  nombres 
Yj-t-Xo  et  Zj  -+-  T,  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires.  Dans  le  premier  cas , le  point  complémen- 
taire M0  est  intérieur  aux  deux  paraboles  ou  extérieur  à 
toutes  les  deux,  et  la  courbe  qu'il  détermine  est  une  hy- 
perbole ; dans  le  second,  le  point  M#,  intérieur  à l'une  des 
deux  paraboles,  est  extérieur  à l'autre,  et  la  courbe  qu'il 
détermine  est  une  ellipse  (Moebius,  Der  Barycenlrische 
Calcul,  1827,  p.  38a).  C’est  le  théorème  dont  nous  par- 
lions tout  à l'heure;  et  c’est  encore,  si  l’on  veut,  une  autre 
manière  d’obtenir  les  directions  diamétrales  des  deux 
paraboles  circonscrites  au  quadrilatère  ABCD  = o.  Car 
si  l’on  rapporte  les  côtés  opposés  de  celui-ci  aux  deux  pa- 
raboles que  l’on  cherche,  les  identités  résultantes 

ACsY’  + X + MZ'  + T),  BDsY’+  X -t-  (*  (Z>  T) 
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deviennent,  en  négligeant  la  position  absolue  des  droites 
qui  y figurent  pour  ne  voir  que  leurs  directions, 

A'  C'  = T'*  h-  XZ'%  B'D'  = Y'1  -4-  fiZ'1  : 

et  les  directions  diamétrales  cherchées,  o = Y'  = Z',  sont 
en  évidence  dans  ces  dernières  (n°  273,  p.  a97). 


■437.  Remarque  F.  — Imaginons  de  même  une  série  de 
surfaces  du  second  ordre,  menées  par  un  groupe  donné  de 
huit  points,  ou  par  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
qu'ils  déterminent,  Ct;  et  considérant  celle  de  ces  sur- 
faces qui  se  trouve  définie  par  la  donnée  d'un  point 
complémentaire  M0,  cherchons  à en  déterminer  le  genre. 

i).  Si  la  courbe  gauche  C4  admet  d'abord  des  bran- 
ches infinies , le  problème  est  aussitôt  résolu;  et  la  série 
considérée  ne  contient  que  des  hyperboloïdes. 

a).  Supposons  donc  limitée  de  toutes  parts  la  courbe 
gauche  donnée,  ses  traces  sur  le  plan  à l’infini  seront  alors 
imaginaires  toutes  les  quatre;  et  il  résulte  d’une  proposition 
antérieure  (n°  359,  p.  4°°)  que  l’on  pourra  faire  passer 
par  celle  courbe  deux  paraboloïdes  elliptiques  réels  dont 
les  équations,  rapportées , si  l’on  veut,  à l'un  de  leurs 
plans  diamétraux  communs , Y = o,  pourront  s’écrire 

(i)  T‘  + Z'  + X=o, 


(a)  Y>  -+-  V>  -+-  T = o. 

Celle  des  surfaces  de  la  série  qui  passe  parle  point  com- 
plémentaire Mo,  rapportée  à ces  deux  paraboloïdes,  sera 
donc  représentée  par  l’équation 


(3) 


Y!  + Z:  + X _ Y’  -+-  V’  -t-  T 

y;  ■+■  z\  ■+■  x,  “ yî  -+-  v;  -+-T.’ 


et  le  cône  asymptote  de  celte  surface,  considéré  en  direc- 
tion, par  la  suivante 


(4) 


Y’  -4-  Z'  _ Y’  -t-  V1 

y;  -+-  z\  + x,  — y;  + v;  -t-T,' 


Digitized  by  Google 


GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  PRÉCÉDENT.  497 

Or  ce  cône  est  réel  ou  imaginaire  suivant  que  les  nombres 
YJ+ZJ+X,,  et  YJh-VJ  + T. 

sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires  : c’est-à-dire 
suivant  que  le  point  W0  est  semblablement  ou  diversement 
placé  par  rapport  aux  deux  paraboloïdes  de  la  série.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Une  surface  du  second  ordre  étant  assujettie  à passer 
par  un  point  M et  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
limitée  de  toutes  parts,  cette  surface  est  : un  hypcrboloïdc 
si  le  point  M est  intérieur  à chacun  des  deux  paraboloïdes 
elliptiques  que  l'on  peut  conduire  par  la  courbe  donnée, 
ou  extérieur  à chacun  d'eux;  un  ellipsoïde,  au  con- 
traire, si  le  point  M est  extérieur  à l'un  de  ces  parabo- 
loïdcs  et  intérieur  à l'autre. 

Dans  le  premier  cas,  la  séparation  en  deux  genres  des 
byperboloïdes,  à une  ou  à deux  nappes,  qui  peuvent  cor- 
respondre alternativement  au  point  M,  exigerait,  comme 
au  n°  436,  l’intervention  des  quatre  cônes  du  second  ordre 
que  l’on  peut  conduire  par  la  courbe  gauche  donnée. 


438.  Problème  II.  — Étant  donnés  six  points  et  l'un 
des  plans  directeurs , Y = o,  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique, on  peut  en  déterminer  autant  de  génératrices  rec- 
tilignes que  l'on  veut  et  déduire  ensuite,  de  trois  quel- 
conques d’entre  elles,  les  éléments  principaux  de  la  surface. 

Soient,  en  effet, 


(•) 


l'équation  du  paraboloïde  rapporté  à l’un  des  octaèdres 
construits  sur  les  six  points  donnes  1,  — ,6;  et 


(2)  ^\p',Q’=:o 

la  section  déterminée  dans  la  surface  par  uu  plan  quel- 

3a 
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conque  Y = ’X  parallèle  au  plan  directeur  Y =0.  Cette 
section  devant  se  réduire  à une  droite,  la  droite  unique 
et  déterminée,  définie  par  l'équation  (2),  représentera  une 
première  génératrice  rectiligne  de  la  surface.  Or  nous 
avons  appris  à construire  la  droite  (2),  et  nous  savons 
qu’elle  ne  diffère  pas  du  lieu  des  centres  des  coniques  con- 
juguées aux  quatre  couples  P’.Q’,,...,  Pt  Q’4 , ou  aux 
quatre  couples  de  droites  qui  forment  les  traces  du  plan 
sécant  employé  sur  les  faces  opposées  de  l'octaèdre  1...0 
(n°  152,  p.  137). 

On  peut  d’ailleurs  déterminer  à prioii  le  second  plan 
directeur  Z = o.  L’identité 


Y‘ X,  P,  Q,  ==  YZ -+-  X, 

ÀmJl 

à laquelle  donnent  lieu  les  deux  formes  actuelles  de  l’équa- 
tion du  paraboloïde,  exprime,  en  effet,  que  les  faces  oppo- 
sées de  l'octaèdre  inscrit  1 . . . <>  et  les  deux  plans  directeurs, 
transportés  parallèlement  à leurs  directions  respectives  au- 
tour d’un  môme  point  o,  font  cinq  couples  de  plans  conju- 
gués à une  infinité  de  cônes  du  second  ordre.  On  pourra 
donc  construire  la  trace,  sur  un  plan  auxiliaire  quelconque, 
de  celui  de  ces  plans  Z = o qui  demeure  inconnu,  comme 
on  construit  la  droite  7J  = o définie  par  l’identité 


= Y'Z'  (n°  398,  p.  457). 


439.  On  parvient  à une  autre  construction  du  problème 
précédent  en  formant  d’abord  avec  cinq  des  points  donnés 
un  pentagone  gauche  12.  ..5  et  rapportant  ensuite  la  sur- 
face aux  plans  des  angles  successifs  de  ce  pentagone, 
P, P,. . . P,  = o,  à l’aide  de  l’équation 

P, P,  + P. P.  -+-  Po P4  -t-  P. P,  -+-  P>P,  = o. 


ou 

(>) 


P,  P, 


o. 
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Car  si  .l’on  coupe  actuellement  le  paraholoïde  par  un  plan 
parallèle  au  plan  directeur  et  issu  du  sixième  plan  donné. 
la  section  résultante  coïncidera  avec  celle  des  droites 
G'  = o définies  par  l’identité 


qui  passe  par  le  sixième  point,  ou  avec  la  droite  menée  de 
ce  sixième  point  au  centre  de  la  conique  conjuguée  au 
pentagone  gauche  P, ...P-,  ou  au  pentagone  plan  P1...Pi 
(n°  155,  p.  i5p).  FTt  nous  avons  vu  que  le  centre  d’une 
conique  définie  par  un  pentagone  conjugué  est  susceptible 
d’une  construction  trcs-simplc  (n°  182,  p.  i85). 


410.  L’  explication  géométrique  de  cette  dernière  con- 
struction est  d’ailleurs  évidente;  car  tous  les  paraholoïdes 
qui  ont  en  commun  cinq  points  et  un  plan  directeur, 
Y = o,  passent  par  une  meme  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre  formée  de  la  droite  à l'infini  du  plan  direc- 
teur, o = Y = c,  et  d’une  cubique  gauche  passant  par 
les  points  donnés  et  s'appuyant  en  deux  points  i,  i'  sur 
cette  droite.  Les  traces  /,  i',  o de  celte  dernière  courbe 
sur  un  plan  quelconque  Y = X,  parallèle  au  précédent, 
appartiennent  par  suite  à tous  les  paraholoïdes  considérés; 
et  il  résulte  de  la  propriété  de  huit  points 

1,2,..., 5,  /,  i,o 

d’une  cubique  gauche,  qu’il  existe  dans  ce  plan  une  co- 
nique doublement  conjuguée  au  triangle  ii'o  et  au  penta- 
gone gauche  1 2. . . 3 ou  au  pentagone  plan  dérivé  de  celui-là 
(n°  289,  p.  3a5).  Or  les  deux  premiers  sommets  i,  i'  du 
triangle  conjugué  ii'o  étant  à l’infini,  son  troisième  som- 
met o se  trouvera  au  centre  de  la  conique  correspondante  : 
c’est-à-dire  au  centre  même  de  la  conique  conjuguée  au 
pentagone  gauche  P,.  . . P5  = o ou  au  pentagone  plan  dé- 
rivé Pj  . . . P',  = o. 

3a. 
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441 . Problème  III.  — Un  cylindre  hyperbolique  étant 
défini  par  cinq  points  \f.  ..,3  et  ta  direction  Y = o de 
l'un  de  ses  plans  asymptotes,  la  détermination  des  géné- 
ratrices de  ce  cylindre  résulte  immédiatement  du  principe 
dont  on  vient  de  faire  usage,  associé  à la  propriété 
(n°  287,  p.  323)  de  sept  points  de  toute  cubique  gauche, 
et,  en  particulier,  de  celle  qui  se  trouve  définie  par  le 
groupe 

(i)  1,  2,  3,  h,  5 et  /,  i', 

où  i,  i'  désignent  deux  points  situés,  dans  des  directions 
inconnues,  sur  la  droite  à l'infini  du  plan  Y ==  o.  La 
courbe  (i)  appartient  en  effet  aux  deux  cylindres  que  l’on 
cherche,  et  leurs  génératrices  seront  connues  de  direction 
en  même  temps  que  les  points  /,  i1  de  cette  courbe. 

Or  on  sait  (n°287,  p.  3a3)  que  le  triangle  inscrit  5ij' 
et  le  quadrilatère  l'2'3’4'  intercepté  par  le  plan  de  ce  tiiau- 
gledans  le  tétraèdre  inscrit  1234  sont  toujours  circonscrip- 
libles  à une  même  conique,  laquelle  est  ici  une  parabole 
située  dans  le  plan  asymptotique  issu  du  point  5 et  inscrite 
à un  quadrilatère  connu  t'...4'.  On  mènera  donc  du  point 
S à cette  parabole  deux  nouvelles  tangentes  5/,  5 17,  et  les 
droites  résultantes  fourniront  les  directions  cherchées. 

442.  Problème  IV.  — Un  hyperboloïde  à une  nappe 
étant  défini  par  six  points,  ou  un  octaèdre  inscrit  1...6, 
et  une  génératrice  rectiligne  G',  si  l’on  mène  par  cette 
dernière  un  plan  quelconque  H'  et  que  l’on  construise  la 
droite  Iv,  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  précédente  G' 
par  rapport  à toutes  les  coniques  conjuguées  aux  quatre 
couples  de  droites  qui  résultent  des  traces  du  plan  sécant 
employé  sur  les  faces  opposées  de  l’octaèdre  1...G  : la 
droite  T'  fera  une  nouvelle  génératrice  de  la  surface,  et 
tous  les  éléments  principaux  de  lhvpcrboloïdc  pourront  se 
déduire  de  deux  déterminations  successives  de  cette  droite. 
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Toute  section  plane  de  l’hyperboloïde  considéré, 


= o, 


est  cITectivenicnt  représentée  par  une  équation  de  la  forme 


Les  deux  droites  G',  F7,  auxquelles  se  réduit  la  section  ac- 
tuelle, satisfont  dès  lors  à l’identité 


= G'.r', 


et  cette  relation  contient  à la  fois  la  définition  que  l’on 
vient  de  donner  de  la  seconde  génératrice  T'  (n°  160)  et 
sa  détermination  graphique  (n°  398,  p.  457). 


■413.  Mais  on  peut  procéder  d’une  autre  manière  et 
prendre  pour  point  de  départ  1 équation 

yPlp3=o 

de  l’hvperboloïdc  rapporté  aux  plans  des  angles  du  penta- 
gone gauche  1 . . .5  formé  de  cinq  des  points  donnés.  La  sec- 
tion G'. T'=  o de  l’hyperboloide  par  le  plan  conduit  sui- 
vant le  sixième  point  et  la  génératrice  donnée  G',  se  trouve 
alors  définie  par  l’identité 


et  l’on  a par  suite  une  nouvelle  génératrice  T7  de  la  surface 
dans  la  droite  menée,  du  sixième  point,  au  pôle  de  la 
droite  G7  par  rapport  à une  conique  située  dans  le  plan 
sécant  et  conjuguée  au  pentagone  gauche  P, ..  .P,,  ou  au 
pentagone  dérivé  F1...P'1  (n°  157,  p.  160).  Or  le  pôle 
d’une  droite  quelconque  par  rapport  à une  conique  définie 
par  un  pentagone  conjugué  peut  s’obtenir  à l’aide  d’une 


Digitized  by  Google 


5ou 


CHAPITRE  XIV. 


construciion  simple,  qui  n’exige  que  l’emploi  de  la  règle 
(n°  332,  p.  374). 

Cette  dernière  solution  du  problème  devient  d'ailleurs 
évidente  si  l'on  observe  que  tous  les  hypcrboloïdcs  ayant 
en  commun  cinq  points  et  une  génératrice  rectiligne  G', 
passent  d'eux-mémes  par  une  même  courbe  gauche  du 
quatrième  ordre  formée  de  la  droite  G'  elle-même  et 
d'une  cubique  gauche  qui  s'appuierait  en  deux  points 
sur  cette  droite  et  passerait  d'ailleurs  par  les  cinq  points 
donnés.  Il  reste  seulement  à associer  cette  observation  â la 
propriété  de  huit  points  d’une  cubique  gauche  (n°  289, 
p.  3a5). 

444.  Problème  V.  — Étant  donnés  sept  points  1,. . 7 
et  la  direction  d'une  série  de  plans  cycliques  d'une  sur- 
face du  second  ordre,  cette  surface  est  déterminée  et  l’on 
peut  en  obtenir  les  éléments  principaux  à l’aide  des  con- 
sidérations suivantes  : 

La  surface  que  l’on  veut  construire,  rapportée  à l’oc- 
taèdre inscrit  formé  de  six  quelconques  des  points  donnés, 
étant  représentée  par  l’équation 


sa  section  par  un  premier  plan  II',  parallèle  à la  direction 
donnée,  et  mené  par  le  point  7,  est  un  cercle  C'  que  l’on 
peut  définir  par  trois  de  ses  points  : le  point  7 lui-même  et 
deux  autres  points  que  l’on  sait  construire  (n°  152,  p.  i$j)  ; 
car  ils  forment  la  commune  intersection  de  tous  les  cercles, 
associés  des  quatre  couples  de  droites  interceptées  par  le 
plan  H'  sur  les  faces  opposées  de  l’octaèdre,  et  contenus 
dans  l’équation 


Si  l’on  coupe  ensuite  la  surface  par  deux  nouveaux  plans 
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H",  H'"  parallèles  au  précédent,  on  déterminera  de  même 
deux  points  et  par  suite  un  diamètre  de  chacune  des  sec- 
tions cycliques  résultantes  ; et  la  droite,  meure  du  centre 
du  premier  cercle  C*,  de  maniéré  à s appuyer  sur  chacun 
de  ces  diamètres,  représentera  le  lieu  des  centres  de  tous 
ces  cercles  ou  le  diamètre  conjugue  des  plans  cycliques 
de  la  première  série. 

Enfin,  si  par  l’un  quelconque  des  points  donnés 
et  deux  quelconques  des  trois  cercles  C/,  C , C™  mainte- 
nant déterminés,  on  fait  passer  deux  sphères  : leur  com- 
mune intersection  représentera,  conformément  à un  théo- 
rème connu,  l’un  des  cercles  de  la  seconde  sétie;  et  l’on 
pourra  déterminer  successivement  le  diamètre,  lieu  des 
centres  de  tous  ces  nouveaux  cercles,  le  centre  de  la  sur- 
face, l’un  de  ses  axes  principaux,  etc. 

Remarque.  — Si  les  points  donnés  coïncident  avec  les 
sept  premiers  sommets  d'un  hexaèdre 

PiQ.  X P.  Q»  X PjQi  “ 

la  construction  précédente  se  simplifie  encore;  chacune 
des  sections  circulaires  de  la  surface  est  immédiatement 
définie  dans  son  propre  plan  par  une  équation  de  la  forme 


et  l’on  y reconnaît  le  cercle  associé  (que  l’on  sait  con- 
struire) des  trois  couples  de  droites 

P” i Q',,  P', Q) 

interceptées  par  le  plan  de  la  section  sur  les  faces  oppo- 
sées de  l' hexaèdre  (u°  151,  p.  i $j). 

415.  Problème  VI.  — Étant  donnés  cinq  points  et.  les 
directions  H,,  H,  des  deux  séries  de  plans  cycliques  d'une 
surface  du  second  ordre,  on  peut  en  obtenir  autant  de 
sections  circulaires  que  l’on  veut,  de  l’une  et  de  l’autre 
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série,  à l’aide  des  équations  comparées 


(') 

et 


= o 


(t'J  pH,  H,  — S = o, 

où  S ■=  o désigne  une  sphère  actuellement  inconnue,  mais 
que  l’on  peut  déterminer  par  dix  de  ses  points.  L’identité 

(2) 

exprime,  en  effet,  que  la  section  de  cette  sphère  par  le 
plan  P6  = o est  l’un  des  cercles  concourants  contenus 
dans  l’équation 

( a'  ) P',  P',  -4-  X„  P',  P,  -4-  >„  P.  P,  -h  p H',  H',  = o. 

Or  deux  des  cercles  de  la  série  (a')  sont  susceptibles  d'une 
construction  immédiate,  le  premier 

( a',  ) P',  P3  -4-  X„  P',  P',  -4- 1„  P',  P , = o, 


qui  correspond  à l’hypothèse  p = o et  passe,  d’une  ma- 
nière évidente,  par  chacun  des  points 

P',.1*,  P',.  P".,  P',.  P,  ; 

le  second 

( a',  ) P,  (\n  P,  -4-  >„  P'.  ) -4-  U H',  H’,  = o, 


qui  résulte  de  l’hypothèse  = o et  qui,  devant  être  cir- 
conscrit au  quadrilatère  partiellement  indéterminé 

H'.  P,.  H',.  (X„  P, -H*, 4 P,), 

détermine  ce  quadrilatère  et  se  trouve  par  cela  même  dé- 
terminé. On  aura  donc,  dans  les  points  de  rencontre  de  ces 
deux  cercles  que  l’on  peut  construire,  les  deux  points  com- 
muns à tous  les  cercles  de  la  série  (a'),  ou  deux  points  de 
la  section  de  la  sphère  S par  le  plan  considéré,  P,  = o.  Et 
l’on  pourra  obtenir  de  la  même  manière  dix  points  dis— 
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tincts  de  cette  sphère,  qui  est  dès  lors  déterminée  et  dont 
les  traces  sur  les  plans  cycliques  omployés,  H,  .H,  = o, 
fourniront  ensuite  deux  des  sections  circulaires  de  la  sur- 
face. 

446.  Problème  VII.  — On  a vu  déjà  qu'une  surface  du 
second  ordre  assujettie  à passer  par  les  huit  sommets  d’un 
hexaèdre  est  soumise  à sept  conditions  seulement  ; et  c'est 
d'ailleurs  par  deux  conditions  complémentaires  qu’on  ex- 
prime qu’une  telle  surface  est  de  révolution.  On  peut  donc 
se  proposer  de  circonscrire  h.  un  hexaèdre  donné 

Pi  Qi  X P , Qj  X P j Qj  — o 

un  ellipsoïde  de  révolution  : problème  déterminé  suscep- 
tible, comme  nous  l'allons  soir,  de  quatre  solutions  dis- 
tinctes ; et  dont  la  réalisation  graphique  suppose  seulement 
le  tracé  de  deux  hyperboles  équilatères  définies  chacune 
par  quatre  points,  ou  la  détermination  préalable  des  quatre 
points  communs  à deux  coniques  déterminées;  tout  le  reste 
s’achevant  ensuite  par  la  règle  et  le  compas. 

i ).  Si  l’on  désigne  par  X*  -t-  Y’  Z*  la  fonction  d’une 
sphère  de  rayon  nul  ayant  pour  centre  le  point  XYZ,  par 
P = o un  plan  quelconque  perpendiculaire  à lVure,  ou  la 
direction  générale  des  sections  circulaires  de  la  surface 
que  l'on  cherche , la  question  est  seulement  de  satisfaire, 
par  une  convenable  détermination  du  plan  P = o,  à 
l’identité 

(0)  X>  + Y’  + Z’-r’-X’P’s^’p.P.Q,; 
ou  à la  suivante 

(1)  X*-hY»-+-Z«— l’P»=  VS-.P.Q,, 

dans  laquelle  on  a retenu  les  mêmes  lettres  pour  désigner 
les  plans  qui  résultent  de  tous  ceux  de  la  figure  primitive, 
transportés  parallèlement  à eux-mémes  autour  d'une 
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même  origine.  Mais  l'ideii li lé  (i)  sc  dédoublant  d’ellc- 
mème  dans  les  équations  équivalentes 

(2)  X’  + Y’  + Z1— VF  = o, 


(*') 


^\p.Q. 


O, 


celles-ci  représentent  un  seul  et  même  cône , de  révolution 
autour  il'un  axe  perpendiculaire  au  plan  cherché  P = o, 
et  admettant  trois  couples  connues  de  rayons  conjugués 
ou  de  points  conjugués,  pris  arbitrairement  sur  ces  rayons, 
lesquels  ne  sont  autres  que  les  trois  couples  de.  droites  as- 
sociées des  (rois  couples  de  plans  concourants  P,  Q, , 
P,Q,,  PjQj  (n°  loi,  p.  IÔ6).  Le  plan  polaire  d’un  point 
quelconque  de  l’espace  (p,  .q,,  p,.qt,  p>-qs),  par  rapport 
au  cône  (a'),  ayant  en  ell’et  pour  équation 

^ Ma>>Q'  + ?iPi)  = o, 

le  plan  polaire  d’un  point  quelconque  o = pt  — qt,  pris 
arbitrai lement  sur  l’arête  du  dièdre  formé  des  deux  plans 
P,,  Q,  de  la  première  couple,  passe  par  la  droite  d’inter- 
section des  plans  polaires  de  cette  même  arête  par  rapport 
aux  dièdres  P,Q,,  PsQî  formés  des  plans  des  deux  autres 
couples.  INous  avons  donc  à résoudre  d’abord,  sur  la  sphère 
ou  dans  l’espace,  le  problème  suivant  : 


Déterminer  te  /tôle  sphérique 
d'un  petit  cercle  défini  pnr  trois 
couples  de  points  conjugués. 


Déterminer  l'are  d’ tut  cône  de 
révolution,  île  sommet  donné,  dé- 
fini par  trois  couples  de  rayons 
ou  de  points  conjugués. 

2).  Soient  o le  pôle,  r le  rayon  sphérique  du  petit 
cercle  que  l’on  cherche,  et  (1,1'),  (2,2'),  (3,3')  les  trois 
couples  de  points  conjugués  qui  doivent  suffire  à sa  déter- 
mination (Jig.  100). 

La  propriété  fondamentale  des  pôles  et  polaires  appli- 
quées au  point  I et  à sa  polaire  i ' pr,  ou  la  seule  considcra- 
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lion  du  triangle  rectangle  or  1,  donne  d’abord 

(i)  tang1  r =:  tango  1 . tang  np. 

Le  triangle  rectangle  op  1'  donne  ensuite 

/s 

tang  op  tang  n 1'  .cos  o ; 

et  l’on  en  conclut 

/\ 

tang’  r = tang  o 1 . tang  o Y . cos  o , 
ou 

/\ 

(i'}  1-4-  tang1  r = 1 -f-  tang  oi  . tang  oV  .cos o. 


Fig.  ioo. 


r 


A 


507 


On  a d’ailleurs,  dans  le  triangle  oll’, 

cos  11'  = cos  o 1 . coso  1'  -+-  sin  o i .sin  o 1'.  cos  o, 

ou,  en  divisant  par  cosol  .cos  oi', 

cos  11*  ^ 

(a)  — — = 1 + tangol.tangol'.coso. 

cosol.cosol 

Comparant  (i')  cl  (a),  on  en  déduit 
cos  1 1' 


(.") 

et  par  suite 

o. 


cos  ol  .coso  1 


7=1  + tang’  J 


ros22' 


cos  33' 


cosol.cosol'  coso2.coso2'  coso3.coso3' 
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Telle  est,  relativement  aux  trois  couples  données  (1,  T), 
(2,  2'),  (3,  3'),  la  définition  du  pôle  cherché  o.  Et  si  l’on  ob- 
serve que  les  cosinus  des  distances  sphériques  du  pôle  o aux 
points  1,  V;  2,2’;3,  3'  mesurent  les  distances  orthogonales 
II,,  n*( ; II,,  II',;  n»,  ET,  de  ce  même  pôle  aux  plans  des 
grands  cercles  de  la  sphère  décrits  autour  de  ces  divers 
points  comme  pôles  : on  en  conclut  enfin  la  situation  du 
point  cherché  o sur  l’une  quelconque  des  quatre  généra- 
trices communes  aux  trois  cônes  du  second  ordre  définis 
par  les  équations  suivantes 

n.tf,  _ n,n',  _ nX 

cos  11'  cos  22'  cus33’ 

Or  on  connaît  à priori  quatre  génératrices  de  chacun  de  ces 
cônes;  ils  appartiennent  d’ailleurs  à la  classe  de  ceux  que 
nous  a vous  a ppdéséqui/atères  circonscriplib/es  (parce  qu’on 
peut  leur  inscrire  une  infini  té  de  trièdres  tri  rectangles ) ; 
et  dont  la  propriété  est  telle,  qu’ils  passent  d’eux-mèmes 
par  la  droite-hauteur  du  trièdre  formé  de  trois  quelcon- 
ques de  leurs  génératrices  (n°  428,  p.  488).  On  pourra  donc 
définir,  par  cinq  de  leurs  génératrices,  chacun  des  cônes 
auxiliaires  (I'),  ou  par  cinq  de  leurs  points  chacune  des 
coniques  suivant  lesquelles  ils  sont  coupés  par  un  plan 
auxiliaire  quelconque.  El  si  l’on  suppose  ces  coniques  tra- 
cées, l’une  quelconque  des  droites  menées,  de  leurs  points 
de  rencontre,  au  sommet  commun  coïncidera  avec  la  droite- 
hauteur  du  trièdre  formé  par  les  trois  autres,  et  représen- 
tera l’axe  même  de  l’un  des  cônes  droits  auxiliaires  que  l’on 
avait  à déterminer;  ou  la  direction  de  l’axe  de  l’une  des 
surfaces  de  révolution  que  l’on  considérait  d’abord. 

3).  La  direction  de  l’axe  étant  obtenue  de  la  sorte,  la 
section  déterminée  dans  la  surface  par  un  plan  H perpen- 
diculaire à celte  direction  n’est  autre  que  le  cercle  défini 
par  l’équation 
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ou  le  cercle  associé,  que  l’on  sait  construire,  des  trois 
couples  de  droites  interceptées  par  le  plan  H sur  les  faces 
opposées  de  l'hexaèdre  (n°  151,  p.  i 56  ) . On  aura  donc, 
par  le  centre  de  ce  cercle,  un  point  de  l'axe;  par  ce  point, 
l’are  même  de  la  surface;  enfin  par  les  perpendiculaires 
abaissées  sur  sa  direction,  des  divers  sommets  de  l’hexaèdre, 
et  rabattues  dans  un  même  plan  méridien,  autant  d’ordon- 
nées de  la  section  méridienne  qu’il  est  nécessaire  pour  sa 
complète  détermination. 

La  direction  de  l’axe  de  l’ellipsoïde  de  révolution  cir- 
conscrit à un  hexaèdre  peut  donc,  en  résumé,  s’obtenir  de 
la  sorte  : 

Les  faces  opposées  de  l'hexaèdre  étant  transportées 
parallèlement  à elles-mêmes  autour  d'une  même  origine  o, 
suivant  les  plans  P,  et  Q,,  P,  cl  Qt,  Pj  et  Qs,  on  mène 
les  droites 

o 1 , o 2,  o 3, 

intersections  respectives  des  plans 

» Q> » L)  Qu  Pj > Q>  » 

et  l'on  construit  les  intersections  respectives 
ol',  o2',  o3', 

des  plans  polaires  des  précédentes  ol,  o 2,  o3,  par  rap- 
port aux  dièdres 

PiQi  et  P,Q,,  P,Q,  et  PiQt,  PiQi  et  P,Q,. 
Menant  ensuite  les  plans 

II,  et- if,  respectivement  perpendiculaires  aux  droites  ol  et  ol', 

II,  et  n',  - » o2  et  o2', 

II,  et  n'3  » • o3  et  o3', 

et  circonscrivant  à chacun  des  angles  solides  tétraèdres 

n,  n,n , n3 , iijiij  n ^ n 3 ri , n 3 n I n a 
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un  cône  équilalère  circonscriptible  : l'une  quelconque  des 
génératrices  communes  aux  trois  cônes  résultants  marque 
la  direction* de  l'axe  de  l'une  des  quatre  surfaces  qui 
répondent  à la  question. 

447.  Problème  VIII.  — De  semblables  considérations 
s’appliqueraient  encore  à la  recherche  de  l’ ellipsoïde  de 
révolution  mené  par  un  groupe  de  sept  points  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 

i).  Si  l’on  rapporte  effectivement  la  surface  cherchée  à 
l’octaèdre  formé  de  six  quelconques  des  points  donnés, 
l'identité  résultante 


(i)  ^‘x.P.Q.sX’  + Y>  +Z’  — H—  XP1 

pourra  s’écrire,  moyennant  une  transposition  préalable  de 
tous  les  plans  qui  y figurent, 

(.')  ^'x.P'.Q',  +lP"=X,!  + ri4-Z,,i 


et  l’équation 

(’)  ^’x.P'.Q'  + XP'’  = o 


représentera  une  sphère  de  rayon  nul.  On  sait  d’ailleurs 
qu’une  somme  de  quatre  rectangles  est  toujours  réductible 
en  une  somme  de  quatre  carrés,  et  que  si  R', . . .R't  = o 
désignent  les  quatre  plans  tangents  communs  à tous  les 
cônes  conjugués  aux  quatre  couples  F,  Q', , . . . , F,  Q’( , ou 
peut  poser  identiquement  (n°  172,  p.  iy5) 


On  peut  donc  remplacer  l’équation  (a)  parla  suivante 
(?.')  £>7  -4-  XP'J  = O; 
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et  celle-ci  représentant  toujours  une  sphère  de  rayon  nul, 

on  en  conclut  que  le  plan  P'  et  les  quatre  R' R',  font 

cinq  plans  tangents  d’un  inôme  cône  équilatère  inscrip- 
tible  ( n°  429).  Les  plans  cycliques  P'  = o de  toutes  les 
surfaces  de  révolution  circonscrites  à un  octaèdre 
P,  Q,  X ...  X P*Qt  = 0 admettent  donc  un  rône  directeur 
qui  n'est  autre  que  le  cône  équilatère  inscriptible  défini 
par  les  quatre  plans  tangents  R',,...,  R'(  ou  par  les  quatre 
couples  de  plans  conjugués  P,  Q', , . . . , P,  Q', . Le  pro- 
blème actuel  se  trouve  donc  résolu,  cl  la  reelierche  des 
plans  cycliques  des  quatre  surfaces  de  révolution  que 
l'on  peut  conduire  par  un  groupe  donné  de  sept  points 
ne  dépend  plus  que  de  la  construction  des  plans  tangents 
communs  à deux  cônes  équilalères  inscriptiblcs  respec- 
tivement définis  par  quatre  couples  de  plans  conjugués, 
tels  que  P,  Q\  , . . . , Pt  Q'(  -,  ou  seulement  de  la  construction 
de  chacun  de  ces  cônes;  et  il  est  aisé  de  voir  que  cette  der- 
nière est  comprise  dans  le  problème  précédent  (n°  446, 
p.  5o5). 

448.  Problème  IX.  — Étant  donnés  neuf  points  d'une 
surface  du  second  ordre,  construire  le  plan  polaire  cor- 
respondant d'un  point  quelconque  o ( jig . 101). 

Soient  A.B.C  = n le  trièdre  ayant  pour  arêtes  les 
droites  menées,  du  point  o dont  on  cherche  le  plan  polaire, 
à trois  des  neuf  points  a,  b , c qui  définissent  la  surface;  et 
( i ) AH  1 BC  -4-  AC  -t—  P n “ o 

l’équation  de  cette  dernière  rapportée  aux  faces  A,  B,  C 
et  aux  plans  des  triangles  d 'entrée  et  de  sortie,  P = Il  = o, 
du  trièdre  et  de  la  surface.  11  est  clair  que  le  problème  sera 
résolu  aussitôt  que  l’on  aura  déterminé  le  plan  II  = o du 
triangle  de  sortie  a(iy.  Rapprochant  à cet  effet,  de  l’équa- 
tion (■),  l’équation 
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de  la  surface  rapportée  à l’octaèdre  que  déterminent  les 
six  points  demeurés  jusqu’ici  sans  emploi  parmi  les  neuf 
données  du  problème,  on  a l’identité 

(2)  V P,Q,  -t-  AB-f-BC-t-  AC-4-  PH  = o; 


et  si  l’on  y fait 


A = o , 


on  a encore  identiquement 


(2')  ^*P',  Q',  + A'B'+  p'n'sso. 

I.es  douze  droites  F, , Q',, . . . , P4,  Q,  ; A , B ; P et  II'  font 
dès  lors  six  couples  de  droites  conjuguées  par  rapport  à 
une  même  conique,  et  l’on  aura  un  point  de  la  droite  II', 
ou  un  premier  point  du  plan  de  sortie  Il  = o,  dans  le  pôle 

Fig.  101. 


(que  l’on  sait  construire)  de  la  droite  P'  par  rapport  à une 
conique  conjuguée  aux  cinq  couples  de  droites  F,  Q”, , . . . , 
F4Q'4  et  A' B'. 
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419.  Problème  X.  — Etant  donnés  six  points  d'un 
parnboloïdc  et  la  direction  de  ses  diamètres  : le  fdan  qui 
touche  la  surface  en  l'un  quelconque  des  points  donnés 
peut  s obtenir  à l’aide  des  considérations  suivantes. 

I.c  parnboloïdc  étant  rapporté  alternativement  à un 
système  d’axes  quelconques  ox,  oy,  oz , et  à l’octaèdre 
résultant  des  six  points  donnés,  les  équations  qui  en  ré- 
sultent 


(.)  S — o, 

(»')  VYq.^o, 

Jmdi 

entraînent  l’identité 


Y P,Q,=S,  » 

que  l’on  peut  écrire 

(a)  (P,Q,  -+-  PjQ2)  -t-  (PjQj -+■  PtQ,)sîS, 


ou  encore 

(a’)  H -4-  H'  ~S; 

en  désignant  par  H,  H'  les  fonctions  relatives  à deux  hy- 
perboloïdes  partiellement  inconnus,  mais  déterminés  et 
qui  passent  respectivement  par  les  quatre  côtés  de  l’un  des 
quadrilatères  gauches 

Pi.P,.Q,.Q,,  P3.P4.Q5.Q4, 

Or  il  résulte  de  l’identité  (a')  que  les  plans  polaires  d’un 
point  quelconque  par  rapport  aux  trois  surfaces  H,  H'  et  S 
se  coupent  suivant  une  même  droite, 

Pa  + P^esP,; 

et  cette  remarque  va  nous  permettre  : premièrement  de 
compléter  la  définition  des  deux  hyperboloïdes  H,  H'; 
secondement  de  déterminer  le  plan  polaire  d’un  point  quel- 
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conque  ni  du  paraboloïde  S,  ou  le  plan  tangent  au  para- 
boloïde en  ce  point. 

1).  Soit,  en  effet,  i le  point  à l'infini  qui  représente  la 
direction  ox  des  diamètres.  Le  plan  polaire  de  ce  point, 
par  rapport  au  paraboloïde,  ne  différant  pas  du  plan  à 
l'infini,  c — constante  = o : les  plans  polaires  du  même 
point,  par  rapport  aux  deux  hyperboloides  H,  H',  sont  pa- 
rallèles entre  eux.  Or  le  premier  de  ces  plans  contient  les 
points-milieux  de  deux  segments  issus  du  point  i,  ou  paral- 
lèles à ox,  et  respectivement  limités  aux  côtés  opposés  du 
quadrilatère  gauche  PiP,  Q,Qt;  le  second,  les  points-mi- 
lieux  de  deux  segments  menés  sous  la  même  direction  et 
limités  de  même  aux  côtés  opposés  du  quadrilatère 
PjPiQ,Qv.  On  a donc,  dans  ces  points-milieux,  deux 
points  ; dans  la  droite  qui  les  réunit,  une  droite  de  chacun 
de  ces  plans  polaires  ; et  dans  les  plans  menés  par  chacune 
de  ces  droites  parallèlement  à l’autre,  ces  plans  polaires 
eux-mèmes  : ou  deux  plans  diamétraux  des  deux  hyperbo- 
loïdes  dont  les  centres  respectifs  se  trouveront  dès  lors 
aux  points  de  rencontre  de  l’un  de  ces  plans  diamétraux 
et  de  la  médiane  du  quadrilatère  gauche  correspondant 
Pi  PjQi  Qf,  ou  PjPiQsQv-  D ailleurs,  une  fois  leur  centre 
déterminé,  on  peut  définir  chacun  des  hyperboloides  H, 
H'  par  trois  génératrices  du  même  mode  de  génération 
A,  B,  C,  ou  A',  B',  C'  : les  deux  premières  qui  coïncident 
avec  deux  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  correspon- 
dant; la  troisième,  symétrique  de  l’un  des  deux  autres 
côtés  par  rapport  au  centre  de  l’hyperboloïde. 

a).  Soit  actuellement  rn  un  point  quelconque  du  parabo- 
loïde : les  plans  polaires  de  ce  point  par  rapport  aux  deux 
hyperboloides  se  couperont  suivant  une  droite  située  dans 
le  plan  langent  au  paraboloïde  en  m,  et  qu’il  suffira  de 
déterminer.  Or  on  peut  déterminer  trois  points  de  chacun 
des  plans  polaires  qui  la  contiennent.  Et  comme  l’hyper- 
boloïde  H,  par  exemple,  est  défini  par  les  trois  généra- 
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iriccs  A,  B,  C,  si  Ton  mène,  du  point  considéré  m,  trois 
droites  (jui  s’appuient  respectivement  en 

n et  b,  b , et  c„  r,  et  a„ 
sur  deux  de  ees  génératrices 

A et  B,  B et  C,  C et  A; 

les  conjugués  harmoniques  du  point  m,  par  rapport  aux 
trois  segments 

ab,  b,cxt  c,a„ 

détermineront  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à 
l’hypcrboloïde  H.  Donc,  etc. 

450.  Problème  XI.  — Étant  donnés  un  octaèdre  cir- 
conscrit à une  surface  du  second  ordre  et  le  point  de 
contact  de  l'une  de  ses  Jaces,  on  peut  déterminer  le  point 
de  contact  de  la  face  opposée  à l’aide  des  considérations 
suivantes. 

L’équation  tangentiel/e  de  la  surface,  rapportée  aux 
sommets  A,  B,  C,  A1,  B',  C de  l’octaèdre  circonscrit  donné, 
étant  (fig.  io3) 

( i ) a A A'  + p BB’  -4-  7 CC'  = o , 

l’équation  du  point  de  contact  d’un  plan  tangent  quel- 
conque (n,  b,  c,  a ',  V,  c')  sera,  comme  l’on  sait  (n°  45, 

P-  44), 

(a)  a(*A'  + n'A)  + p (A B' h-  é'B)+  7(cC'  +c'C)  = o; 

et  si  l’on  applique  alternativement  cette  équation  : i°  à la 
face  ABC  (o  = a = b = c,  a’,  b\  c')  ; a0  à la  face  oppo- 
sée A'  B'C'  (n,  bt  c,  o = a'  = b'  = c'),  on  aura,  pour  les 
points  de  contact  t et  t'  de  chacune  de  ces  faces, 

(/)  st.«,.A-t-p.é'.B-t-7.c'.C  = o, 

(«')  a.a.A'-t-  p.4.B’-*-7.e.C'  = o. 

D’ailleurs  si,  au  lieu  des  points  t,  on  considère  seule- 

33. 


Digitized  by  Google 


CIIAP1TI1F.  XIV. 


5 it) 

ment  (fig.  toa)  leurs  projections  respectives  0 ou  0',  sur 
les  arêtes  opposées  BC,  B'C'  de  l’octaèdre;  il  vient,  en  fai- 
sant A = o dans  la  première  des  équations  précédentes, 
A'  = o dans  le  seconde, 

(6)  fi.é'.B  4-  y.c'.C  = o, 

(&')  p.è.B'  -t-  y.c.C'  =o. 

Soient  actuellement  TT'  la  droite  d’intersection  des  plans 
ABC,  A'B'C';  et  O,  O' les  traces  de  cette  droite  sur  les 
arêtes  BC,  B'C'.  Comme  la  délinitiou  des  points  O,  O', 
rapprochée  de  celle  des  coefficients  b,  c,  b\  c'  qui  figurent 
dans  les  équations  précédentes,  entraîne,  d’une  part,  les 
proportions 

b'  c'  b c 

(Fb7  ~ (Fc7’  ôb  = ôt:' 

que,  d’autre  part,  les  coordonnées  B,  C du  point  0,  celles 
Fig.  102. 

K 

/ 

v / 

•î/ 

Cf 

O1 

fC' 

• 9' 

/ 1.  ■■  ’ 


B',  C'  du  point  6'  donnent  lieu  aux  proportions  analogues 
B C_  B'  C' 

Fb  — ëc  ’ FF  — Fc  ‘ 
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ccs  coordonnées  et  ces  coefficients  pourront  être  remplacés, 
dans  les  équations  (0),  (0'),  par  les  segments* proportion- 
nels qui  leur  correspondent.  On  a ainsi 

(8,)  jî . 0' B' . 0 B -t-  '/ • O' C' . 0 C = o , 

(6',)  p.OB.e'B' OC. e'C' =o; 

et  l’on  en  déduit,  par  l’élimination  du  rapport  j3  ; y, 

OB.  6'  B'  OC.S'C' 
o'B'.eB  — o'c'.ec’ 

ou  enfin 

OB  : OC  O' B'  : O'C^ 
ëBÏIC  ~~  8'B':0'C' 

Les  deux  groupes  de  quatre  points  O,  B,  C,  0 et  O',  B',  C;,  9' 
sont  dès  lors  hotnographiques , et  les  droites  00;,  BB', 
CC',  69'  font  quatre  génératrices  d'un  même  hyperbo- 
loïde.  Or  ce  résultat  renferme  la  solution  du  problème  que 
l’on  s’élail  proposé;  ou  la  détermination,  par  le  seul  em- 
ploi de  la  règle,  de  celui  des  deux  points  t ou  t'  qui  était 
inconnu. 

451 . Remarque.  — On  sait  que  dans  tout  quadrilatère 
circonscrit  à une  conique , les  deux  premières  diagonales 
du  quadrilatère  et  la  droite  qui  réunit  les  points  de  contact 
de  deux  de  ses  côtés  opposés  se  coupent  en  un  meme 
point  : et  cette  propriété  n’est  d’ailleurs  qu’un  cas  parti- 
culier du  théorème  de  Brianclion.  Le  théorème  que  l’on 
vient  d’établir  et  son  corrélatif  peuvent  donc  être  regardés 
à leur  tour  comme  des  cas  particuliers  de  ce  théorème,  ou 
de  celui  de  Pascal,  transportés  aux  surfaces  du  second 
ordre.  Comment  passer  de  là,  ou  d’ailleurs,  au  cas  général? 
Et  dans  quels  termes  se  fera  ce  passage?  C’est  ce  qui  est 
encore  fort  caché.  S’il  n’y  fallait  qu’une  habileté  et  une 
pénétration  infinies,  les  problèmes  où  s’exercent  aujour- 
d'hui quelques  géomètres  témoignent  assez  que  tout  serait 
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% i te  achevé.  Mais  il  est  présumable  <ju’il  y faudra  surtout 
infiniment  dfe  bonheur;  et  c'est  ce  que  la  plus  profonde 
géométrie  ne  donne  pas  toujours.  Ici,  en  effet,  l'obstacle 
est  tellement  grave,  que  c’est  à peine  si  on  l’aperçoit.  Ce 
n est  plus  un  problème  défini,  défendu  par  d’énormes  com- 
plications, qu’il  s'agit  d’emporter  ou  de  réduire.  C’est  une 
loi  simple,  que  l’on  suppose  devoir  régir  la  situation  de 
dix  points  pris  d’une  certaine  manière  dans  l'espace,  et 
dont  il  faudra  peut-être  deviner  premièrement  la  véritable 
expression,  sous  peine  de  l’ignorer  toujours.  Que  des 
essais  dans  ce  sens  présentent  aujourd'hui  quelques  chances 
de  succès,  l’extension  qu’a  déjà  reçue,  dans  cet  Ouvrage,  le 
théorème  de  Desargues,  semble  l’indiquer.  Généralisé  de  la 
sorte,  ce  théorème  y pourra  intervenir  utilement,  soit  par 
lui-mème,  soit  par  un  préalable  aplanissement  [reductio 
in  planum)  des  dépendances  qu’il  établit  entre  n points 
associés.  Il  n’est  pas  impossible,  par  exemple,  que  l’ex- 
pressiou  des  dépendances  descriptives  qui  doivent  exister 
entre  neuf  points  d’une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
ne  sc  trouve  dans  l’expression  encore  inconnue  des  dépen- 
dances auxquelles  donnent  lieu  un  quadrangle  et  un  pen- 
tagone conjugués  à une  même  conique.  Malheureusement 
la  théorie  de  ces  courbes,  envisagées  au  point  de  vue  de 
leurs  propriétés  descriptives  les  plus  générales,  est  à peine 
ébauchée.  I,c  théorème  de  Pascal,  qui  en  est  l’admirable 
commencement,  en  marque  aussi  la  fin.  Et  non-seulement 
nous  ne  savons  rien  encore  des  propriétés  analogues  de  six 
éléments  mêlés  d’une  conique  : points  et  tangentes,  couples 
de  droites  ou  de  points  conjugués,  triangles  inscrit  et  cir- 
conscrit; mais  personne  ne  parait  avoir  remarqué  qu’il 
nous  reste  sur  ce  point  quelque  chose  à apprendre. 

io2.  Scolie. — Lerôleque  peuvent  remplir,  dansl’étude 
des  lieux  géométriques  de  degré  supérieur,  les  théorèmes 
généraux  que  nous  avons  donnés  au  Chapitre  IN  , inérite- 
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rait  un  examen  spécial,  qui  ne  sortirait  pas  du  cadre  de 
cet  Ouvrage,  et  que  nous  nous  proposons,  en  effet,  d’en- 
treprendre, dans  la  mesure  doublement  restreinte  de  nos 
lumières  et  de  nos  loisirs;  mais  où  nous  n’avons  pu  jus- 
qu’ici entrer  sérieusement.  Nous  nous  bornerons  dès  lors, 
sur  ce  point,  à montrer  que  notre  théorème  sur  les  groupes 
àé  éléments  associés  en  nombre  inférieur  au  nombre  nor- 
mal permet  de  construire  à priori,  et.  sans  aucune  notion 
antérieure  sur  les  propriétés  des  courbes  du  troisième 
ordre,  le  neuvième  point  commun  à toutes  celles  de  ces 
courbes  qui  passent  par  un  groupe  donné  de  huit  points. 
i).  Soient,  en  effet, 

1,  2, . . . , (>  et  a,  b,  z, 
nu 

P,  P,..  ,Pe.A.B.Z  = o 

un  groupe  de  neuf  points  associés  suivant  le  module  3,  ou 
tels,  que  toute  courbe  du  troisième  ordre  que  l’on  aura 
menée  par  huit  d’entre  eux,  passe  d’elle-mème  par  le  der- 
nier. L’identité  (n°  128,  p.  i3o) 

( » ) ^ X,  P-;  -+-  »A'  -+-  P B1  -f-  7Z*  = o, 

à laquelle  donnent  lieu  les  distances  de  ces  neuf  points  à 
une  droite  quelconque,  se  dédoublant  dans  les  équations 
laifgentielles  équivalentes 

(a)  aA'  + piP-t-yZ’^o, 


celles-ci  représenteront  une  seule  et  même  courbe  de  la 
troisième  classe  et  du  sixième  degré  : et  les  six  tangentes 
menées  à cette  courbe  par  chacune  de  ses  traces  sur  une 
droite  quelconque  (a,  b,  z\  pu.  . . , pt)  feront  six  tan- 
gentes d’une  même  conique,  laquelle  sera  définie  par  l'une 
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ou  l'autre  des  équations  équivalentes  (n°  40,  p.  36) 


(3) 

(3-) 


a fl  A’  -t-  p 6 C*  -+•  •/  zZ‘  — O, 


— O. 


Or,  si  l ou  considère,  au  lieu  d’une  droite  quelconque 
( f'g-  l o3  ),  celle 

o—z=p,, 

qui  réunit  le  point  1 au  point  cherché  z;  ces  équations 
deviennent 

(4)  afl.  A’  -+-  p B’  = o, 

(4  ) \ >./>.PÎ=-0, 

Lmïl 

et  représentent  un  même  système  de  deux  points  nit,  n, , 
ou  Al,  N,  = o,  satisfaisant  à la  double  identité 

(5)  afl,  A3  -+  {Jè,B’  = M|N,, 

(5')  — M,N,. 

11  ep  résulteque  les  points  ni,  et  nt,  doublement  conjugués 
au  groupe  (n,  b)  et  à la  conique  (23356),  seront  fournis 
par  les  points  conjugués  communs  à deux  divisions  en  in- 
volution,  tracées  sur  la  droite  ab  (n°  157).  D’ailleurs,  ces 
deux  points  obtenus,  les  distances  m,a,  mtb  de  l'un  quel- 
conque d’entre  eux  aux  points  de  référence  a,  b pourront 
remplacer,  dans  l’équation  (4),  les  coordonnées  courantes 
A,  B;  et  l’on  aura  d’abord 

(/•,)  a. fl,  ./»,a  -+-  p . b,  ,m{  b = o; 

I 

a,  et  b , désignant  les  distances  de  la  droite  zi  aux  points 
a et  b, 

I p,  i fl,  ; b,  = a 1'  : b 1'. 

Substituant  ensuite  à la  droite  zl  la  droite  z2,  on  obticn- 
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dra  par  une  construction  semblable  un  nouveau  point  m, 
dont  les  distances  aux  points  a et  b vérifieront  encore 
l’équation 

( r,  ) a . «, . m,  a -+-  ji . b 2 . ni,  b = o ; 


at  et  bx  désignant  cette  fois  les  distances  de  la  nouvelle 
droite  zï  aux  points  a et  b , 

(p,)  a,  : b,  — ai1 : 62’. 

Et  si  l’on  élimine  le  rapport  a:j3  entre  les  relations 
(/■, ),  (/•>),  la  relation  résultante  pourra  s’écrire,  en  dési- 
gnant par  A un  nombre  connu. 


ou 

(R) 


",  : b,  _ 

• A 

"a  . 

ÏTjïF 

âü'  :W 


Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  A,  1',  2'  est 
donc  déterminé;  il  en  est  de  même  du  rapport  anhartno- 
nique  des  quatre  droites  za,  zb , z I’,  zâ';  et,  par  un  tliéo- 


Fig.  io3. 


renie  connu , le  ftoint  cherché  z appartient  à une  pre- 
mière conique  circonscrite  au  quadrangle  a b 12  et  que 
l’on  peut  construire. 

Or  si  l’on  recommence  la  construction  précédente  en 
conservant  le  groupe  a,  b,  i et  substituant  au  point  2 le 
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point  3,  011  trouvera  de  même  que  le  point  cherché  z ap- 
partient à une  seconde  conique  déterminée,  circonscrite 
au  quadrangle  ah  13.  Le  problème  est  donc  résolu  et  le 
neuvième  point  z est  fourni  par  le  quatrième  point  de 
rencontre  de  deux  coniques  déterminées  auxquelles  leur 
définition  même  assigne  trois  points  communs. 

M.  Salinon  indique,  d’après  le  Dr  Hart,  une  construc- 
tion toute  semblable,  fondée  sur  des  considérations  toutes 
différentes  [Higher  Plane  Curées,  p.  168.  n°  180). 


FIN. 
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Page  38,  7e  ligne  à partir  du  haut  : au  liru  de  1»  tangente  (a,b,c)t  lire 
la  tangente  (<*,,&,,  cx  ). 

Page  i85f  aux  deux  dernières  lignes,  au  lieu  de  parallèles  aux  côtes  op- 
posés 3,  4,  lire  parallèles  aux  côtés  réciproquemeut  opposés  4,  3. 

Pages  461-462  • le  passage  qui  s’étend  des  cinq  dernières  lignes  de  la 
page  461,  aux  quinse  premières  de  la  page  '162,  contient  quelques  inadver- 
tances, et  doit  être  rétabli  de  cette  manière  : 

■ Efïectivcmcnt,  si  l'on  a égard  aux  cinq  couples  de  points  conjugués  qu 
résultent  des  données  de  la  question, 

A. H,  B.C,  C.  A ; M.M',  N.  N'; 

et  que,  prenant  sur  la  droite  donnée  xy  un  premier  point  quelconque  £, 
on  détermine,  par  la  construction  corrélative  de  celle  du  n°  3q8,  chacun 
des  points  »j,  rj'  définis  par  les  identités  tangentielles 

(i')  AB-bBC-HCÀ-hMM'53 

( j'  ) A B -f-  BC  -t-  CA  NN'  £ »?*'  : 

la  droite  *jij'  représentera  la  polaire  du  point  £ par  rapport  à la  conique 
considérée,  et  sa  trace  rjt  sur  la  droite  donnée  fournira  un  premier  segment 
£»îb  harmoniquement  conjugué  aux  deux  points  cherchés  xet^.l.a  même 
construction,  répétée,  en  fournirait  un  second  ; et  l’on  aurait  ainsi  deux 
segments  rectilignes  £17,,  £'ïjf0  harmoniquement  conjugués,  l’un  et  l’autre 
nu  segment  formé  des  deux  points  que  Ton  cherche.  Donc,  etc.  ». 
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